GRAFOVE ALGORITMY
2005/2006 - 1. termin

1. Malovani
Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf. Cesta p = (vg,v1,..., Uk, v), k > 1 se
nazyva uzaviena. Uzaviend cesta je nakresleni, prochézi-li kazdou hranou pravé jednou.

a) Véta. G mé nakresleni, pravé kdyz je stuperi kazdého vrcholu sudy.
Dikaz. = : Hint : Uvazujme néjaké nakresleni a diskutujme pocty piichodt a odchodt
z jednotlivych vrcholt.

<= : nize udélame konstruktivné.

Vrchol v je nasyceny vzhledem k mnoziné hran F' C E, je-li kazda hrana incidentni s v
prvkem mnoziny F'.

b) Algoritmus :

V algoritmu se stiidaji faze ”vpred z vrcholu v” a ”zpét”. Zacinad se z libovolného
vrcholu v.

?vpred z vrcholu v” : Z vrcholu v budujeme cestu z dosud neobjevenych (coby neori-
entovanych) hran, které jsou jako orientované (ve sméru objeveni) uklddany do zasobniku.
Nelze-li pokracovat, je vrchol v ziejmé nasyceny a prejdeme k fazi "zpét”.

?zpét” : Necht v zésobniku jsou hrany odpovidajici cesté (uo, ..., ux), & > 1. Pokud
jsou ug, . .., ug nasycené, ddme na vystup (uy, ug_1), (Ug_1, Ug_2), .- ., (u1,ug) a koncime.
Pokud jsou uy, ..., u;4 1 nasycené a u; ne, ddme na vystup

odstranime je ze zasobniku a pokracujeme fazi ”"vpred z vrcholu .....................
Dopliite.

c) Priklad : Nize je zadan graf seznamem sousedii. Za¢néte z vrcholu 1 a v seznamech
postupujte zleva doprava (prubéh algoritmu je jednozna¢ny). Pro snadné vynechavani obje-
venych hran mame v jednotlivych fadcich i ukazatele zprava doleva i ukazatele z hrany (3, j)
na hranu (7, 1).
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Misto oznaceni hran dvojicemi (i, j) je ¢islujte v poradi jejich objeveni.
Priabéh algoritmu :
Hrany objevené pii "vpied z 17 @ .. oo

hrany na vystupu pii "vzad” @ ... ...

Diagram :



d) Dokazte korektnost algoritmu.

e) Odhadnéte slozitost algoritmu.

f) Jak udélame linky z kazdého (7, j) do (j,7) v ¢ase O(m +n) ?



2. Toky v sitich

Na siti z obrazku se zdrojem s a cilem t uvedte néjaky ”velky” tok. Dale pouzivejte
algoritmus Edmonse a Karpa. Na kazdém fadku vzdy vlevo uvedte rezidualni graf s néjakou
nejkratsi s — t-cestou, vpravo pak prislusny zvétseny tok.
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GRAFOVE ALGORITMY
2005/2006 - 2. termin

1. Svédomity zametac

Necht G = (V, E) je neorientovany multigraf (t.j. pfipousti se nasobné hrany). Cesta
p = (vo,v1,...,Uk ), k> 1senazyvd uzaviena. Uzaviena cesta je nakresleni, prochazi-
li kazdou hranou pravé jednou. Uzaviena cesta je pokryti, prochéazi-li kazdou hranou alespon
jednou. G = (V, E) se nazyva eulerovsky, je-li souvisly a stupen kazdého jeho vrcholu je
sudy.

Fakt. Multigraf G ma nakresleni, pravé kdyz je eulerovsky. Lze to realizovat v ¢ase O(m),
kde m je pocet hran.

Véta. Pro souvisly neorientovany graf G = (V, E') a jeho uzavienou cestu P je ekviva-
lentni:

(i) P je minimalni pokryti (vzhledem k poé¢tu hran).

(ii) P je pokryti, libovolnd hrana z F je v P pouzita maximélné dvakrat a mnozina F
téch hran z E, které jsou v P pouZity vicekrat, je minimalni (vzhledem k poc¢tu) s néasledujici
vlastnosti :

(*) pfidanim disjunktni kopie F' ke G vznikne eulerovsky multigraf.

Dikaz. a) (i) = (ii) :

b) (i) = (i):



Necht (V, E) je souvisly graf, necht H C V, |H| = 2k > 0. Parovani mnoziny H je
rozklad {hy,..., he}, {h},...,h}} této mnoziny spolu s cestami

c1ihy— ... —hy,

Ckhkﬁﬁh;g
Minimalita parovani se chape vzhledem k souctu délek prislusnych cest.

Lemma. (i) V libovolném multigrafu je pocet vrcholi lichého stupné sudy.
(ii) V minimalnim parovani se Zadna hrana nevyskytuje vice jak jednou.

c¢) Dukaz.



Lemma. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Mnoziny hran minimalni vzhledem k (*)
jsou pravé mnoziny hran miniméalnich parovani mnoziny vSech vrchold lichého stupné.

d) Dikaz.

e) Je dan souvisly graf G = (V, E),|V| = n, |E| = m. Algoritmus pro minimalni
pokryti :
1. Najdeme mnozinu L vSech vrcholt lichého stupné, necht |L| = 2k — to umime v case

POMOCT .ovvviii

3. Najdeme minimalni parovani mnoziny L — to umime v ¢ase O(f(k)) (fakt). Necht F
je mnozina jeho hran.

4. Najdeme nakresleni grafu GG obohaceného o disj. kopii hran z F.

To umime v ¢ase ............. , nebot mame celkem .............. hran.

Celkem je tedy slozitost ...,

f) Demonstrujte algoritmus na grafu




2. Silné souvislé komponenty
Orientovany graf G = (V, E), V ={1,...,20} je dan seznamy sousedi :
1:6
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a) Aplikujte na graf G prizkum do hloubky. Pfitom kazdy seznam, sousedi prochéa-
zime zleva a seznam seznami shora. Nakreslete pfislusny les i s ¢asy objeveni a ukonceni
jednotlivych vrcholt.



b) Pfipravte si seznamy sousedii pro transponovany graf. Vyuzijte pfitom fadky vyse
uvedeného seznamu pro GG. Necht polozky v kazdém fadku jsou usporadany rostoucim zpi-
sobem.

c¢) Dokoncéete algoritmus pro hledani silné souvislych komponent. Nakreslete pfislusny les
a v diagramu vyse vyznacte komponenty.

d) Uvedte piislusny faktorovy graf.
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GRAFOVE ALGORITMY
2005/2006 - 3. termin

1. Izomorfismus stromu.
Necht G = (V,E) a G' = (V', E') jsou neorientované grafy. Zobrazeni o : V" — V' je
izomorfismus G na G, je-li to bijekce a pro libovolna u,v € V plati :

{u,v} € F pravé kdyz {a(u),a(v)} € E".

Grafy G a GG’ jsou izomorfni, existuje-li mezi nimi izomorfismus.

Necht G = (V, E) je neorientovany strom. Necht V] je mnozina vSech vrchola stromu G
stupné 1, necht pro V! =V \V; # 0 je G' = (V! {e € E | e C V'}). Necht V; je mnoZina
vsech vrcholii stromu G! stupné 1, necht pro V? = VI \ V, # 0 je G = (V2,{e € F |
e C V2}),... Posledni neprazdny graf je bud jediny vrchol nebo jedind tisecka — hovotime o
centru resp. bicentru stromu G.

Algoritmus :

1. Pro stromy G a G’ spo¢itame jejich centra/bicentra. Ma-li jeden ze stromi centrum a
druhy bicentrum, nejsou izomorfni — konec. Maji-li oba bicentrum, vsadime do jejich centralni
hrany u kazdého grafu novy vrchol tak, aby oba méli centrum. (Ziejmé jsou ptivodni stromy
izomorfni, pravé kdyz jsou izomorfni nové stromy.)

2. Oba stromy orientujeme smérem od jejich centralnich vrcholt. Necht takto dostaneme
patra 1,2,...,r resp. 1,2,...,r', kde v patfe 1 jsou pravé centralni vrcholy. Pokud r # »/
nejsou stromy izomorfni — konec.

3. Soucasné pro oba stromy pocinaje patrem r prifazujeme vrcholim jednotlivych pater
jejich ohodnoceni o[v] a typ t[v] takto :

(i) V8em vrcholim patra r ddme ohodnoceni A (= posloupnost délky nula) a typ 1.

(ii) Mame-li uréeny typy vSech vrcholu k-tého patra (k = r,...,2), ohodnotime kazdy
vrchol (k — 1)-niho patra neklesajici posloupnosti typu vSech jeho syni. Ziskand ohodnoceni
usporadame lexikograficky (tj. jako ve slovniku s prvnim slovem A). Vrcholy s nejmensim
ohodnocenim budou mit typ 1, dalsi typ 2, atd.

a) Véta. Stromy G a G’ jsou izomorfni pravé kdyz

11



d) Demonstrujte algoritmus na piikladé :

NiZe jsou stromy G a G’ zadany seznamy sousedti.
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e) Uvedte (aZ na izomorfismus) vSechny neorientované stromy o sedmi vrcholech.

f) Jak hledate centrum/bicentrum stromu G 7 Odhadnéte slozitost. ( Pro snadné vyne-
chavani neorientovanych hran mame pro kazdou orientovanou hranu (u, v) link na (v, u).)
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2. Nejkratsi cesty
Orientovany graf G = (V, E) je zadany diagramem

Urcete pro kazdou dvojici vrcholii z mnoziny V' = {A, B,C, D, E, F'} délku nejkratsi
cesty mezi nimi. Jestlize mezi nimi nevede zadna cesta, oznacte délku jako oo, jestlize mezi
nimi néjaka cesta vede, ale zadna neni nejkratsi, oznacte ji —oo.

Pouzijte (modifikaci) nékterého z algoritmu kapitoly 26. Musite skutené pocitat s mati-
cemi tadu 6 7

Mize se vam hodit “matice”

A B C D E F
A -2 2
B|1
C 1 4
D 1 2 6
E 3
F 4 0
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