GRAFOVE ALGORITMY
2006/7 - 1. termin

1. Izomorfismus na podstrom
Necht S = (V,E) a T = (W, F) jsou orientované stromy s kofeny vy resp. wp, necht
VNW =(. Zobrazeni f : V — W je homomorfismus stromu S do stromu T, plati-li
(VuveV)((wv)eE = (f(u),f(v)eF).

Ukolem je efektivné zjistit, zda existuje prost§ homomorfismus S do 7.

Necht (Vp,...,V,) je rozklad mnoziny V' podle vzdéalenosti od vy (Vo = {vo}). Podobné
pro strom 7" dostavame rozklad (Wp, ..., W,).

Necht pro v € V' je S(v) podstrom stromu S uréeny vrcholem v (ddme tam vse z S, co je
dosazitelné z v), necht S[v] = {v' € V' | (v,v") € E}. Podobné, pro w € W definujeme T'(w)
a T[w].

Definujme relaci p C V' x W vztahem

(v,w) € p pravé kdyz
existuje prosty homomorfismus f stromu S(v) do stromu 7'(w) spliujici f(v) = w .
Plati :
existuje prosty homomorfismus S do T prave kdyz

Prov € V aw € W definujeme pomocny (neorientovany bipartitni) graf
G(v,w) = (Sp]UTw], {{z,y} |z € S], y e Tw], (z,y)€p}).
Plati : (v, w) € p pravé kdyz

v grafu G(v, w) existuje pArovaAni SPIIUICT........ccviiiiiiiiiiiiii i, ()

Relaci p uchovavame v booleovské (tj. nad {0,1}) V' x W matici, v niz polozka v fadku
v a sloupci w (oznacujeme ji p(v,w) ) je 1 pravé kdyz (v,w) € p. Cely problém se tedy
redukuje na vypocet této matice. Dokonce ji nepotiebujeme celou, pro v € V; nam staci
hodnoty p(v,w) prow € W; U+ U ..............

Algoritmus :

1 forv eV, weW do p(v,w) <— 1 endfor




Kv1li jednoznacnosti vypoctu : tam, kde mame volbu davame pfednost vrcholim podle
usporadani 1,2,... ¢i a, b, ....

Maximélni parovani v bipartitnim (neorientovaném) grafu s n vrcholy a m hranami
umime najit vcéase ................ooe. — zdlvodnéte. Ponévadz se mozna netrefite, pouzi-
vejte v dalsim O(a(n, m)).

Necht |V| =s, |W| = t. Necht k je maximalni out-degree vrcholu z S, podobné [ pro 7.
Slozitost celého algoritmu je .................... — zdtvodnéte.

2. Diferenc¢ni podminky.
Uvazujme soustavu m nerovnic n proménnych x4, ..., x, tvaru
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kde 1 <'ig,Jx < n, i # Jr & by € Z pro vSechna k, 1 < k < m.

Definujeme pro danou soustavu orientovany graf G = (V, E), kde V' = {vg,v1,...,v,} a
E = {(vi,v;) | ®; —x; < b je néktera z nerovnic} U {(vo,v;) | 1 < i < n}. Déle definujeme
ohodnoceni w hran takto: w(vg,v;) = 0 a w(v;,v;) = b kdykoli z; — z; < b je nékterd z
nerovnic.

Véta ze strany 542 v brozurce 1ika :

Obsahugje-li graf prislusny k dané soustave nerovnic zdaporné ohodnoceny cyklus, nemad
dand soustava 1eseni. Neobsahuje-li tento graf zdporné ohodnoceny cyklus, md soustava Te-
sent (6(vo,v1), ..., 0(vg, vp)).

Uvazujme nerovnice:
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K soustavam nerovnic (1) — (4) a (1) — (5). udejte p¥islusny graf. Algoritmem Bellman-
Ford z vrcholu vy a aplikaci vyse uvedené véty rozhodnéte, zda dand soustavy maji feseni.
V pfipadé, Ze néktera ze soustav feseni mé, uvedte ho.

V kazdé sérii relaxaci bereme hrany v pofadi (vg,v1), (vo,v2), ..., pak hrany z podminek

(1),...,(4), resp. (5).



GRAFOVE ALGORITMY
2006/7 - 2. termin

1. Minimalni pokryti

Je dén orientovany graf G = (V, E), |V| = n, |E| = m. Mnozina P jeho cest (pfipoustime
i cesty délky 0 ) je jeho pokryts, je-li kazdy vrchol z V na pravé jedné cesté z P. Ukolem je
v daném acyklickém grafu najit pokryti minimalni kardinality.

Terminologie :
cesta je posloupnost (vg, ...,vx), kde k € Ng, vg, ..., v € V, (vo,v1),. .., (vg_1,0%) € E,
cesta je prosta, jsou-li vy, ..., v; po dvou rizné,
smy¢ka je cesta (v,v),
kruznice je cesta (v, ..., v, ), kde k € N, v, ..., v po dvou rizna.

K danému G = (V, E), v tomto okamziku ne nutné acyklickému, sestrojime (bipartitni
neorientovany) graf G' = (V UV’ E"), kde V' = {v' | v € V' } je disjunktni kopie mnoZiny
VaF ={{v,w}|(v,w)e F}proF CE.

a) Mnozina F” je parovani v G’ pravé kdyz souvislé komponenty grafu (V, F’) jsou tvaru :

b) Pro acyklicky G je F’ je parovani v G’ pravé kdyZz mnozina souvislych komponent
grafu (V, F) tvoii

¢) Pro mnozinu P cest v G nechf P° zna¢i mnozinu vSech hran na cestach z P. Necht P
je pokryti a |[P| = k. Pak |P*| = ...,
d) Tedy problém hledéni minimélniho pokryti v acyklickém grafu je pfeveden na problém

hledéani

f) Ukazte, Zze to nemusi fungovat pro graf, ktery neni acyklicky.

g) NiZe je dan graf G a pro vase pohodli i G’ v8e v nékolika kopiich. V G zvolte pokryti
P s ?malym” poctem cest. Vyznacte mnozinu P’ a napf. pomoci alternace volnych cest ji
doplite na optimalni. Dokazte optimalitu.

Algoritmus 2 : Acyklicky graf G topologicky usporadame. Cesty z P tvorime takto : opa-
kované z nejlevéjsiho nepouzitého vrcholu postupujeme vpravo nejmensimi moznymi kroky
po nepouzitych vrcholech.

h) Odhadnéte slozitost Algoritmu 2.



..........



2. V ohodnoceném neorientovaném grafu G = (V, F, w) zadanym obrazkem naleznéte
minimélni kostru Primovym algoritmem. Je-li v nékterém kroku vice moZnosti, fidte se
abecedou.
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1. Minimalni doplnéni na silné souvisly graf

Je déan orientovany graf G = (V, F). Mnozina hran ' C V' x V je jeho doplnénim, je-li
graf (V, E U F) silné souvisly. Ukolem je najit doplnéni minimalni kardinality.

Pro v € V oznaéime [v] silné souvislou komponentu obsahujici vrchol v. Definujeme
faktorovy graf G°¢¢ = (V9¢C E5CC) kde

VIO ={] [veV}, EC={(lu,) | (v,v) € E, [u] # ]}

Zvolme zobrazeni o piifazujici kazdé komponenté reprezentanta, neboli o : V5¢¢ — V

splijici [a([v])] = [v].

a) Necht F' je minimalni doplnéni grafu G. Pak pro lib. (u,v) € F je [u] # ...... a pro
ruznd (u,v), (v',v") € F je ([u], [v]) # ........ Je tedy { ([u], [v]) | (u,v) € F'} doplnénim grafu
G°CC mohutnosti ......................

b) Naopak, je-li H doplnéni grafu G°°¢ bez smycek, je

............................................................ doplnénim grafu G stejné mohut-
nosti.

Tedy obecny problém je preveden na problém hledani minimélniho doplnéni acyklického
grafu. Vrchol bez vystupnich hran oznac¢ime stok, vrchol bez vstupnich hran zdroj. Vrchol,
ktery je zaroven stok i zdroj nazveme izolovany. Nechf v ¢astech ¢) — j) je G acyklicky
bez izolovanych vrcholi, |V| =n > 2, |E| = m, s mnozinou zdroju S a mnozinou stoku 7',
IS|=s>1,|T|=t>1.

c) Lze predpokladat, ze s < t, jinak bychom graf G nahradili

Nize bude podéan algoritmus, ktery najde r < s, oznac¢i prvky mnoziny S symboly
vy, ...,0s @ prvky mnoziny T symboly wy, ..., w; tak, aby platilo :

(i) pro kazdé i = 1,.. ., r existuje cesta z v; do wj,
(ii) pro kazdé i =r+1,..., s existuje j € {1,...,7} a cesta z v; do wj,
(ili) pro kazdé j =r+1,...,¢ existuje i € {1,...,7} a cesta z v; do w;.

Necht S = {a1,...,as}, T ={by,...,b}.

Algoritmus 1 :

1. Prot =1,...,s vedeme z a; cestu. Vrcholy na ni oznacujeme symbolem i. Jsou dveé
moznosti :

a) narazime na vrchol jiz oznaceny; ten nepfeznacujeme a zvySujeme i.

b) skon¢ime ve vrcholu b; € T'; pak prohlasime (a;, b;) za novy par a zvysime 7.

2. Nyni si vsimame neoznacenych prvka z T'. Postupné z kazdého takového, feknéme by,
vedeme zpétnou cestu a neoznacenym vrcholim davame znacku 0. Jsou tfi moznosti :

a) narazime na vrchol se znackou ¢ > 1 a a; je v néjakém paru; bereme dalsi neoznaceny
prvek z T,

b) narazime na vrchol se znackou i > 1 a a; neni v zddném péru; pak

(0tdzka d) ) ..o

c¢) narazime na vrchol se znackou 0; bereme dalsi neoznaceny prvek z T



3. Vzniklé pary necht jsou (vi,wy),..., (v, w,), zbyvajici prvky z S resp. T" oznacime
symboly v,41,...,vs resp. symboly w,1,...,w; libovolné.

e) Slozitost algoritmu je ...........oooiiiiiiiiiiiii , nebot kazdé hrany si vsi-
mame

f) K ¢emu bylo dobré predpokladat acykliénost 7 ...................coo...
Algoritmus 2 :
Klademe

F = { (w17 U2>7 ttty (wrflu U?‘)u (wTu wSJrl)a (wSJrlu ws+2>7 R (wt*h 'LUt), ('I,Ut, U1>7

. J

Jen (wrv1) Pro s=t

(wT+17 UT+1>7 SRR (w87 US) } .

Uvazme uzavienou cestu Q v (V, EU F)) :

Q= (Ul,...,wlj, UQ,...,w%,...,yT,...,w,;,wsﬂ,...,wﬁ,vl) )
TV Vv
z parovani z parovani z parovani nic pro s=t
g) Vse demonstrujte na nasledujicim grafu. Uvedte vSechny pary, pfipiste oznaceni vy, ..., wy, . ..

a prikreslete hrany z F'. Kvili jednoznacnosti ddvame prednost vrcholiim, které jsou diive v
usporadani
a<---<d<1l<2<.---<17T<p<---<u.
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Ukézeme, ze (V, E U F) je silné souvisly :

Skutecné, lib. v € V mimo @ lze na @) napojit : v G existuje cesta z u do néjakého
wj. Jelije{l,...,r,s+1,...,t} jsme hotovi. V opacném piipadé pouzijeme novou hranu
(wj,vj) a podminku (ii).

h) Dale pro lib. takové u vede z () do u cesta :



j) Ukazte, Ze nase doplnéni je miniméalni

k) Graf sloZeny z p izolovanych vrcholit ma minimalni doplnéni z ................... hran;
jak vypada 7 ...

1) Koneé¢né, necht acyklicky graf ma p izolovanych vrcholi, s > 1 zdroju a ¢t > s stokd. Ta-
kovy graf ma minimélni doplnéniz................... hran; jak vypadad 7 ...

2. Grafy G' a H jsou zadany obrazky nize. O kazdém z nich rozhodnéte, zda je bipartitni
a své rozhodnuti dokazte. Najdéte rovnéz jejich maximalni parovani a dokazte, ze Vami
nalezena parovani jsou maximalni.




