Grafové algoritmy
2009/10, 1. termin

1. Maximalni parovani

Je dan neorientovany graf G = (V) E). Mnozina M C E je parovdnd, pokud zadné dveé
ruzné hrany z M nemaji spolecny vrchol. Mazimalita parovani se rozumi vzhledem k poctu
hran.

Vrchol v € V' je wolny vzhledem k parovani M, neni-li koncem zadné z hran v M. Cesta
P = (vo,v1,...,0%), k> 1,v G je stridavd vzhledem k parovani M, jsou-li vrcholy na ni po
dvou ruzné a stiidaji-li se v ni hrany z M a E'\ M. Takova cesta je volnd vzhledem k M,
jsou-li oba jeji konce volné. Jeji alternaci dostdvame parovani M’ které se od M lisi prave
tim, ze pro libovolnou hranu e na P je e € M préavé kdyz e ¢ M’ a naopak.

a) Dokazte vétu:
Véta. M je maximalni parovani v G prave kdyz v G neexistuje volna cesta vzhledem k M.

Pozn. V dukazu netrividlni implikace muzete uvazit dvé parovani M a M’ a diskutovat jak
vypadaji souvislé komponenty grafu (V, M U M").

Ve zbytku pojednani je graf G bipartitni, tj. existuji neprazdné disjunktni mnoziny vr-
cholt X, Y davajici ve sjednoceni celé V' a takové, ze libovolna hrana z E ma jeden konec v
X a druhy v Y. Fixujme takova X,Y.

V nasledujicim algoritmu je
Matchly] = x, je-li {z,y} € M a
Matchly] = 0, je-li y volny vzhledem k M.

Jeho podstatou je hledani volnych cest z u € X pomoci BFS(G). Volné cesty z v € YV
nemusime uvazovat (staci je opacné orientovat). Pro cestu (u,v,u',v’,u“ 0", ...) klademe
Prev[v] = u, Prev[v'] =4/, .... Navstivené vrcholy z X mame v poli Q[1],Q[2],...atyzY
mnozine N.

b) V uvedenych algoritmech doplite fadky 18 resp. 4.



MAXMATCHING(G)

1 fori—1ton

2 Match[i] < 0
3 forue X
4 Q[1] < u, Qsize — 1
) N«
6 fori«— 1ton
7 Prev[i] <0
8 k—1
9 repeat
10 x — Q[k]
11 for y € Adjlx]
12 ifyg N
13 pridej y do N
14 Prevly] « x
15 if y je volny
16 ALTERNUJ(y)
17 goto 1
18 pridej ......... do @
19 k+—k-+1
20 until k£ > Qsize
21 odstran z grafu vrcholy z (Q a N vcetné incidentnich hran
22 1:
ALTERNUJ(y)
1 repeat
2 w «— Prev[y]
3 Matchly] «— w
4
5 Match[w] «—y
6 Y <— v
7 untily =0

c¢) Dopliite dukaz véty :
Véta. Mnozina M = { {z, Matchlz]} | x € X, Match[z] # 0 } je maximalnim pérovanim
grafu G.

Diikaz. Pokud zadny z X nezustane volny, mame maximalni parovani. Pokud z u € X

najdeme volnou cestu, alternujeme ji. Pokud z u € X existuje volné cesta, najdeme ji, nebot
pred t. 21 méame v () vrcholy praveé vrcholy z X dosazitelné z u pomoci

a VvV MNOZINE IN oo,

Pokud volna cesta z u neexistuje, mame pted t. 21 :

2



ORI

(il) kazdy vrchol z N je ZDATOVAN S ...ccoveiiiiiiiiiiiiiiiieeie e,
(iii) neexistuje hrana mezi @ a Y\ N.
Zbyva ukézat, ze vrcholy z ) a N a s nimi incidentni hrany je mozné ,beztrestné*
odstranit.

I kdyby jsme je neodstranili, nemuze v budoucnu vést volna cesta z v’ € Q, u' # u,
nebot

Rovnéz, kdyby takova cesta vedla z v’ € X'\ Q anezustala celd v X\ @ a Y\ N, navstivila
by nejprve néjaké v € N pred tim nez by mohla do @ kvuli ..o
Pak by pokracovala do néjakého

d) Do prilozenych diagramu vyznacte prubéch algoritmu. Hrany aktuédlniho parovani
znacte ¢ervené, orientované hrany (y, Prev|y]) znacte modie a odstranéné vrcholy a hrany
budou éerné (pozor : odstranéna hrana muze byt v parovéni). Novy obrazek kreslete, kdykoliv
probéhne néktery z fadku 7,16 (vyznacte jen zmény),20. Muzete vynechat malovani pro

u=1,...,5 a zacit s u = 6. Seznamy sousedu jsou sefazeny podle velikosti ¢i abecedy.
Rovnéz vybér u probihd podle velikosti. Vyznacujte téz Q[1], Q[2],. .., Q[@size] a vrcholy
Y1, Y2, - - - z fadku 13 (ty se buduji pro nové u znovu).






Dijkstriav algoritmus

Kontrolni otazky

a) Napiste jednoduchy piiklad orientovaného hranové ohodnoceného grafu
G a jeho vrcholu s takového, ze Dijkstruv algoritmus pfi hleddni nej-
kratsich cest z vrcholu s v grafu G nevypocita spravny vysledek. U
kazdého vrcholu uved'te jak spravnou hodnotu nejkratsi cesty z s do
tohoto vrcholu, tak vysledek vypoc¢itany Dijkstrovym algoritmem.

b) Napiste jednoduchy piiklad orientovaného hranové ohodnoceného grafu
G a jeho vrcholu s takového, ze: Graf G ma alespon 4 vrcholy, alespon
jedna jeho hrana ma kladné a alespon jedna hrana zdporné ohodnoceni
a Dijkstriv algoritmus pii hledani nejkratsich cest z vrcholu s v grafu
G vypocita spravny vysledek.

Vypocet

Pomoci Dijkstrova algoritmu naleznéte nejkratsi cesty (a jejich délky) z vr-
cholu s do vsech vrcholi zadaného grafu. Aby byl vypocet pirehlednéjsi, tak
pokazdé, kdy je néjaky ukazatel w[v] zménén z néjakéjo uzlu (tj. z hodnoty
ruzné od nil) na jiny uzel, pouzijte k dalsimu vypoctu novy nize uvedeny
diagram. Vzdy vyznacte aktuédlni hodnoty d[v] u vSech vrcholu v, jiz zpra-



cované vrcholy, pro které je hodnota vypocitana spravné a hrany stromu
indukovaného ukazateli 7 (nejlépe tak, jak je to v ilustra¢nim piikladu v
brozurce). Je-li v nékteré iteraci na vybér z vice uzlu, vybirejte v abecednim
poradi.
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1. Maximalni cesta

Je dén souvisly neorientovany graf G = (V, E). Terminologie a znacen :
n:|V|, m:|E|’

deg(v) znaci stupen vrcholu v € V|

misto {u,v} piSeme struéné uv,

(vo,v1,...,ug) je cesta, je-li k > 0, vg,vy,...,v jsou po dvou ruzné prvky z V a
VU1, - .., Vg1V € F,

(vo, V1, ..., Ux) je kruznice, je-li k > 3, vg = vg, Vg, V1, ...,V 1 jsou po dvou ruzné prvky
zV auvy,..., 010, € B,

Ta je hamiltonovskd, je-li k = n.

V algoritmu se stiidaji ¢tyfi faze :

1. Cestu P = (u,...,v) rozdifujeme nadoraz doleva (zacind se s P = (x)).

2. Cestu P = (u,...,v) rozsifujeme nadoraz doprava.

3. Méame-li na cesté P = (u,...,v) vrchol w takovy, ze vw,uw™ € E,
P=(u,...,w,w",... v) (muze byt w = u ¢i w* = v), modifikujeme P na kruznici C.

4. Kruznici C modifikujeme na cestu, kterda mé o jednu hranu vice nez puvodni P.
Necht z € V je pevné vybrany.
a) V nésledujicim algoritmu dopliite fadky 6 a 12.

LONGPATH(G, x)

1 we—z, vz, P (2)
2 repeat
3 while existuje w € V' \ P splaujici wu € E
4 pridej w zleva k P, u «+— w
5 while existuje w € V' \ P spliujici wv € E
6 pridej w zprava k P, v «— w
7 for w na P
8 if woe Eand wtu e F
9 C «+— P+ ovw—ww" + uw™
10 if C' je hamiltonovska
11 goto 1
12 najdi z e C, y¢C, zye F
13 modifikuj C' 4 zy na cestu P z y do 2™
14 Uy, vzt
15  until zddnad zména v prubéhu tohoto cyklu
16 1:



Slozitost : predpokladejme, ze v konstantnim case dokazeme zjistit, zda dané w € V je
na P ¢ina C a pro dané p,q € V zda pg € E ¢&i nikoliv.

b) Doplite ivahy v nésledujicim odhadu slozitosti :

Faze 1 a 2. Mnozina vrcholil na P ... e Proto kdyz
jsme jednou pouzili nebo odmitli jistou hranu

pro vSechny prubéhy fazi 1 a 2.

Féze 3. Na P prochazime moznd w - téch je ............... Pti uspéchu prevracime ¢ast P -
to vezme .......ccoooeeeennn. Takovych P mame ..................nnin. Tedy celkem vsechny faze 3
VEZIMOU vvvvvvvieiiiiiieiinennns

Faze 4. Vybér z pro danou fazi 4 vezme .................. Celkem vybér z pro vsechny faze 4
VEZIME ...

Zjisténi, zda dané z je vhodné vezme ....................... Pokud jsme z néjakého z neuspéli, ne-

podaii se ndm to ani nikdy v budoucnu. Tedy pro vSechny faze 4 a pro vSsechna z potiebujeme

Cely algoritmus potiebuje ..........ccccciiiiin.

c¢) Dopliite dukaz véty :

Véta. Necht pro kazdé u,v € V, u # v, wv ¢ E mame deg(u) + deg(v) > n. Pak nas
algotitmus najde hamiltonovskou kruznici.

Diikaz. Ptipustme, ze jsme nenalezli hamiltonovskou kruznici a ze jsme skoncili s cestou
P = (u,...,v) s, feknéme s k hranami. P nemuze byt prodlouzena ze sych koncu a proto
hrany z v a v vedou

Tedy hrany z v mohou vést do maximalné ......................
vrcholu. Tedy deg(u) < ..ooooveeieninnn :

coz dé deg(u) + deg(v) < oovivviiiiiiiiiii,
- SPOR

d) Do prilozenych diagramu vyznacte prubéch algoritmu. Déano = 12. Vybér w, z,y na
. 3, 5, 12 respektuje poradi 1 < 2 < .... Vybér w na t. 7 probih& po P zleva doprava. Novy
stav zachytte vidy po provedeni 5-6, 9, 13. P je zelend, C je ervena.












Minimalni kostry

Kontrolni otazky

a) Napiste jednoduchy piiklad neorientovaného souvislého hranové ohod-
noceného grafu s 5 vrcholy, ktery ma pfesné 6 ruznych minimélnich
koster.

b) Necht n > 5 je libovolné, ale nadédle pevné zvolené prirozené &islo.
Napiste, kolik riznych minimélnich koster ma graf G = (V, E, w), kde
V=A{L...,n}, E={{i,i+1} |1 <i<n-1}U{{n,1},{1,3}}
a ohodnoceni w({z,y}) = 1 pro libovolnou hranu {z,y} € E.

Vypocet

Pomoci Primova algoritmu naleznéte néjakou minimalni kostru zadaného
grafu. Aby byl vypocet prehlednéjsi, tak pokazdé, kdy je néjaky ukazatel m[v]
zménén z néjakéjo uzlu (tj. z hodnoty ruzné od nil) na jiny uzel, pouzijte
k dalsimu vypocétu novy nize uvedeny diagram. Vzdy vyznacte pii tomto
prechodu aktudlni hodnoty key[v] u vSech vrcholu v, hrany které jsou jiz
soucdsti minimalni kostry a hrany, které jsou ve stromé indukovaném uka-
zateli 7, ale nejsou dosud sou¢dsti minimalni kostry (tj. jeden jejich vrchol
dosud lezi ve fronté ). Kvuli jednozna¢nosti zaénéte vypocet z vrcholu
s a je-li v nékteré iteraci na vybér z vice vrcholl, vybirejte v abecednim
potadi.
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1. Bloky souvislého neorientovaného grafu

Je dén souvisly neorientovany graf G = (V, E). Terminologie a znacenf :
misto {u,v} piSeme struéné uv,

(vo,v1,...,ug) je cesta, je-li k > 0, vg,v1,...,v; jsou po dvou ruzné prvky z V a
VU1, - - ., Vg1V € F; Casto téz piseme (vovy, ..., Vg_10k).

(vo, 1, ..., Ug) je kruznice, je-li k > 3, vy = vk, Vo, V1, ..., V51 jsou po dvou ruzné prvky
z Vauvguy, ..., vk € B,

Hrana e je most, kdyZ po jejim odstranéni graf prestdva byt souvisly. Necht M znaci
mnozinu vSech mostu.

Na mnoziné F \ M definujeme relaci ~ vztahem e ~ f pravé kdyz hrany e, f lezi na
néjaké spoleéné kruznici.

a) Doplnte dukaz.

Lemma 1. Relace ~ na mnoziné E \ M je relaci ekvivalence.

Dukaz.

Bloky v G jsou nasledujici podgrafy grafu G :
- most se svymi koncovymi vrcholy,
-pro e € £\ M, tiida e~ spolu s konci jednotlivych hran.

Neprazdna mnozina hran B spolu s jejich koncovymi vrcholy je bisouvisld, lezi-li jeji
libovolné dvé hrany na spolecné kruznici nebo jedna-li se o jedinou hranu.

b) Formulujte vztah mezi bisouvislymi podgrafy a bloky (vSe netrividlni) a vase tvrzeni
dokazte.
Lemma 2.



Nésledujici algoritmus hleda bloky grafu G; ptfitom
Cuv je (jedind) kruznice vznikld pfidénim hrany uv ke stromu 7' — tzv. fundamentalni

kruznice pro hranu uv,

B, ma byt blok obsahucici hranu uv,
@ je fronta vrcholu - je to jako v BFS,
T je BFS-strom.

¢) V algoritmu doplnte fadky 12 a 15.

BLOCKS(G)

1 foruvekF

2 B, < uv

3 vyberz eV

4 @Q«—=x

5 repeat

6 u «— head Q)

7 forve Adju

8 if veQ@

9 pridej uv do T, pridej v na konec @)
10 else for xy € C,,
11 By < By U By
12 for xy ..o
13 B,y + By
14 odstran u z Adj v
15 OdStran U ..oooeeeeeereeeennnnnn.
16 until Q =0

d) Doplnte dukaz tvrzeni :
Lemma 3. Po kazdé iteraci cyklu 7-14 je kazdé B,, bisouvislé.

Dukaz. Indukei vzhledem k poétu k jiz provedenych cyklu.

k =0. Libovolné B,, = ...ccooeeivieeeiiinnn.. atedy cooiii
Indukéni krok : 1. Necht v € Q. Pak ...ccooovevvveieinnnnn

2. v € Q. Vytvori se kruznice u,v = g, x1,...,Tp = U, ToX1,...,Tp_12Tx € T

Pak B = oo, je novou hodnotou pro By, 2y € ................
Necht ¢ € {1,...,k}, ab € B,, ,4,. Pro ab = x;_12; mame ab a uv na kruznici v B.
Pro ab # x;_1x; mame ab a Tj 1T coooeeeieeeeieieeeeeee. podle oo,
apodle ..ooooooiiii mame ab a uv na kruznici v B.

Tranzitivita ~ da zbytek.

e) Dopliite dukaz tvrzeni :

Véta. Po skonceni algoritmu je pro kazdé uv € E graf By, blokem obsahujicim hranu uv.



Diikaz. Pfipustme, ze B, neni blok. Necht B je blok obsahujici hranu uv. Mame B,y, ; B.
Necht zy € B\ By,. Existuje kruznice C' v B obsahujic{

Mizete pouzit : Necht hrany z £\ T na C jsou ey, ..., e;. Necht piislusné fundamentalni
kruznice jsou C',...,Ck. Kruznice povazujeme za sousedni, maji-li spolecnou hranu. Lze
ukazat, ze takovyto graf (s vrcholy C1, ..., Cy) je souvisly.

f) Demonstrujte algoritmus na panackovi nize. Uved'te tabulku, v niz fddky odpovidaji
zménam Q. Do prvniho sloupce piseme aktudlni @, pokud se néco piidavalo do T, uved'te
to do 2. sloupce. Do 3. sloupce piseme zménéné C.,, a By,. Mdme x = 1 a seznamy sousedu
jsou usporadany podle velikosti oznaceni sousedii od nejmensiho po nejvétsi. V diagramu
znazornéte bloky:.




Silné souvislé komponenty

Kontrolni otazky

a) Napiste jednoduchy piiklad orientovaného grafu, ktery mé 5 silné sou-
vislych komponent, avSak zménou orientace jedné hrany (tzn. oto¢enim
jedné sipky) klesne pocet silné souvislych komponent na 1. Pfislusnou
hranu v grafu vyznacte.

b) Napiste jednoduchy piiklad orientovaného grafu, ktery ma 5 silné sou-
vislych komponent, aviak zménou grafu na neorientovany graf (tzn. ze
ke kazdé hrané piidame opac¢né orientavanou hranu, pokud tato v grafu
neexistuje) ziskdme graf, ktery ma 3 (silné) souvislé komponenty.

Vypocet

Na néasledujicim grafu nejprve proved te prohleddni do hloubky (DFS). Kvuli
jednoznacnosti zacnéte prohleddvat z vrcholu s, pokud méate v nékterém
kroku na vybér, rozhodujte se dle abecedy (tzn. seznamy sousedu jsou
usporddany podle abecedy). Vyznacte hrany patiici do DFS stromu a ke
kazdému vrcholu x napiste hodnoty d[z] a f[z]| (tzv. discovery a finishing
time).
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Nyni vhodnym prohleddanim transponovaného grafu najdéte silné sou-
vislé komponenty puvodniho grafu. Opét plati, ze transponovany graf ma se-
znamy nasledniku sefazené dle abecedy. K dispozici mate diagram puvodniho
grafu, nezapomeite tedy, ze tentokrat prochdzime graf proti sméru Sipek.
Opét vyznacte hrany patiici do DFS stromu, hodnoty d[z] a f[z] pro vSechny
vrcholy z a samoziejmé téz nalezené silné souvislé komponenty.
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