Algebra I, 1. termin, dloha 1, 18. 1. 2007

Jméno :

Pokud pouzivate zlomky, musite je definovat !!
a) Existuje prosty homomorfismus ohruhu (Zs, +,.) X (Z3, +, .) do néjakého télesa 7 ........
Zduvodneéni :

Necht v b) — g) je R = (R, +, ) obor integrity.
b) Pfi konstrukei podilového télesa okruhu R jsme definovali na mnoziné ............

relaci ~ vztahem ........c.ccoociiiiiiii,
c¢) Relace ~ je

d) Dokazte transitivitu relace ~. Spatny ditkaz je hodnocen -10 body.

e) Déle jsme na mnoziné Q(R) = ...cccccovvvevvinnennn. definovali operace + a - vztahy

f) Dokazte korektnost definice operace + :

g) Vztah mezi okruhem R a jeho podilovym télesem (Q(R),+, ) :
Zobrazeni ¢ : R — Q(R) definované predpisem a —............ J€ e
h) Pro okruh (R, +,-) definujeme okruh (R[i], +, ) vztahy
Rli]=R xR, (a,b)+ (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b) - (c,d) = (ac —bd,ad + bc) .
Prvky muzete psat ve tvaru a+bi. Jak vypadaji proky Q(Z[2]) 7 «cveeoveeiiiiieie

i) Platf, ze okruhy ((Q(Z)li], +,-)) a (Q(Z[i]), +, -) jsou izomorfni. Izomorfismem je zob-
razeni

Dokazte, ze vas predpis skutecné korektné definuje zobrazeni.

Body : 3,3,3,7,3,7,4,3,7. Piipadné zaporné body se pocitaji jen v ramci této ilohy; mi-
nimalni pocet bodu je tedy 0.



Algebra I, 1. termin, dloha 2, 18. 1. 2007

Jméno :

V monoidu T'(A) vsech transformaci mnoziny A = {L, P,Q, R, S, T} s operaci skladani
generujte podmonoid M C T'(A) mnozinou {a, b}, kde

a:L— P, PQ,RT—Q, S—T,

b:L— R, PSTw—S Q R— Q.

Vysledek zadejte multiplikativni tabulkou monoidu M.

V monoidu M popiste relaci R a L, kde pro p,q € M :

pRq <= ( Ju,veM)(pu=q&qu=p),

pLqg < ( JuveM)(up=q&vg=p).

Pozor : transformace aplikujeme zprava.



Algebra I, 1. termin, dloha 3, 18. 1. 2007

Jméno :

a) Necht e = cos & +isin 2. Rozhodnéte, zda mnozina { a +be | a,b € Z} je podmono-
idem monoidu (R, -).
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

b) Necht
a:Rlz]\ {0} = Z, a(f) = stupen f .

Je to homomorfismus pologrupy (R[z] \ {0},-) do pologrupy (Z,-) ?
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

¢) Je multiplikativn{ pologrupa okruhu (Zz[z]/(2?), +, ) izomorfni s pologrupou (Zy, +) ?
(Odpovéd ano/ne: + 4 body, uvedeni izomorfismu/uveden{ vlastnosti zachovdvané izo-
morfismy, v niz se tyto pologrupy lisi: 6 bodu.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci ulohy 3, tj. minimalni mozny pocet bodu za tuto tlohu
je 0. V ptipadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra I, 2. termin, dloha 1, 25. 1. 2007

Jméno :

Necht T'(A) zna¢i mnozinu vsech transformaci mnoziny A a necht S(A) zna¢i mnozinu
viech permutaci mnoziny A ( = bijekef A na A ). Necht o je operace sklddani zobrazeni. Pro
A={1,...,n} piseme strucéné T, a S,.

a) Pro kterd m,n € N je (T},,0) izomorfni s podpologrupou grupy (S,,o) ? Pravé pro

b) Cayleyho véta pro monoidy :
Libovolny monoid (M, -, e) je izomorfni .................... monoidu..........cocuvvveeen.... .
Dukaz : Skuteéné, definujeme

c¢) Cayleyho véta pro grupy :
Libovolna grupa (M, ) je izomorfni ...........cccccovviieinincnn

Dikaz : Vyuzijeme-li ¢), zbyva dokdzat, ze .........ccoceeivriiiiniennn,
A to plati, nebot ...

d) Cayleyho véta pro pologrupy :
Libovolna pologrupa (M, -) je izomorfni ............ccccevvinnnnne.

Dukaz : SKutecneé, ...........cooeeeeeiiiiii

Body : 6,9,9,8,8



Algebra I, 2. termin, dloha 2, 25. 1. 2007

Jméno :

V monoidu T'(A) vsech transformaci mnoziny A = {L,P,Q, R, S} s operaci skladani
generujte podmonoid M C T'(A) mnozinou {a, b}, kde

a:L,PQ— P, R S+— S,

b:L,Q— R, P— (@, R,S—S.

Vysledek zadejte multiplikativni tabulkou monoidu M.

V monoidu M popiste relaci R a L, kde pro p,q € M :

pRq <= ( Ju,veM)(pu=q&qu=p),

pLqg < ( JuveM)(up=q&vg=p).

Popiste téz relaci D, ktera je nejmensi ekvivalenci obsahujici relace R a L.
Pozor : transformace aplikujeme zprava.



Algebra I, 2. termin, dloha 3, 25. 1. 2007

Jméno :

a) Tvoirf mnozina {a + bi | a,b € Z } podtéleso télesa (C,+,-) ?
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dikaz/protipifklad: 6 bodu.)

b) Necht
a: Zylx] = {—00,0,1,...}, a(f) = stupen f .

Je to homomorfismus pologrupy (Z4[x], -) do pologrupy ({—00,0,1,...},+) ? Pfitom co+a =
a + oo pro vs. a.
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

¢) Je grupa (R, +) x (R, +) izomorfn{ s grupou (C,+) ?
(Odpoved ano/ne: + 4 body, uvedeni izomorfismu/uveden{ vlastnosti zachovdvané izo-
morfismy, v niz se tyto grupy lisi: 6 bodu.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy 3, tj. minimalni mozny pocet bodu za tuto tlohu
je 0. V ptipadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra I, 3. termin, dloha 1, 31. 1. 2007

Jméno :

a) Definujte polynom nad komutativnim okruhem (R, +,-). Je to posloupnost ...

b) Definujte soucin dvou polynomu.

¢) Jaké vlastnosti mé struktura (R[z],+) ?

d) Pro¢ muzeme psat polynomy ve tvaru a,z" + ... + a1z + ag ?

e) Definujte ndsobnost kotene.

f) Definujte derivaci polynomu.

g) Necht ¢ € R je k-ndsobny koten polynomu f € R[z]. Pak ¢ je alespori

h) Dokazte tvrzeni z g) (na druhou stranu tohoto papiru). Potfebujete-li pomocny vztah
pro derivovani soucinu, uved'te ho (bez dukazu).

i) Necht (R, +,-) je tEleSO ..ocoovvviviriiiiiiiic,
Necht ¢ € R je k-ndsobny koten polynomu f € R[z]. Pak ¢ je

j) Necht f € Clz] je Sestého stupné s trojnasobnym kofenem a, dvojndsobnym kotfenem
b a jednoduchym kofenem c. Co muzeme tici o kofenech polynomu f’ ?

Body : 3,3,4,4,3,3,3,10,3 4.



Algebra I, 3. termin, dloha 2, 31. 1. 2007

Jméno :

V monoidu T'(A) vsech transformaci mnoziny A = {L, P,Q, R} s operaci skladani gene-
rujte podmonoid M C T'(A) mnozinou {a, b}, kde

a:L— P, P—Q, Q,R— R,

b:L,R— R, P.QQw— P.

Vysledek zadejte multiplikativni tabulkou monoidu M.

V monoidu M popiste relaci R, L a H =R N L, kde pro p,q € M :

pRq <= ( Ju,veM)(pu=q&qu=p),

pLqg < ( JuveM)(up=q&vg=p).

Pozor : transformace aplikujeme zprava.



Algebra I, 3. termin, dloha 3, 31. 1. 2007

Jméno :

a) Tvoirf mnozina {a + bi | a,b € Z } podtéleso télesa (C,+,-) ?
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dikaz/protipifklad: 6 bodu.)

b) Necht
a:Zlx] = {—00,0,1,...}, a(f) =stupen f .

Je to homomorfismus pologrupy (Z[z], +) do pologrupy ({—o0,0,1,...},+) ? Pfitom —oo +
a=a+ (—00) = —00 pro vs. a.
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

¢) Je monoid (R, ) x (R, ) izomorfni s monoidem (C,-) ?
(Odpoved ano/ne: + 4 body, uveden{ izomorfismu/uveden{ vlastnosti zachovdvané izo-
morfismy, v niz se tyto monoidy lis{: 6 bodu.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci ulohy 3, tj. minimalni mozny pocet bodu za tuto tlohu
je 0. V ptipadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



