1. Vypocet determinantu 5

1.8. Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercové matice Fddu n; necht je zvoleno k jejich fadku
asloupci k <nal<ig<ipg<---<ip<n,1<j; <js<---<jr <n.Pak matice

Qivjy Qigggy - - Qiggy
aizjl (Iizh e amk
M = . . :
Qipjr Qigga - - - Qigy,
se nazyva submatice matice A uréend radky iq,...,1 a sloupci ji,..., jr. Jeji determinant

det M se nazyva minor radu k matice A.

Zbyvajicimi (n — k) tadky a (n — k) sloupci je uréena tzv. doplikovd submatice M k sub-
matici M a jeji determinant det M se nazyva doplnék minoru det M.

Oznaéme sp; = iy + iy + - +ig + j1 + jo + - + ji. Pak éislo (—1)*™ det M se nazyva

algebraicky doplnék minoru det M.

1.9. Véta. (Laplaceova véta) Necht A = (aj;j) je ctvercovd matice radu n, necht je pevné
zvoleno k radku matice A, kde 0 < k < n. Pak determinant matice A je roven souctu
vsech (Z) soucinui minoru fadu k, vybranych ze zvolenych k radku, s jejich algebraickymi
doplnky.

7

Regené priklady

Uloha 1: Spoctéte determinant matice

1 0 0 1
0 2 3 1
A= 1 0 —-11
2 -3 1 0

(a) pfevedenim na schodovity tvar pomoci elementarnich tprav, které neméni hodnotu
determinantu
(b) uzitim Laplaceovy véty

Reseni: (a) Prevedeme na schodovity tvar. Nejprve ke tietimu fadku pficteme -1
nasobek prvniho fddku a ke ¢étvrtému fadku pricteme -2 nasobek prvniho fadku. Pak
ke ¢tvrtému radku pricteme % nasobek druhého radku.

1 0 0 1 1 0 0 1 10 0 1
0 2 3 1 0 2 3 1 02 3 1

det |y gy |7 g o 1 o0 [TE g0 1 0 |7
2 -3 1 0 0 -3 1 =2 oo % -1
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Nyni pricteme ke ¢tvrtému radku 5 nasobek tretiho radku, ¢imz dostavame schodovity
tvar a determinant se rovna sou¢inu prvku na hlavni diagondle.

1 0 O 1
02 3 1 1
= det 00 -1 0 _12(—1)(—5)_1
00 o0 -1
(b) Udélame Laplacetv rozvoj podle prvniho fadku:
oo . Vo
det =ldet{ 0 -1 1 | +(-D*1det| 1 0 -1 |=
Lot -3 1 0 2 -3 1
2 -3 1 0

Uloha 2: Rozvojem podle vice fadku urcéete determinant matice

10 2 0
3 0 -1 0
A= 4 1 5 1
-3 -1 0 =2

Reseni: Vybereme si prvni a druhy fédek, protoze tyto fadky obsahuji nejvice nul.
V rozvoji pak musime postupné prochéazet vsechny dvojice sloupcu. Vidime, ze vSechny
cleny determinantu kromé druhého jsou nulové a vypocet se tedy velmi zjednodusi.

10 5 1 1 2
(11424142 _1)\142+143
det(A) = (—1) det(SO)det(O_2)+( 1) det<3_1>

I 1 1424144 10 L5 1424243
det(_1 _2>+( 1) det | o o Jdet{ —, o )+ (=1)
det < 0 —1 ) det< s g ) +(-1) det 0 0 det 5 0 7T

+(—1)1+2+3+4det( _21 8 ) det( _43 _11 ) = (—1)" det ( é _21 ) det( _11 _12 ) =
= (1) (-1 —6)(~2+1) = -7
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Uloha 3: Spoctéte determinant matice

1 2 3 n—1 n
-1 0 3 n—1 n
A=1| -1 =2 0 n—1 n
-1 -2 -3 -n+1 0

radu n.

Reseni: Ke vSsem radkum pricteme prvni radek

1 2 3 ... n—1 n 12 3 ... n-1 n
-1 0 3 ... n—-1 n 0 223 ... 2(n—=1) 2n
det| -1 =2 0 n—1 n | =det| 0 0 3 2(n—1) 2n
-1 -2 -3 ... —n+1 0 00 0 0 n

Uloha 4: Odvod'te rekurentni vztah pro vypocet determinantu matice

Tty wy 0 .. 0 0

1 z+y xy ... 0 0

A, = 0 1 r+y ... 0 0
0 0 0 o1 x4y

radu n.

Reseni: Udéldme Laplaceiv rozvoj podle prvniho sloupce

z+y wxy ... 0 0

1 r4+y ... 0 0
det A, = (z +y) det } . : : +

0 0 R |

Ty 0 0 0

1 x+ 0 0

e | T
0 0 1 z+4+y

=nl
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Prvni matice je vlastné shodnda s puvodni matici, pouze je o fad mensi. U druhé matice
provedeme Laplaceuv rozvoj podle prvniho fadku. Pak dostavame

det A, = (x+y) det A, 1 —xydet A, 5.

Uloha 5: Urcete determinant matice fadu n (tzv. Vandermondiv determinant).

1 oo 22 ... a2 !
Ty a3 ... xp? apt
Volxy, 29, ..., 2,) = det i
2 n—2 n—1
1z, T, Ty

Reseni: Od kazdého sloupce, kromé prvniho, ode¢teme z; nésobek predchoziho sloupce.
Budeme postupovat od posledniho sloupce az ke druhému.

1 0 0 - 0 0
2 n—2 n—3 n—1 n—2
1 w9 —21 25 —m1290 ... X5 T — X174 Ty T — T1Tq
Vo1, o, ..., 2,) = det )
2 -2 -3 -1 -2
1z, —o2 2 —xi2py ... T — 217 Tt — T

Nyni udélame Laplaceuv rozvoj podle prvniho fddku a jednotlivé prvky determinantu
upravime vytykanim.

To —x1 To(xe — 1) ... :cg_z(xg — 1) x;‘_z(xg — 1)

T3 — a1 X3(x3 —x co.oxn (g —x xn (1 —x
Vn(xbx%"'?mn) = det ’ . ' 3< 3. 1) ’ ( 3 1> ’ ( 3 1)

Tp— 21 Tp(Ty —x1) o0 23, — 1) 2, — 1)

Vytknemeli z kazdého tadku, zustane ndm determinant, ktery je Vandermonduv determi-
nant radu n — 1 s parametry xo, ..., T,.

1 owy . ooy a2
T3 oy R
Va(@1, 22, ... 2n) = (22 — 21) (23 — @1) ... (T — 1) det :
1 z, a3 gn—?
A tedy

Vi1, @, ..o xp) = (w9 — x1) (w3 — 1) .. (T — 1) Vi1 (22, .-, 20)
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Tim jsme ziskali rekurentni formuli, kterd plati pro n > 1. Indukei ted snadno nahlédneme
vysledné feseni.

Va(zy, xo, oo ) = (e —a1) (g —21) .o (T — 1) (23 —22) ... (T —X2) ... ... (T —Tp_1)
Volxy, xo, ..oy 2y) = H (i — ;)
1<j<i<n
Cviceni
1. Spoctéte pocet inverzi v dané permutaci:

(a) (2,1,7,9,8,6,5,3,4)
(b) (9787 7767 574737271)

2. Urcete paritu nasledujicich permutaci:

(a) (4,6,1,5,3,2)
(b) (6,3,1,2,4,5)
() (3,7,6,2,4,1,5)
(d) (4,1,3,7,2,5,6)

3. Urcete x, y tak, aby poradi

(a) (1,2,7,4,2,5,6,,9) bylo sudé.
(b) (5,1,9,8,9,4,z,6,3) bylo liché.

4. Zjistéte paritu néasledujicich permutaci.
(a) (n, ,2, 1)
(b) (135 n—3,2n—1,2,4,...,2n)
(c) (2, (n—l) 2n,1,3,...,2n—1)
(d) (258 3n—1,1,4,7,...,3n —2,3,6,9,...,3n)
(e) (2,1,4,3,...,2n,2n— 1)

5. Rozhodnéte, zda se dany soucin vyskytuje v determinantu matice A fadu n.

(a) n =6, ag @43 14 A5 Aee 25

(b) n =8, ary a7 Q43 A21 Ap4 A35 As6

6. Urcete vSechny cleny determinantu matice A tadu 4, které obsahuji prvky ais, ass.



L. Shirka tloh z linearni algebry a geometrie

7. Spoctéte determinant matice podle definice.

5 5 3 -2 —4 3 -1 4
A:( . 4) B=| 1 3 2 c=| -1 3 -2
2 —4 6 2 4 1
4 -3 5 03 1 1 =i 1+
D=| -3 2 -8 E=[112 F=[ - 1 o0
1 -7 -5 32 4 1—i 0 i

8. Spoctéte determinant tpravou na schodovity tvar.

3 -2 1 =2 -3 9 3 6
-3 =5 2 0 -5 8 2 7
A= 2 1 -2 —4 B=1 4 -5 —3 -2
-1 0 3 1 7 -8 —4 -5
2 1 -1 2 -1 210 2 1
-4 3 2 -1 1 10212
C=| 3 5 -2 1 -2 D=|1210 2
2 2 -1 3 -1 02211
-1 2 3 1 3 21120
1 -2 3 1 2 1 3 1
-9 6 3 101 1
E=1 1 9 5 _9 F=10210
2 8 6 1 01 2 3
1 3 1 5 3
R S 70 i
GZ%ilé H=| 0o o 1 0 1
—31580 0 0 2 1 1
3 03 0 0 0 1 1
1 2 3 4 1 -1 1 =2
-3 2 -5 13 1 3 -1 3
I'= 1 -2 10 4 T=1 0 4 4 3
-2 9 -8 25 -3 0 -8 —13
-6 9 4 4 4 4 -1 0 -1 8
23 7 5 2 3
Lo =266 32 5 7 3 2
K=| 7 8 9 -1 -6 L =
12 2 1 1 2
1 -1 -2 4 5
t 0 9 9 9 17 6 6 5 7
21 1 2 2 1
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-2 16
-5 0
0
-5

2
0
0

2
-1 15
1 14
0o 3

-7 =2
4
-2
6
-4 10

»

-9
4 7
5

-3 8
2
8 3 3

5
1
-1 7
4

|

—4
—7

5
9

4
2

-3
2

2
-3
—2

3
4
5
-3 4
9. Spoctéte determinant matice pouze uzitim Laplaceovy véty a definice.

S MmO O 0O
M I~ O - MmO
SO ANO™m <t O
AN <f < 100 D~
O — O — - O
— 10O —~ 00 O —
N— ]
I
Q
-~
O —H O O OO
0 NN o o oo
<t N <~ OO
N < NHm AN OO
AN 1O AN MDA
— O = <t —
N—
I
<

10. Spoctéte determinant radu n > 1.

{\
I
A
—
88 8 - 3
8 8 8 S
8 8 3 &
83 K &
I 8 K8 -+ 8
/l\
I
<

—
000.:1_.x
co o - 8O
—
oo o o
o7 8 oo
_I_.IO o o
i
e L S
S
I
—
— o o S
— o O o
— o & o
— S5 o o
(
I
Qo
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12. Odvod'te rekurentni vztah pro vypocet determinantu matice.

|
|
|
|

Qg a1 Qg
-y 11 0
0 —Y2 T3
Yy 0 0

0 1 1 11
a9 1 0 0
as 0 1 0 0
a, 0 0 . 01
2 2 2 . 2 3
2 2 2 . 3 2
2 2 2 . 2 2
3 2 2 . 2 2
1 nn n n
n 2 n n n
n n 3 n n
nnn n n

1 o 1
aq aq
a9 a9 — bg
a, — b, an,
1 aq a9
1 a1-+-b1 a9
1 ai as + bQ
1 aq a9

Ap—1 Ap
0 0
0 0
—Yn Tn

a; — by
a2

an

Qn
Qn
Qn

a, + b,

L. Shirka tloh z linearni algebry a geometrie

3]
a2

1 2 3
-1 0 3
-1 -2 0
-1 -2 -3

1—n 1

1 1—n

1 1

1 1
ZT1 A1z ais
Ty X2 A3
1 X2 T3
1 X2 T3

H =

[\]

Spoctéte determinant matice radu n > 1 dpravou na schodovity tvar

a—1

a—1

a—1
—a—+1

A1(n—1)
A2(n—1)
a2(n—1)

Tn—1

w
N

Q

Tn

n—2 n—1
n—1 n
n n

S
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13.

14.

210 .0 2 0 0
1 20 .0 1 3 2 0
A, =101 2 .0 B,=| 013 0
000 2 000 3
56 00 0 0 0 12000 0 0
4 5 2 00 0 0 34300 0 0
013 20 0 0 025 30 0 0
c,=1 0013 2 0 0 D,=|00253 0 0
0000 . 3 00 5
0 0 1 0 000 2
75 0 00 z+1 x 0 0 0
2 75 00 1 z+1 x 0 0
E,=| 027 0 0 F, = 0 1 r+1 0 0
000 ... 217 0 0 0 o1 x+1
z 0 0 vy 1100 .00
0Oz ... y O 1110 .00
Gop, = Do Do H,=10111 .00
0 y x 0 R :
y 0 0 =z 0000 11

Reste rovnici:

r—1 =3\ sinr —3cosr \ .o
(a)det(z_m 5 )3 (b)det( )2s1n -5

CoS T sin x

Spoctéte determinant (uzijte postupu z tlohy 5).
L1 111 11

2 1 -2 3 -1
A= 2 202 2 B = 4 1 4 9 1
1 2 4 8
1 _92 4 _3 8 1 =8 27 -1
16 1 16 81 1
1 1 1
r1+1 To+ 1 T, + 1

O — r} + 1 itz ... 24w,

-1 -2 —1 -2 —1 -2
A W A S
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15. Laplaceovym rozvojem podle tietiho sloupce spoctéte determinant matice

16. Vyjédrete polynom stupné n pomoci determinantu stupné n — 1. (Vyuzijte vysledku
predchoziho piikladu.)



