OBECNE VEKTOROVE PROSTORY SE SKALARNIM
SOUCINEM

(Na tvod bych fekla, budto celou definici skaldrniho sou¢inu nebo jenom
7e je to zobrazeni s urcitymi vlastnostmi a je jich mnoho ruznych, protoze
definici maji znat z prednasky, ponechdm rozhodnuti na vas.)

(V,+, ) vektorovy prostor. Zobrazeni (—, —): V' xV — R nazyvame skalarni
soucdin na V pokud toto zobrazeni je:

e pozitivné definitni — (u,u) >0 a (u,u) =0< u =20
e symetrické — (u,v) = (v, u)
e linedrni v prvni slozce — (a-u+b - v, w) = a{u,w) + b(v, w)

Kazdy skalarni souc¢in ndm definuje normu jako ||ul|| = v/(u,w)

Priklady nejcastéji pouzivanych skalarnich soucinu a norem:

e klasicky v R", norma sa nazyva Euklidovskd a znacit budeme ||ul|2

e pro matice typu m x n (A, B) =(suma pfes vSechny i,j) a;;b;;, urcuje
tzv. Frobeniovu normu || A||r = \/(4, A)

Vektory nazveme ortogonalni (kolmé) pokud (u,v) = 0, mnozina vek-
toru je ortogonalni (kolma) pokud kazda dvojice (ruznych vektoru) je or-
togonalni. (Poznamka: Je jasné, ze ortogonalni mnozina je tvorena linedrné
nezavislymi vektory — dukaz ve skriptech.)

Piiklad Urcete zda podprostory matic typu 2 x 2 jsou na sebe kolmé

V = Span(A = (; (2)>,B: (é 01)> W = Span(C = (_22 §>>

Reseni: Stejné jako v minulé kapitole, sta¢i uréit zda jsou na sebe kolmé
vektory baze, tedy zda A je kolmé na C' a B je kolmé na C.

(A,C)=244-6+0=0
(B,C)=2-2+0+0=0

Podprostory jsou na sebe kolmé.
Mnozina se nazyva ortonormadlni, pokud je ortogonalni a |u|| = 1 pro
kazdy vektor mnoziny.

Ctvercova matice se nazjyva ortogonalni, pokud jeji sloupce tvoii ortonor-
malni mnozinu.

Priklad Urcete zda matice A je ortogonalni.
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(0,0 = ()4
které jsou taky kolmé.
o] = \/(%)2 + (%)2 + (%)2 = 1 — opét stejnym zpusobem dopoditejte

délky ostatnich vektoru, které jsou tak rovny 1.
Matice je ortogondalni.

+ %0 = 0 — podobné spocitame zvysné dvojice,

Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a W jeho podpros-
tor, a = (uy,...,u) je néjakd ortonormélni baze podprostoru W, v € V.
Projekce vektoru v na podprostor W je vektor z podprostoru, ktery je
nejblize zadanému vektoru v a je to vektor

p=aius + ...+ apux kde a; = (v, u;).

(je zadan jednozna¢né, nakreslete obrazek jak to vypada v R3)

Priklad Najdéte kolmou projekci vektoru v = (1,2, 3) na podprostor W =
Span((1,0,0), (0,1,0))
Reseni: Ukazte, 7ze (1,0,0),(0,1,0) je opravdu ortonormalni béaze, pak

p=1{((1,2,3),(1,0,0)) - (1,0,0) + ((1,2,3),(0,1,0)) - (0,1,0) = (1,2,0)

Gram-Schmidtuv ortogonalizaéni proces — provadéni libovolné baze na
ortogonalni (pak ortonormalni) bazi. (Umozni ndm pocitat projekce i bez
zadani ortonormélni baze.)

Necht V' = Span{uq, ..., ux), kde tyto vektory jsou linedrné nezavislé. Vytvorime
ortogondlni mnozinu vy, ..., v tak, ze Span(vy,...,vx) = V.
e v =1y

{usv1) | _ (uwiwica)

vr — ... s Vi—
(wr,o1) 1 (i—1,0—1y il

eprol <i<k: v;=mu;—

e vSimnéte si, ze vektory vytvarime tak, aby byly kolmé na vsSechny
predchazejici — pomoci odecitani kolmych projekci vektoru u; na pod-
prostory generované jednotlivymi vektory

e normalizace — kazdy vektor podélime jeho délkou w; = ”Z—L”

P¥iklad Pievedte bazi o = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} prostoru R? na
bazi ortonormalni.
Reseni: Budeme postupovat podle Gram-Schmidtova procesu:



e vy =(0,1,1)

o vy = (1,0,1)—72533233158:1335-(0,1,1) (1,0,1)=4-(0,1,1) = (1, -1, 1)

(1’1’0) - % ’ (0’1’1) - % ’ (17_%7%) (%7%7_%)

Ted jesté provedeme normalizaci:

_ (0,1,1) 11
® Wi = Vit (07 5 2)
(1,-3.3) 2 1 /1
® wy = 3 - ( 3 \/ 6 6)
2
_ G333 _ (V33 3
* w3 =059, %)

Priklad Urcete kolmy prumét vektoru u = (0,0,7) na podprostor W
generovany vektory (1,2,1),(-2,1,1).
Reseni: Nejdiiv najdeme ortonormalni bazi podprostoru:

e vy =(1,2,1)

_ @21 _ 1 2 1
® wy = 1+4+1 _( 67\/6’\/6)
(5253 13 4 5
* w2 = i/%ﬁ (\/210’\/210 \/210)
6
Ted vypocteme projekci
_L(;li) 35 (—13 4 )
p_\/é V6’ V6’ V6 210 ‘2107 /210’ \/21
—GH D+ ERAD =13

Taky muzeme urcit vzdalenost vektoru w od podprostoru W, a to je
presné vzdalenost u od jeho projekce

v(u, W) = lu—pl = [|(1,-3,5)] = V35

. A taky thel ¢ mezi vektorem u a podprostorem W jako



