Relace a zobrazeni - priklady

Priklad 1.

Na mnoziné X = {1,2,3,4,5,6,7} je danarelace R={(x,y) | X, y € X, x déli y }. Zapiste R
vyctem prvku. UrCete jeji defini¢ni obor a obor hodnot. Naleznéte inverzni relaci.
Reseni:
Vytvofime si relacni tabulku.
1234567
00000O
1700000
010000
101000
000100
1710010
000001

~NOoO ok WODN -
[ I R G G G

Pomoci tabulky snadno zapiSeme R vy&tem prvka.
R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), (1, 7), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4),
(5,5), (6,6),(7,7)}

Defini€ni obor Dom R =X ={1,2,3,4,5,6,7}

Obor hodnot mR =X ={1,2,3,4,5,6,7}

Inverzni relace R ={ (1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (6, 1), (7, 1), (2, 2), (4, 2), (6, 2),
(3,3),(6,3),(4,4),(55),(6,6),(7,7) }

Priklad 2.

Necht R, ={ (1, 2), (1, 6), (2, 4), (3, 4), (3,6), (3,8) }, R, = { (2, u), 4, s), (4, 1), (6, 1), (8, u)
}. Zapiste vy&tem prvka relace R, R, R, °R;, (R, ° Ry, R, ° R,

Reseni:

R, ={(2,1).(6,1), (4, 2),(43),(6,3),(83)}

R, ={(u,2), (s, 4). (t 4), (t 6), (u,8)}

R, ° R, ={(1,u), (1,1),(2,s), (2, 1), (3, ), (3,1), (3, u) }

(Ry°R)T=RT °R1,={(u1),(s2), (s 3) (t 2),(t 3), (u,3), (t 1)}



Priklad 3.

Necht f(x) = sin x, g(x) = In X, h(x) = 2x. Stanovte defini¢ni obor a obor hodnot funkce g ° f
° h. UrCete (g ° f ° h)(pi / 4).

Reseni:

g ° f° h =In (sin2x).

Uréime Dom a Im jednotlivych funkci:

Domh=R,Imh=R

Domf=R,Imf=<-1,1>

Dom g = (0, nekonecno), Img =R

Je tfeba si uvédomit, Ze vystup vnitfni funkce se stava vstupem funkce vnéjsi. Funkce g
pFijma kladna realna Cisla, ale na vystupu funkce f je interval <-1, 1>. Im f "prinik" Dom g
je interval (0, 1>, tedy novy defini¢ni obor vnéjsi funkce g. Musime zjistit, pro ktera x
nabyva funkce f hodnot z intervalu (0, 1>. ProtoZe ale Dom f = Im h = Dom h = R, mizeme
tak Cinit jiz pro sloZzenou funkci f ° h, tedy pro sin2x.

Z grafu funkce sin2x je vidét, ze tato funkce nabyva hodnot (0, 1> pro vSechna x ze
sjednoceni otevienych intervall(k*pi, k*pi + pi/2), kde k & Z.. Toto sjednoceni intervalu je
také defini€nim oborem sloZzené funkce g ° f ° h. Pro zji§téni oboru hodnot si
staCiuvédomit, ktera x jsou vstupem funkce g. To jsme zjistili jiz pfi ur€ovani defini¢niho
oboru slozené funkce. Je jim interval (0, 1>.

Z grafu pfirozeného logaritmu, tedy funkce g, je nazorné vidét, Zze pro x € (0, 1> nabyva
funkce g hodnot v intervalu (-nekone&no, 0> a tento interval je také oborem hodnot
slozené funkce g ° f ° h.

Zbyva uz jen urcit funkéni hodnotu pro x = pi/4.

pi/4 & Dom (g °f°h)=>(g °f° h)(pi/4) =In(sin pi/l2)=In1=0.

Vysledky

Dom (g ° f ° h) = vS8echna x ze sjednoceni otevienych intervalt(k*pi, k*pi + pi/2), kde k &
Z.

Im (g ° f ° h) = (-nekonec¢no, 0>

(9°f°h)(pi/4)=0



Priklad:
Je dana mmozina M= {1, 2, 3, 4, 5}. Uréete vlastnosti relace R v mnozmé M,
ktera je graficky zndzomeéna na nasledujicim uzlovém grafu.

A

Relaci R s1 mmzeme vypsat 1 vyétem prvku, t). vyétem uspoiadanych dvojic:
R={(1.1),(1,3).(2,2), (3. 3). (3. 5), (4, 4). (5. 3). (5. 5)}.

Reseni:

Vlastnosti uréime z grafu nebo z vyétu prvka (uspoiadanych dvojic):

— R je reflexivni, nebot z kazdého uzlu je smycka grafu; pro kazdy prvek
x € M plati. ze (x, x) € R:

— R neni antireflexivni, protoze uzlovy graf nesmi obsahovat am jednu
smycku, t). ani jedna uspoiadana dvojice (x, x) nesmi byt prvkem relace R;

— R neni symetrické, protoZze orientovana hrana sméiuje zuzlu 1 douzlu 3 a
nevraci se zpét. tzn. (1, 3) e R=(3.1) ¢ R:

— R neni antisymetricka vzhledem k tomu, Ze na grafu je znazorména
orientovana hrana vychazejici z uzlu 3 do uzlu 5 a také hrana z uzlu 5 do
uzlu 3: pro prvky 3, Sneplati (3. 5) e R=(5.3) ¢ R:

— R neni tranzitivni, nebot’ kdyz vychazi orientovana hrana z uzlu 1 do uzlu 3
a z uzlu 3 do 5, pak schazi orientovana hrana z uzlu 1 do uzlu 5; tzn.

[(1.3) eRA(B.5) e R]=(1.5) €R:



Priklad:
Je dana mmozina M = {2, 4, 6, 8}, tj. mnoZzina viech jednocifernych sudych
piirozenych &isel a relace R = {(8, 4), (6. 4). (8, 6)}. Uréete jeji vlastnosti.
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Reseni:
— neni reflexivni - schazi usporadané dvojice (2, 2), (4, 4), (6, 6), (8, 8):
— je antireflexivni - relace neobsahuje zadnou z uspoiadanych dvojic
(2, 2), (4, 4), (6, 6), (8, 8): neni symetricka - relace by mmusela obsahovat 1
usporadané dvojice (4, 8), (4, 6), (6, 8);
— je antisymetricka, protoze rmizne uzly jsou spojeny nejvyse jednou
orientovanou hranou;
— Jetranzitivni - [(8.6) e R ~(6,4) e R]=(8.4) € R;
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Priklad:
Je dana mnozina M= {a, b, ¢, d, e} arclace R= {(e, d), (c. ), (b. d), (a. b),
(a, a)} v této mnoziné. Relaci K doplitte minimalnim poétem uspoiadanych
dvojic tak, aby byla

a) reflexivni,

b) symetricka.

¢) tranzitivioi,

Reseni:

a) Aby byla relace reflexivni. musi obsahovat viechny dvojice typu (x, x).
Musime tedy doplnit relaci R o usporadane dvojice (b. b), (d. d). (e, e).
Ozna¢me R ,= {(b, b). (d. d), (e. €)} a R ; relaci reflexivni, potom
R:=RUR,.

b) Aby byla relace symetricka v M, musi pro kazdé dva prvky x, v z nmoziny
M platit (x, y) € R = (3, x) € R. Doplnime uspoiadané dvojice (b, a),

(d. b), (d, e). Oznaé¢me Rv= {(b, a). (d, b). (d. e)} a R s relaci symetrickou,
potom R ;=R Ry.

¢) Relace je v M tranzitivni, prave kdyz pro kazdé ti1 prvky x, y, z z mnoziny
Mplati [(x,v) e R A(y.2) € R]= (x, z) € R, proto doplnime relaci o
prvky (e, b), (a, d), (e, a). Ozaéme R .= {(e, b), (a, d). (e, a)} a R ; relaci
tranzitivni, potom R = R R..



Piiklad:
Uréete viechny tranzitivni relace v mnoziné M = {1. 2}.

Reseni:

Pi1 hledani jednotlivych relaci, které maji pozadovanou vlastnost - tranzitivnost
musime si uvédomnut, jak tato vlastnost je definovana.

Relace R v mnoziné M je tranzitivni, prave kdyz plati:

vx,yzeM:[(x.y) eRan(y,2)eR]=(x,2) e R.

Implikace dvou vyroku je nepravdivy vyrok, pravé kdyz je piedpoklad
mmplikace vyrok pravdivy a tvrzeni implikace vyrok nepravdivy. Takze, je-h
Vx,y.zeM:[(x.yv) eRan(y,2) eR]=(x,2) €R.

neni relace tranzitivni (implikace je vyrok nepravdivy). V ostatnich piipadech
(po dosazeni prvka mnoziny L):
Vx,y.zeM:[(x.v)eRr(y,2)eR]=(x,2) eR,

Yx,yzeM:[(x,v) eRn(y,z) BR]=(x,z) R,

Vx,y,zeM:[(x,y) ERn(».2) eR]=(x,z) €R,

Vx,y.zeM:[(x.¥) ERA(y.2) R]=(x,2) e R,

Vx,y.zeM:[(x.v) ERAn(y.2) eR]=(x.2) 2R,

Vx,y.zeM:[(x.v) eRa(y,z) 2 R]=(x.2) € R,

Vx.y,zeM:[(x.y) eRA(2) eR]=(x2) €R.

je unpllkace vyrok pravdivy, tedy relace je tranzitivni.

Uloha ma 13 feSeni:

R=@.R,= {(1* 1)}-R iz {(2 2}} Ry= {(1* 2}} Rs= {(2* 1)}
Rg= {(1* 1): (2.* 2)}: Rq3= {(1.* 2)* (2= 2:]'}'= Rg= {(1.* 1)* (1= 2}}*

Ro= {{L 1) (2* 1}} Rp= {(2- 2}'- (2 1:]'}- Ru= {(] 1}'- (L 2) {2~ 2)}*
Rp={(1.1),(2,1).(2,2)}, R1iz={(1, 1), (1, 2), (2. 1), (2, 2)}.



	Relace a zobrazení - příklady
	Příklad 1.
	Příklad 2.
	Příklad 3.


