Vektorové prostory, linearni zobrazeni

V tomto dokumentu je shrnuta zakladni problematika vektorovych prostort
a linearnich zobrazeni. Potfebna teorie je psana zelenou barvou, vysvétlujici ko-
mentare modrou barvou a samotné vypocty jsou klasicky ¢ernou. Snad vam to
pomiize trochu se zorientovat.

Vektorové prostory

Necht V' je mnozina, na které jsou definovany operace séitani a nasobeni re-
alnym c¢islem. Pak V' je vektorovy prostor, pokud pro u,v,w € V,a,b € R plati:

l.u+v=v+u

2. ut+(vtw)=(u+v)+w

3.0V :04+u=u

4. 3—ueV:i(—u)+u=0

5.a-(u+v)=a-uta-v

6. (a+b)-u=a-u+b-u

7. (a-b) - u=a-(b-u)

8. 1l-u=u



Piiklad 1 Zjistéte, zda mnoZina R™ = {z € R,x > 0} s operacemi x®y = -y,
a®z=2z%prox,y € RT,a € R tvori vektorovy prostor.
Je tfeba pro dané operace ovérit vSechny axiomy vektorového prostoru:
l.xby=z-y=y-z=ydzx
2. zoy)@z=(-y)z=2-(y-2) =28 (yo2)
3. neutralnim prvkem (= nulovy vektor) pro® je l:z®l=z-1==x
4. opanym prvkem (= opaény vektor) pro @ je %: T ® % =x- % =1
540 (@0y)=(z-y)°?=2°9y"'=(a02)®(ady)
6. (a+b)Ox=20t) =z . 2= (aoz)® (DoY)
7. (a-)oz=2v"=(@""=a0 (bo)

8. loz=zl==x

= (RT,®,®) je vektorovy prostor

Priklad 2 Zjistéte, zda mnoZina V = {(x,y) € R?,x,y € R} s operacemi
(z,y)® (2", y) = (+2,y+y), kd (z,y) = (2kz, 2ky) tvori vektorovy prostor.

Axiomy 1 — 6 plati

7. (a-b)®(x,y) = (2abzx,2aby) # a ® (b ® (z,y)) = (4dabx, 4aby)
8. 10 (z,y) =(2z,2y) # (z,y)

= V netvoii vektorovy prostor



Vektorové podprostory

Necht (V,+,-) je vektorovy prostor. Mnozina W C V se nazyvéa (linedrni)
vektorovy podprostor prostoru V, jestlize pro kazdé u,v € W a a € R plati:

1. W#£0
2. ut+tveWw

3.a-ueW

P¥iklad 3 Urcete, zda mnozina M = {(x,y) € R*>,x > 0,y > 0} tvori vekto-
rovyj podprostor v R?.

Opét ovérime potfebné axiomy:

1. M#0

2. pokud (z,y) a (u,v) € M, pak i (z,y) + (u,v) € M, nebot x > 0,y >
Obu>0,v>20=z+u>0,y+v>0

3. obecné neplati, nebot pro a < 0 je (ax,ay) <0

= M neni vektorovy podprostor v R?

P¥iklad 4 Urcete, zda mnozina M = {(a,b,c) € R®,b = a+ c} tvori vektorovy
podprostor v R3.

1. M40

2. (a,b,¢)+ (d,e, f)=(a+d,b+e,c+ f) € M,nebot b=a+c,e=d+ [ =
bt+e=a+d+c+f

3. t-(a,b,c) = (ta,th,tc) € M,nebot b=a+c=t-b=t-a+t-c

= M je vektorovy podprostor prostoru R3



Baze a dimenze

Vektory wui,us, ..., u, tvorl bazi vektorového prostoru V', pokud jsou linedrné
nezavislé a generuji cely prostor V

Dimenze vektorového prostoru V' (dimV)= pocet vektort v bazi.

Linearni obal mnoziny M C V= prinik vSech podprostorii prostoru V obsahu-
jicich mnozinu M (zn. < M >)

M je mnozina generator prostoru V, jestlize < M >=V

Priklad 5 Najdéte néjakou bdzi a uréete dimenzi linearniho obalu mnozZiny M
ve vektorovém prostoru V = R*.
M= {(1’ 2,3, 4)a (*27 -3,—4, *5)’ (37 4,5, 6)» (74a -5, —6, 77)7 (53 6,7, 8)}

Abychom ziskali bézi, musime z mnoziny M vybrat podmnozinu nezéavislych
vektord. Z vektort tedy sestavime matici (kazdy sloupec reprezentuje jeden
vektor) a pomoci GEM ji upravime na schodovity tvar:

1 -2 3 -4 5 1 -2 3 -4 5 1 -2 3 —4
2 -3 4 -5 6 0 1 -2 3 -4 0 1 -2 3
3 45 67|70 2 -4 6 -8 |70 0 0 o0
4 -5 6 -7 8 0 3 -6 9 -—12 0 0 0 O

Vidime, ze schodovity tvar tvoti pouze prvni dva vektory. Baze dané mnoziny je
tedy tvofena pouze vektory (1,2,3,4) a (—2, —3, —4, —5), ostatni lze jednoduse
ziskat jako jejich linedrni kombinaci.

Qp = {(L 23 3,4)7 (_2) _37 _4) _5)}
dim < M >=2

Pi¥iklad 6 Doplite mnozinu M = {(-1,1,0,0),(0,—1,1,0),(0,0,—1,1)} na
bdzi prostoru R*.

Vektory opét napiSeme jako sloupce matice, kterou rozsifime jesté o vektory
standartni baze prostoru R*. Matici budeme upravovat na schodovity tvar a z
vektorti standartni baze vybereme ten, jehoz doplnénim ke tfem zadanym vek-
torim a upravou takto vzniklé matice ziskdme uplny schodovity tvar (zadné
radky nejsou linedrné zavislé).

-1 0 01]1 00 0 -1 0 01]1 000
1 -1 0/0 10 0 0 -1 01100
0 1 —-1/00 10|~ 0o 0o -1/1 110
0 0 11]0 0 0 1 0 0 01 1 1 1

Vektory mnoziny M jsou LN a doplnénim kteréhokoliv z vektoril standartni
béze ziskdme bazi R*.



Priklad 7 Ktery z vektori uy,us,us, us dopliiuje mnoZinu o na bdzi prostoru

R,
Q= {(1?_ ) ( aOa
(27170a 72)7114—( ’ 773

-1,-1),(1,1,-2,0)},u; =

,2)

(_1a 2a

_17 1)au2 -

(3,

-1

)

Budeme postupovat jako v predchozim prikladé. Misto vektora standartni baze
roz§ifime matici o dané vektory uy, us, us, ug.

-1 1 1]-1 3 1
-2 0 1|2 -1 0
1 -1 —2|-1 -2 0
—1—101—1—2—2 0
11 1]1 3 2 2 11 1]1 3
02 3/055 5 0 2 3/0 5
00 0/003 0] (oo 1/02
00 1[0 2 00 00 0/0 O

na b

1 1
2 3
-2 =3
0 1
2 2

5 5

0 0

3 0

-1 3 2
0 5 )
0 -5 =2
0 2 0

2

5)
)

0

Jediny vektor, ktery rozsifuje danou bazi a na bazi R*, je uz (dopliiuje matici

na Uplny schodovity tvar).

arp:s = aUug

-2

)

—1),’(,63 =



Souradnice vektoru v bazi

Necht oo = {uq,...,u,} je baze prostoru V a necht w € V. Potom lze w jedno-
znaéné vyjadiit jako w = Y1 | u;.
Pak sloupcovy vektor [w], = (71, ...2,)T nazgvame soufadnicemi vektoru w v béazi o

Priiklad 8 Najdéte soutadnice vektoru v v bazi o vektorového prostoru V.
v=(2,1,1),a ={(2,7,3),(3,9,4),(1,5,3)},V = R?

Zadané souradnice vektoru jsou vlastné souradnice ve standardni bazi prostoru
R3. Soutadnice vektoru v bazi a ziskdme jako hodnoty koeficientt pii zapsani
tohoto vektoru jako linearni kombinace vektort z baze .

v=a-a1+b-as+c-as
(2,1,1)=a-(2,7,3)+0-(3,9,4) + ¢ (1,5,3)

Abychom ziskali koeficienty a, b, ¢, musime dané vektory srovnat po jednotlivych
slozkéch. V nasem pfipadé tedy ziskdme soustavu 3 rovnic o 3 neznamych.

2=2a+3b+c¢
1="Ta+9b+ 5¢c
1=3a+4b+ 3c

2 3 1|2 1 3/2 1/2] 1 1 3/2 1/2| 1
79 5/1|~0 -3232/-6|~0 1 -1[4 |~
(3431 0 —1/2 3/2| -2 0 -1 3 |-4

1 3/2 1/2|1

0 1 -114

0 0 210

¢=0, b=4-c=4, a=1-1/2c-3/2b=1-6=-5

[v]a = (—5,4,0)



Priklad 9 Najdéte souradnice vektoru v v bazi o vektorového prostoru V.

o= (54 )e=i(50) (500 ) (10) (1)
()= (o 0)r (b d)ee (o) (01)

a+b+c+d=1

b+c+d=2

c+d=3

d=4

d=4, ¢=3-d=3-4=-1, b=2-c-d=2-4+1=-1, a=1-b-c-d=1+1+1-4=-1

)

O =
— =



Soucet a prinik podprostort

S, T jsou podprostory vektorového prostoru V.

Mnozina S + T = {x +y,z € S,y € T} je podprostorem V a nazyvame jej
souctem S a T.

Pokud SNT =0 je S+ T pfimy soucet

Pro kone¢nédimenzionalni prostory plati:
dimS + dimT = dim(S + T) + dim(S NT) resp.
dim(S +T) = dimS + dimT — dim(SNT)

P¥iklad 10 Necht P, = [M], P» = [Ms] v R*, kde

My =u; = (4,0,-2,—6),u2 = (2,1,-2,3),u3 = (3,1,—2,4)
M2 =V = (1, —1,07 2),1}2 = (2, 2, —1, 3),1}3 = (0, 1, 1, O)
NajdteP; + P>, P N Py, jejich bdze a dimenze.

P+ P={x+y;x € P,y € P}, tedy P + Py = [M; U My]
Uréeme béazi [M; U My] :

4 2 3 1 2 0 4 2 3 1 2 0 4 2 3
0 1 1 -1 2 1 0 1 1 -1 2 1 01 1
2 -2 2 0 -1 1710 -2 -1 10271001
6 3 4 2 3 0 0O 0 -1 1 00 0 0 O

up, U2, us, V2 jSOu LN = Pl +P2 - [u1,u2,U3,v2] - R4

prinik:

rePiNP

day,as,a3 : * = ajuy + asus + azug € Py

Hbl,bg,bg 1 x = by + bovg + byvz € Po

ayuy + axug + azuz = byvy + bavg + bgvz

aiuy + asus + asusibivy — bovg — bgvy =0
4 2 3 -1 -2 0 4 2 3 -1 -2 0 4
0 1 1 1 -2 -1 0 1 1 1 -2 -1 0
-2 -2 -2 0 1 -1 0 -2 -1 -1 0 -2 |7]o
6 3 4 -2 -3 0 o 0 -1 -1 0 0 0

bz =p,ba = —p,by =1

ag=4p—4p—r=—ra3 =p—2p —T 4+ 1 = —p,ay = —2LHEIEI _ .

1
PN Py ={z =ru; —puz —rus;p,r € R} = {x =r(u; —uz) —pua;p,r € R} =
{z=r-(1,-1,0,2)+p-(-2,-1,2,-3);p,7 € R}
A(PiNPy) = [(L -1,0, 2)3 (727 -1,2, 73)}
resp. P1NP; = {rvi+p(v3—v2);7,p € R}, ap,npy) = [(1,-1,0,2), (-2, -1,2, -3)]
dzm(Pl N PQ) =2

OO~ N

-1
-1

O = = W

R NN

Or—~>—t|

=R = O

-2
-2

—4

-1

—4



Linearni zobrazeni

Zobrazeni f : U— >V se nazyva linedrni, jestlize plati:

1. Vo,yeU: flx+y) = f(z)+ fy)

2. Vae K,z eU: f(a-x)=a- f(x)

Pfedchozi podminky lze souhrnné zapsat jako: f(axz+by) = af(x)+bf(y), f(0) =
0 Jadro zobrazeni: Kerf = {xz € U; f(z) = 0}

Obraz zobrazeni: Imf = {y € V;y = f(z),z € U}

Zobrazeni je izomorfismus, jestlize Kerf = {0} AImf =V

P¥iklad 11 Zjistéte, zda jsou ndsledujici zobrazeni f(x) : R®— > R? linedrni.
Pokud ano, urcete Kerf a Imf:

1. f(z) =1+ z1,29)
2. f(z)=(1,2)
3. f(x) = (23, —2x2)
4. f(x) = (1 + z2, 21 — x3)
Stejné jako u vektorovych prostoru a podprostora ovérime prislusné axiomy

1. V pripadech 1,2 neni obrazem nulového vektoru nulovy vektor, nejedna
se tedy o linearni zobrazeni

2. Pro ptiklad 3:
f@4y) = flz1 +y1, 22+ y2, 23 + y3) = (21 +31)% =2+ (22 + 12))
f(@)+ fly) = (23, —222) + (yF. — 292) = (2T +y§, -2 (z2 +12))
L+P

3. Pro ptipad 4:
flaz +by) = f(ax1 + by, axs + bya, axs + bys) = (ax1 + byr + azz +
by2, axy + byy — axz — bys3)
af(x) +bf(y) = (ax1 + axa,ax1 — ax3) + (byr + bys, byr — bys) = (azy +
by1 + axs + bys, axy + by; — axs — bys)
L=P



Kerf:f(x)=0=>xz14+20=0Az1 —23=0= 21 = —29,21 = 23
a1 =t= Kerf={(t,—t,t),t € R} = [(1,—1,1)]

Imf : obrazy vektort standartni baze jsou (1,1), (1,0), (0, —1)
Imf = [(1’ 1)a (170)’ (07 71)} = [(la 0)7 (O’ 1)] = R?

Piiklad 12 Je ddno linedrn{ zobrazeni f : R*— > R*

f(x) = (x1+ 22 + 3+ 24, —21 — Ty — T3 — T4, T1 — To + T3 — Ty, —202 + 222 —
2x3 + 224) *

Urcete Ker f, Im f a najdéte jejich bdze.

Abychom uréili jadro zobrazeni, musime polozit f(z) = 0, vSechny 4 slozky ob-
razu tedy polozime rovny 0 a z danych 4 rovnic o 4 nezndmych ziskdme hodnoty
soufadnic x1, Ts, T3, x4 zobrazovaného vektoru.

T1+x9+2x3+24=0
—1‘1—$2—$3—$4:0
T1—Tot+x3—24=0
72$1+2$272$3+2$4:0

1 1 1 1 1 1 1 1 1111
-1 -1 -1 -1 0 0 0 0 01 0 1
1 -1 1 -1 0 -2 0 —2"]o0oo0o0o0
-2 2 -2 2 0 0 0 0 0000

X4 =1,23 =8, = —t, 1 = —S§

Kerf={s-(-1,0,1,0)+¢-(0,-1,0,1);s,t, € R}
akers =[(—1,0,1,0),(0,1,0,—1)]

K urceni obrazu daného zobrazeni je nutné nejprve zobrazit prvky standartni
baze podle daného predpisu:

£(1,0,0,0) = (1,-1,1,-2) tedy 27 = 1,29 = 0,23 = 0,24 = 0 dosadime
do predpisu *

£(0,1,0,0) = (1,—-1,-1,2)

£(0,0,1,0) = (1,-1,1,-2)

£(0,0,0,1) =(1,-1,-1,2)

Ze zjisténych obrazt vybereme pouze ty linedrné nezavislé:

1 1 1 1 11 1 1
1 -1 -1 -1 010 1
1 -1 1 -1 10000
2 2 -2 2 000 0

Vidime, ze LN jsou pouze vektory e; = (1,0,0,0) a es = (0,1,0,0). Mnozinu
obrazl tedy mizeme zapsat jako linearni kombinaci obrazi téchto vektoru:

—~

Imf ={aif(e1)+azf(e2);a1,a2 € R} = {a1(1,-1,1,-2)+az(1,-1,-1,2;a1,as €

R)}
armg = [(1,-1,1,-2),(1, -1, -1,2)]

10



Matice linearniho zobrazeni, matice prechodu

Méjme linedrni zobrazeni f : U— > V', v U je definovana baze o = {uy, ua, ..., un},
ve V béaze B = {v1,va,..., 0}

Matice linedrniho zobrazeni: (f)ga = (f(u1)g, f(u2)s, .-, f(un)g)

tedy obrazy vektort baze vyjadiené v souradnicich vzhledem k bazi §

f(ul) =a191 + ..., QnUn

Matice prechodu od baze k bazi 3:

(id)pa: U= > U, (id)ga((t)ss-- - (1))

vektory béze o v soutadnicich vzhledem k bazi 8 (pouze pfechod od jedné baze
k druhé, bez klasického zobrazeni)

plati: idg, = id, g

mame-li baze a ayv U afadveV: (f)sy = (id)ss - (f)sa - (1d)ay

pro soufadnice plati:

()p = (id)a - (¥)a

P¥iklad 13 Urcete matici linedrniho zobrazeni f : R®*— > R%, f(x) = (z1 +
2x9 — 3x3,2x — 1) v bazich a, (:

1. a= 3, 5 = &2
2' a = {(17 270)7 (_27 1707 (3a 17 _1))}’ ﬂ = {(23 1)7 (07 2)}
a najdéte obraz vektoru x, jestlize (z)q = (0, —4,1)T

adl)
Nejprve urc¢ime obrazy vektorti z baze a = €3 dosazenim do predpisu:

f(1,0,0) = (1,2)
£(0,1,0) = (2,0)
£(0,0,1) = (~3,0)

Nyni bychom méli uréit prvky matice zobrazeni jako koeficienty u linearni
kombinace vektorti z baze f = 5. Protoze se vSak jednd o standartni bazi,
budou tyto koeficienty stejné jako jiz vypocitané obrazy.(polozime (1,2) =
a1(1,0) 4+ a2(0,1) => a3 = 1,a2 = 2 a podobné pro zbylé dva vektory).

Nn=(5 ¢ o)

11



Pro nalezeni obrazu vektoru z vypocteme nejprve soufadnice v bazi 3 podle
vzorce:(f(x))g = (f)ga - (¢)a Protoze 5 je v nasem piipadé standartni baze,
jsou soutradnice obrazu v této bazi prave ty, které byly pozadovany:

0
sa= (g 5 o ) 1 |mener = s

(572):a1(271)+b1(072)
5 =2a :>a1:§
(,“L1—|-2b1:2:>b1=771

(0, —4)=ag-(2,1) 4+ bs - (0,2)
0=2a,=>a,=0
—4=ag +2by => by = -2

(876 :a3'(271)+b3'(032)

)
8 =2a3 =>a3 =414
6 ag + 2bg3 => bz =1

na= (20 5 1)

0
aons=( %0, % 1) 4 |=uor

Timto mame soutfadnice obrazu vektoru x v bazi §. Potfebujeme je vsak ur-
¢it obecné, tedy ve standartni bazi. Toho docilime tak, ze pouzijeme vypoctené
soufadnice v bazi § jako koeficienty linedrni kombinace vektori z baze (§ a tuto
linedrni kombinaci vyc¢islime:

f@)=4-(2,1)+9(0,2) = (8,22)

12



Pi¥iklad 14 Necht f : Ri[x]— > Rix] je linedrni zobrazeni definované predpi-
sem f(a+bx) = a+b(x+1). Najdéte matici zobrazeni f v bdziv = {6+3x,10+
2z}

() (f(’Yl)“/a (7 )7)
fly ) f(6+32) =9+ 3z
f(y2) = f(10+ 22) =12 4 22

943z =a-(6+3z)+b- (10 + 2z)
9 = 6a + 10b

3=3a+2b

=>b=1/2,a=2/3

12+2X =c-(6+3x)+d- (104 2x)
12 = 6¢ + 10d

2=3c+2d
=>d=4/3,¢c=-2/9

= (3 )

13



P¥iklad 15 V R? jsou ddny bdze o = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} a 8 = {(-1,1,0),(1,1,0),(0,0,1)}
Uréete matice (id)ga, (id)ag a (2)g, (Y)a, jestlize (x)o = (—1,3,0)T, (y)5 =
(2,4,7)7.

V tomto piikladé nefiguruje zadné zobrazeni, budeme tedy resit pouze matice
pfechodu z jedné baze ke druhé.Chceme-li ziskat matici pfechodu od baze a k
bézi 3, zapiSeme jednotlivé vektory baze « jako linedrni kombinace vektort baze
[ a vycislime koeficienty.

(1,0,0) = a1 - (—=1,1,0) + by - (1,1,0) + ¢1 - (0,0,1)

1=—a;+b;
0=ua;+b;
0261

a; = 1/2,b1 :71/2

(1,1,0) = ag - (—1,1,0) + by - (1,1,0) 4¢3 - (0,0,1)
C2 :O,bg = 1,&2 =0

(17171) =as- (713170)+b3 (17130)+C3'(07071)
C3 :O,bg = 1,&3 =0

0 0
(idga=| 1/2 1 1
0 1

Matici prechodu od ( k o mizeme spocitat stejnym zpusobem, nebo jedno-
duse jako inverzni matici k (id)gq.

~1/2 0 0|1 0 0 10 0[-20 0 10 0[-20 0
12 1 1]0 10 |~[01 1|1 10]~[010/1 1 -1
0 0 1/0 0 1 001/0 01 001/0 0 1
—2 0 0
(idep=| 1 1 -1
0 0 1
~1/2 0 0 -1 1/2
()= 1/2 1 1 3 )= 5/2
0 0 1 0 0
-2 0 0 -2 0 0 2 —4
Ma=| 1 1 -1 1 1 -1 4 |=| -1
0 0 1 0 0 1 7 7

14



Priklad 16 Nechf jsou ddny bdze o a 3 stejné jako v pFedchozich piikladech.

1 01
Necht f je linedrni zobrazeni s matict v bdzi a: (f)aa = 1 1 0 |. Urcete
0 1 1
jeho matici v bdzi 3
(f)ﬁﬁ = (id)ﬁa “(faa - (id)ap
-1/2 0 0 1 0 1 -2 0 0
(fps = 1/2 1 1 . 1 1 0 1 1 -1 =
0 0 1 01 1 0 0 1
-1/2 0 0 -2 0 1 1 0 -1/2
= 1/2 1 1 -1 1 -1 ]=| -1 2 -1/2
0 0 1 1 1 0 1 1 0

Priiklad 17 Urcete matici linedrniho zobrazeni z predchoziho prikladu ve stan-
dartni bdzi a najdéte jeho predpis.

Matici pfechodu od baze o k € ziskame jednoduse zapsanim vektorti matice o
do sloupci. Opacnou matici pfechodu dostaneme jako inverzi.

11 1
(idea=|0 1 1
00 1
11 1]100 1 001 -1 0
01 1/010]|~[010/0 1 -1
00 1/0 0 1 00 1(0 0 1
1 -1 0
(idge=| 0 1 -1
0 0 1
111 101 1 -1 0 111
(flee=1( 0 1 1 110 1 -1 ]=1011
00 1 01 1 0 0 1 00 1
1 -1 1 2.0 0
1 0 -1 |=|11 -1
0 1 0 01 0

Predpis ziskdme vynasobenim matice zobrazeni ve standartni bazi obecnym vek-
torem (x1, x5, 23)7

2 0 0 T 2mq
1 1 -1 . X2 = 1+ Tg — 3
0 1 0 xs T2

f(z) = (2z1, 21 + 22 — 23, 22)
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