Vlastni ¢isla, vlasni vektory

Vlastni ¢islo ¢tvercové matice A fadu n je takové ¢islo A € C, pro které exis-
tuje alespon jeden nenulovy vektor tak, ze Au = Au. Vektor u se nazyva
vlastni vektor matice A ptislusejici vlastnimu ¢islu A.

Vypocet: (A—AE) - u=0

det|A — AE| = 0— >vlastni ¢isla ziskdme z tohoto tzv. charakteristického poly-
nomu

Algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla A= nasobnost \ jakoZto kofene charakte-
ristického polynomu

Geometrickd nasobnost=dimenze mnoziny vSech vlastnich vektort prislusnych
vlastnimu ¢islu A

diagonalizace matice A:

-lze provést ma-li matice fadu n pravé n linedarné nezavislych vlastnich vektori
Necht A1, Mg, ..., A, jsou vlastni ¢isla (ne nutné riznd) a uq, us, . . . , u, piislusné
LN vlastni vektory. Pak plati:

A0 0
0 X O 0
A=P 0 A3 0 0 pt
0 0 A\
kde P = (u1,us,...,u,) je diagonalizace

Je-li matice A symetricka, jsou vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim ¢islim
na sebe kolmé (ortogonalni).



Priiklad 1 Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory dané matice a pokud existuje,
1 jeji diagonalizaci.

0 1 0
A= -4 4 0
-2 1 2
-2 1 0
4 AN 0 [ SAE-N)2 =N A2 N = (2= NN —4A+4) =
-2 1 2—A
(2 — )\)()\ — 2)2 =0=> )\11273 =2
-2 1 0 -2 1 0
A=2: —4 2 0 ~ 0 0 0
-2 1 0 0 0 0

x3 =t xg=38,21 =1/2s
{(s,2s,1),s,t € R} =[(1,2,0),(0,0,1)]

dimenze mnoziny vl.vektort je 2, zatimco fad matice 3. Diagonalizaci tedy nelze
provést.



Priklad 2

1 1 1 1
1 1 -1 -1
A=l 11 4
1 -1 -1 1
1I-x 1 1 1 0 2—X 2—X —A2+2) )
e T T S S e N B e
1 -1 1-Xx -1 | |0 0 2-Xx x-2 | 0 2-x A2
1 -1 -1 1-A 1 -1 -1 1—A
=—[2-2)2(N=2)—(2-2A)(A—2)— (2= A)?(A—=2)] = —[(2A\)2(2A = A2 = A+
2-2+2)]=—[2-2)2(N+4)]=(2-N*N\—-4) =(2-N)*A-2)(A+2)=0
AM23 =2, A =2
-1 1 1 1 -1 1 1 1
1 -1 -1 -1 0 00 0
A=2 1 -1 -1 -1 0 00 0
1 -1 -1 -1 0 00 0

Ty =123 =5,r3=p,r1=p+s+tl
{(p+ § +t7p757t)at757p € R} = [(1a05071)7 (1,0, 170)7 (13 17070)}

3 1 1 1 1 3 -1 -1 1 3 -1 -1
\— 9 13 -1 -1] [0 -8 4 4 o1 -1 0 N
1 -1 3 -1 0 -4 4 0 00 —4 4
1 -1 -1 3 0 —4 0 4 00 —4 4
1 3 -1 -1
01 -1 0
00 1 -1
00 0 O
x4:t,x3:t,m2:t,x1:—t
(1,-1,-1,-1)]
protoze je dimenze stejné jako fad matice, mizeme provést diagonalizaci:
1 1 1 1
0 01 -1
P= 01 0 -1
1 0 0 -1



5 2 -3

Priklad 3 Najdéte diagonalizaci matice A= | 4 5 —4
6 4 —4
5-—X\ 2 -3
4 5-—A —4 = (=N (=4-)\)—48—-48+18(5—\)+16(5—\) +
6 4 —4— )

8(44A) = (A2—10A+25)(—4—A)—96+90—18A+80—16A+32+8\ = —4A%+40A—
100—A3+10A2 —25A+106— 261 = —A3+6X2—11A+6 = (A—1)(A—2)(A—3) = 0

M=1,)d=2X=3

4 2 -3 1 1 -1 1 1 -1
MM=1:1 4 4 -4 |~ 0 -2 1 ~ 0 =2 1
6 4 -5 0o -2 1 0 0 0
I3 = t,x2 = —t/2,(E1 = t/2
[(1,1,2)]
3 2 -3 3 2 -3
M=2:14 3 -4 |~] 01 0
6 4 —6 0 0 O
I3 :t,xg :0,(E1 =1t
[(1,0,1)]
2 2 -3 2 2 -3\’ 2 2 -3
A3 =3: 4 2 —4 ~ 0o -2 2 sim| 0 1 -1
6 4 -7 0o -2 2 0 0 0
xr3 = t,ﬂ:‘g = t,l‘g = t/2



Priklad 4 Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice ( _12 ;) )

:QA 3iA =1-NB-N)+2=3-4A+22+2=X22-4\+5=0

‘1
AMI=24+10, =2—1

l‘gzt,l‘lz%t
(1 —1),2]
—1—1 1 1 ==
— g . ~ 2
Ao =2—14: 9 1—|—i> <O 2 )
$2:t7$1:%
[(1+4,2)]

Poznamka: Pokud by zadani ptikladu znélo: Naleznéte ortogonélni diagonalizaci
matice, je tfeba najit vlastni ¢isla, jim piislusné vlastni vektory normalizovat.
Takto vytvorené ortonormalni vektory pak tvori sloupce diagonalizace.



