
P�ÍKLADY CVI�ENÍ 29.10.

P°íklad 1 Napi²te v goniometrickém tvaru komplexní £íslo z = −1 + i
√

3.

�e²ení

�íslo bude tvaru
z = |z|(cosα+ i sinα),

kde |z| =
√

(−1)2 + (
√

3)2, sinα =
√

3
|z| , cosα = −1

|z| ⇒ α = 2Π
3 .

Tedy

z = 2

(
cos

2Π

3
+ i sinα

2Π

3

)
P°íklad 2 (Moivreova v¥ta) Nech´ x = 9−2i, y = −3−4i, spo£t¥te (x+y)4.

�e²ení

(x+ y)4 = (6− 6i)4

Vyjád°íme nejprve z = 6− 6i v goniometrickém tvaru:

z = 6− 6i = |z|(cosα+ i sinα)

= 6
√

2

(
cos

7Π

4
+ i sin

7Π

4

)
Nyní

z4 = (6
√

2)4

(
cos 4

7Π

4
+ i sin 4

7Π

4

)
= 644(−1 + 0) = −644.

P°íklad 3 (Moivreova v¥ta) �e²te rovnici

z3 = 8i.

�e²ení

8i v goniometrickém tvaru:

8i = 8

(
cos

Π

2
+ i sin

Π

2

)

Po odmocn¥ní:

z =
3
√

8i =
3
√

8

(
cos

Π
2 + 2kΠ

3
+ i sin

Π
2 + 2kΠ

3

)
= 2

(
cos

(
Π

6
+

2kΠ

3

)
+ i sin

(
Π

6
+

2kΠ

3

))
Rovnice má 3 °e²ení:
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Pro k = 0:

z = 2

(
cos

(
Π

6

)
+ i sin

(
Π

6

))
=
√

3 + i

Pro k = 1:

z = 2

(
cos

(
5Π

6

)
+ i sin

(
5Π

6

))
= −
√

3 + i

Pro k = 2:

z = 2

(
cos

(
9Π

6

)
+ i sin

(
9Π

6

))
= −2i

P°íklad 4 (Rotace v rovin¥ pomocí komplexních £ísel) Rotujte vektor (2, 1)
o 30◦.

Trocha teorie: vektor (x, y) napí²eme jako komplexní £íslo x + iy a rotujeme
ho o úhel ϕ tak, ºe toto komplexní £íslo vynásobíme tzv. "komplexní jednotkou"

(cosϕ+ i sinϕ)

a dostáváme zrotovaný vektor (x′, y′)

�e²ení

x′ + iy′ = (2 + i)(cos
π

6
+ isin

π

6
)

= (2cos
π

6
− sinπ

6
) + i(2sin

π

6
+ cos

π

6
)

= (
√

3− 1

2
) + i(1 +

√
3

2
)

Rotovaný vektor má sou°adnice: (
√

3− 1
2 , 1 +

√
3

2 ).

P°íklad 5 Napi²te v²echny matice A2x2 takové, ºe A2 = E.

�e²ení

A =

(
a b
c d

)
Tedy °e²íme rovnici (

a b
c d

)2

=

(
1 0
0 1

)
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�e²it lze bu¤ rozepsáním t¥chto rovnic, coº je ale zdlouhavé a snadno m·ºeme
ud¥lat chybu (u 6.té mocniny tém¥° jist¥).
Nabízí se elegantn¥j²í °e²ení: na A m·ºeme pohlíºet jako na rota£ní matici,
která vektor (x, y) po dvou vynásobeních zobrazí zpátky na sebe. Z pohledu na
jednotkovou kruºnici jasn¥ vidíme, ºe to musí být matice rotace o úhel 180◦ = π
(nap°. vektor (1, 0) se po prvním vynásobení rota£ní maticí zobrazí na vektor
(−1, 0), ten znova vynásobíme rot.mat. a dostáváme zp¥t vektor (1, 0)).

Takºe jedním °e²ením je rota£ní matice(
cosπ − sinπ
sinπ cosπ

)
=

(
−1 0
0 −1

)
Jako kaºdá kvadratická rovnice má ov²em i tato 2 °e²ení a tím druhým je iden-
tita, tedy vektor se zobrazí sám na sebe hned po prvním vynásobením rota£ní
maticí, tedy i po druhém, po t°etím také, ..., po miliontém také,...
Op¥t na jednotkové kruºnici rotací vektoru (1, 0) vidíme, ºe abychom dosáhli
p·vodního vektoru (1, 0) hned po prvním vynásobení, musí to být rota£ní matice
o 360◦, tedy 2π: (

cos 2π − sin 2π
sin 2π cos 2π

)
=

(
1 0
0 1

)
(Jak uº bylo °e£eno, je to identita, proto nám právem vy²la jednotková matice.)

Mnoºinu °e²ení tedy m·ºeme pomocí jedné matice zapsat následovn¥:{(
cos kπ − sin kπ
sin kπ cos kπ

)
k=1,2

}

P°íklad 6 (Zrcadlení v R2) Zrcadlete bod [2, 1] podle p°ímky

a) x = y

b) x = 0 (y-ová osa!!!!)

c) y = 0 (x-ová osa!!!!)

Trocha teorie: matice zrcadlení

Z =

(
cos 2ϕ sin 2ϕ
sin 2ϕ − cos 2ϕ

)
,

kde ϕ je úhel, který svírá osa zrcadlení (nebo chcete-li osa soum¥rnosti) s osou
x. Zrcadlíme-li vektor (x, y), dostaneme "v zrcadle"vektor (x′, y′) takto:(

x′

y′

)
= Z

(
x
y

)
�e²ení
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a) (
x′

y′

)
=

(
cos 2 · 90◦ sin 2 · 90◦

sin 2 · 90◦ − cos 2 · 90◦

)(
2
1

)
=

(
−2
1

)
b) (

x′

y′

)
=

(
cos 2 · 45◦ sin 2 · 45◦

sin 2 · 45◦ − cos 2 · 45◦

)(
2
1

)
=

(
1
2

)
c) (

x′

y′

)
=

(
cos 2 · 0◦ sin 2 · 0◦
sin 2 · 0◦ − cos 2 · 0◦

)(
2
1

)
=

(
2
−1

)
Pokud by nám osa neprocházela po£átkem, museli bychom stejn¥ jako u rotace
posunout vektor do po£átku, zrcadlit a posunout zp¥t.
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