KAPITOLA 2

Elementarni linearni algebra

neumite jesté pocitat se skaldry?
— zkusme to rovnou s maticemi. ..

1. Vektory a matice

Se soustavami linearnich rovnic se ¢tenar jisté jiz setkal na stfedni skole.
Reseni soustavy linearnich rovnic je jednim z nejjednodussich problému, se
kterymi se ¢lovék muze setkat v praxi.

2.1. A ted vAm to pé&kné natfeme. Firma zabyvajici se velkoploinymi n4-
téry si objednala 810 litri barvy, kterd mé obsahovat stejné mnozstvi ¢ervené,
zelené a modré barvy (tj. 810 litri ¢erné barvy). Obchod mfize splnit tuto
zakdzku smichanim bézné prodavanych barev (mé skladem jejich dostateéné
zasoby), a to

e nacervenalé barvy — obsahuje 50 % Cervené, 25 % zelené a 25 % modré
barvy;

e nazelenalé barvy — obsahuje 12,5 % cervené, 75 % zelené a 12,5 %
modré barvy;

e namodralé barvy — obsahuje 20 % éervené, 20 % zelené a 60 % modré
barvy.

Kolik litrd od kazdé z uskladnénych barev se musi smichat, aby byly splnény
pozadavky zékaznika?

Reseni. Ozna¢me jako

e x — mnozstvi (v litrech) nadervenalé barvy, které se pouzije;
e y — mnozstvi (v litrech) nazelenalé barvy, které se pouZije;
e z — mnozstvi (v litrech) namodralé barvy, které se pouzije.

Smichanim barev chceme ziskat barvu, ktera bude obsahovat 270 litri ¢ervené
barvy. Uvédomme si, Ze nacervenald barva obsahuje 50 % Gervené, nazelenald
obsahuje 12,5 % ¢ervené a namodrald 20 % &ervené barvy. Musi tudiz platit

0,52 + 0,125y + 0,2z = 270.
Analogicky pozadujeme (pro zelenou a modrou barvu)

0,25¢ + 0,75y + 0,2z = 270,
0,252 + 0,125y + 0,6z = 270.

Rozsifenou matici tohoto systému postupné upravime

0,5 0,125 0,2]270 1 0,25 0,4 540
0,25 0,755 0,227 |~ 1 3 0,8|108 |~
0,25 0,125 0,6/270 / \'1 05 2,4]1080
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1 0,25 0,4]540 1 0,25 0,4 540
0 2,75 0,4[540 | ~[ 0 11 1,6/2160 | ~
0

0 0,25 2 |540 1 8 [2160
1 0,25 0,4 540 1 0,25 0,4 540
0 1 8 [2160 |~ 0 1 8 2160
0 11 1,6 2160 0 0 —86,4|—21600

Odtud jiz zpétné vypocitame
—21600
7= ———
—86,4
y =2160 — 8- 250 = 160,
x =540 — 0,4 - 250 — 0,25 - 160 = 400.
Je tedy pottfeba smisit po fadé 400 1, 160 1, 250 1 uvedenych barev. ([

= 250,

2.2. Ucastnici zajezdu. Dvoudenniho autobusového zéjezdu se zucastnilo
45 osob. Prvni den se platilo vstupné na rozhlednu 30 K¢ za dospélého, 16 K¢
za dité a 24 K¢ za dichodce, celkem 1116 K¢. Druhy den se platilo vstupné
do botanické zahrady 40 K¢ za dospé€lého, 24 K¢ za dité a 34 K¢ za dichodce,
celkem 1542 K¢. Kolik bylo mezi vyletniky dospélych, déti a dtichodcu?
Reseni. Zavedme proménné

x udavajici ,,pocet dospélych®;

y udavajici ,,pocet déti“;

z udavajici ,,pocet dtichodcti®.

Zajezdu se zucastnilo 45 osob, a proto
r + y + z = 45

Celkové vstupné na rozhlednu a do botanické zahrady pii zavedeni nasich pro-
meénnych a pii zachovani poradi ¢ini 30x + 16y + 24z a 40z + 24y + 34z. My je
ovSem zname (1116 K¢ a 1542 K¢). Mame tak

30z + 16y + 24z = 1116,
40z + 24y + 34z = 1542
Soustavu tii linearnich rovnic zapiSeme maticové jako
1 1 1 x 45
30 16 24)-|y|=1|1116
40 24 34 z 1542
Resenim je
x 1 (16 5 -4 45 1 (132 22
vl =5 30 3 -3)-|1116 =3 21 =112},
z —40 -8 7 1542 66 11
nebot )
1 1 1\ 1 (16 5 —4
30 16 24 =3 30 3 -3
40 24 34 —-40 -8 7

Slovné vyjadreno, zajezdu se zucastnilo 22 dospélych, 12 déti, 11 dichodcu. [
V predchozich prikladech méla tloha vzdy jedno feseni. Musi tomu tak

sy sey

vzdy byt? Nikoliv. Jak moznd ¢tendf jiz vi, tak systém linedrnich rovnic bud
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nemd feSeni, nebo ma jedno Feseni, nebo jich mé nekoneéné mnoho (napii-
klad nemuZe mit pravé dvé feSeni). To je déno tim, Ze prostor feSeni je bud
vektorovy prostor (prava strana vSech rovnic v systému je nulova, hovofime o
homogennim systému linedrnich rovnic) nebo afinni prostor (prava strana ale-
spon jedné z rovnic je nenulova, hovofime o nehomogennim systému linedrnich
rovnic). Ukazme si tedy rtizné mozné typy feSeni soustavy linedrnich rovnic na
prikladech. Pfi feseni budeme vyuzivat maticového zapisu.

2.3. Vyfteste soustavu linearnich rovnic

2r1 — xr9 + 3xs = 0,
3r1 + 16xy + Txs = 0,
3r1 - bxry + drs = 0,
—71‘1 + 7I2 + —10£E3 = 0.

Reseni. Uvedenou soustavu rovnic zapiSeme matici tak, ze prvni rovnice bude
odpovidat prvnimu fadku matice, druha rovnice druhému fadku atd. a v prv-
nim sloupci budou koeficienty u x1, ve druhém sloupci koeficienty u zs, az
ve Gtvrtém sloupci (za svislou ¢arou oddélujici levou stranu rovnic od pravé)
absolutni ¢leny. To znamené, Ze matice zadané soustavy je

2 -1 3 |0 2 -1 3
3 16 7 |0 3 16 7
3 -5 4 |0 [@ ™ 3 -5 4

-7 7 -10]0 -7 7 -10

ProtoZe feSime homogenni soustavu, miZeme (a budeme) nulovy sloupec na
pravé strané vynechévat. Refeni nalezneme pievodem na schodovity tvar po-
moci elementarnich fadkovych transformaci, které odpovidaji zaméné poradi
rovnic, vynasobeni rovnice nenulovym ¢islem a pfi¢itani nasobka rovnic. Na-
vic muzeme kdykoli od maticového zapisu prejit zpét k zapisu rovnic s nezna-
mymi x;. Nejprve docilime toho, aby se proménna z; vyskytovala pouze v prvni
rovnici. Zfejmé postaduje (—3/2)ndsobek prvniho fadku pficist ke druhému a ke
tfetimu fadku a jeho (7/2)nésobek k poslednimu #adku, coz v maticovém zapisu
dava

2 -1 3 2 -1 3

3 16 7 0 35/2 5/2
3 5 4 [T o —72 —1/2
-7 7 -10 0 7/2 1/2

Odtud je vidét, ze druh4, tfeti a ¢tvrta rovnice jsou nasobky rovnice 7z +x3 =
0. Pfi maticovém zdpisu mtZeme napf. (1/5)ndsobek druhého fadku pficist ke
tfetimu a jeho (—1/5)ndsobek k poslednimu fadku, ¢imz obdrzime schodovity
tvar

2 -1 3 2 -1 3 2 -1 3
0 35/2 5/2 0 35/2 5/2 0 7 1
0o -7/2 =12 |7 o o o 0 0 0|
0 7/2 1/2 0 0 0 0 0 0

ktery jsme v poslednim kroku zjednodusili tak, Ze jsem druhy fadek (druhou
rovnici) vynésobili ¢islem 2/5. Pfestoze byly zadany ¢ty¥i rovnice pro tii ne-
zndmé, méa celd soustava nekoneéné mnoho feSeni, nebot pro libovolné z3 € R
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maji rovnice

2£E1 — r9 + 3$3 = 0,
Teo + x3 = 0
feseni. Nahradime tak proménnou 3 parametrem ¢ € R a vyjadfime
1 1 1 11
1‘2:—?1‘3:—?t a xlzi(x2—3m3)2—7t.
Pokud jesté nahradime ¢t = —7s, obdrzime vysledek v jednoduchém tvaru

(z1, x9, x3) = (11s, 5, =7s), seR.

(]
2.4. Vypoctéte
Ty + 22 + 3r3 = 2,
2331 — 3562 — r3 = —3,
*31‘1 + X9 + 2(E3 = 73.

Reseni. Zadanou soustavu linearnich rovnic zapiSeme ve tvaru rozsifené ma-
tice

1 2 3 2

2 -3 —-1]-3 |,

-3 1 2 | =3
kterou pomoci elementarnich fadkovych transformaci postupné prevedeme na
schodovity tvar

1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3] 2
2 -3 -1|-3 |~(0 =7 =7|-7T]~101 1|1
-3 1 2 | -3 0 7 11| 3 0 0 4|4

Nejdfive jsme pfitom (—2)nadsobek prvniho fadku pficetli ke druhému a jeho
3nasobek ke tfetimu. Poté jsme seetli druhy a tfeti fadek (soucet napsali
do tfetiho fadku) a druhy faddek vyndsobili ¢islem —1/7. Pfejdeme nyni zpét
k soustavé rovnic

X1 —|— 2:132 + 31‘3 = 2,

To + I3 = ].,

41’3 = —4.
Thned vidime, ze z3 = —1. Dosadime-li z3 = —1 do rovnice x5 + z3 = 1,
dostaneme x5 = 2. Podobné dosazeni ziskanych hodnot z3 = —1, 2 = 2 do
prvni rovnice dava x; = 1. (I

2.5. Naleznéte vSechna TeSeni soustavy linedrnich rovnic

31‘1 + 31‘3 - 5584 = —8,
r1T — X2 + rs — T4 = 72,
—2£C1 — X2 + 41’3 - 2$4 = 0,
261 + x9 — xr3 — xry = 3.

Reseni. Soustavé rovnic odpovida rozsifena matice

3 0 3 —-5|-8
1 -1 1 -1|-2
-2 -1 4 =210
2 1 -1 -1]|-3
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Zaménou poradi Fadkt (rovnic) potom obdrZzime matici

1 -1 1 -1]-2

2 1 -1 —-1|-3

-2 -1 4 =210 ’

3 0 3 -5|-8
kterou prevedeme na schodovity tvar postupnym pri¢itanim nasobku nékterého
fadku k fadku jinému. Nejprve pfi¢teme (—2)nésobek, 2ndsobek a (—3)nasobek
prvniho fadku po fadé ke druhému, tretimu a ¢tvrtému radku, ¢imz ziskame
0 pod prvnim nenulovym ¢islem v prvnim fadku. Analogicky poté ziskame 0
pod prvnim nenulovym ¢islem ve druhém fadku tak, ze tento radek a jeho
(—1)nasobek pfi¢teme po fadé ke tfetimu a ¢tvrtému fadku. Takto dostaneme

1 -1 1 -1|-2 -1 1 -1|-=-2

1
2 1 -1 -1]|-3 0 3 -3 1|1
2 -1 4 2|0 |7lo -3 6 —4|-4|"
3 0 3 -5|-8 0 3 0 -2|-2
1 -1 1 -—1]-2 1 -1 1 -1]-2
0 3 -3 1|1 0 3 -3 111
0 0 3 -3/-3]17 1o o 3 -3|-3
0

0o 0 3 -3|-3 0O 0 o010
Odtud vyplyvé (¢tvrty fadek je pouhou kopii tfetiho — 1ze jej tedy ,,vynulovat),
7e soustava bude mit nekonecné mnoho Ffeseni, nebot dostdvame t¥i rovnice pro
CtyTi neznamé, které ocividné budou mit pravé jedno feSeni pro kazdou volbu
proménné z, € R. Neznamou x4 proto nahradime parametrem ¢ € R a od
maticového zapisu prejdeme zpét k rovnicim

I — T2 + T3 — t = —2,
3rs — 3r3 + t = 1,
3xs — 3t = -—=3.

7 posledni rovnice mame x3 = t — 1. Dosazeni za x3 do druhé rovnice potom
dava
(2t —2).

Wl =

3z —3t+3+t=1, tj. x9=
Konec¢né podle prvni rovnice je
1 . 1
x1—§(2t—2)—|—t—1—t:—2, tj. x1:§(2t—5).

Mnozinu feSeni muzeme tudiz zapsat (pro t = 3s) ve tvaru

5 2
{ (x1, 2, T3, T4) = (23— 3 25 — 3 3s—1, 35) , S E R}.

Nyni se vratme k rozsifené matici nasi soustavy a upravujme ji dale uzitim
fadkovych transformaci tak, aby (pfi schodovitém tvaru) prvni nenulové ¢islo
kazdého fadku bylo pravé ¢islo 1 a aby vSechna ostatni ¢isla v jeho sloupci
byla 0. Plati

1 -1 1 -—1]-2 1 -1 1 -1]-2
0 3 -3 1|1 0 1 -1 1/3|1/3
00 3 -3/-3|71o o 1 -1|-1
00 0 00 00 0 010
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1 -1 0 0 -1 1 0 0 —2/3|-5/3

0 1 0 —2/3|-2/3 01 0 —2/3|-2/3

0 0 1 -1 | -1 “loo1 -1 | -1 |
0 0 0 0 0 000 0 0

pfi¢emz nejdiive jsme vyndsobili druhy a tieti fadek éislem 1/3, pak pricetli
tfeti fadek ke druhému a jeho (—1)nésobek k prvnimu a na zavér pric¢etli druhy
tfadek k prvnimu. Z posledni matice snadno dostavame vysledek

21 —5/3 2/3
vl (228 23] er
X3 -1 1
T4 0 1

Stadi si pouze uvédomit, ze proménnou, které odpovida ve schodovitém tvaru
sloupec bez prvniho nenulového ¢isla néjakého fadku, nahrazujeme za parametr
a pfevadime ji na pravou stranu rovnic (bereme (—1)nésobek). O

2.6. Urcete feseni systému rovnic

3£C1 + 31’3 — 5.’£4 = 8,
r, — X9 + xr3 — Ty = -2,
—2rx1 — x99 + 4dxs — 2x4 = 0,
261 + x9 — r3 — Ty, = —3.

Reseni. Uvédomme si, Ze soustava rovnic v tomto piikladu se od soustavy
z piikladu pfedeslého lisi pouze v hodnoté 8 (misto —8) na pravé strané prvni
rovnice. Provedeme-li totozné radkové upravy jako v minulém piikladu, obdr-
Zime

3 0 3 -5]|38 1 -1 1 -1]-2
1 -1 1 —1|-2 2 1 -1 —-1|-3
2 -1 4 2|0 |7 2 -1 4 —2|0 |77
2 1 -1 —-1]|-3 3 0 3 -5|38

1 -1 1 -—1]-2 1 -1 1 —1]-2

0 3 -3 1|1 0 3 -3 1|1

00 3 -3/-3|71o0o 0o 3 —-3|-31]

0 0 3 -3]|13 0 0 0 0|16

kde posledni apravou bylo odecteni tietitho fadku od ¢tvrtého. Ze ctvrté rov-
nice 0 = 16 vyplyva, Ze soustava nema feSeni. Vyzdvihnéme, Ze pii Gpravé na
schodovity tvar obdrzime rovnici 0 = a pro né&jaké a # 0 (tj. nulovy fadek na
levé strané a nenulové ¢islo za svislou ¢arou) pravé tehdy, kdyz soustava nemé
feseni. (]

2.7. Reste soustavu

X1 —|— i) + T3 —|— Ta — 2935 = 37
21’2 + 21‘3 + 2%4 - 41’5 = 5,

—Tr1 — T2 — xr3 + T4 + 2$5 = 0,
—2r7 4+ 32 + 3x3 — b6xs = 2.
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Reseni. Rozsifend matice soustavy je

1 1 1 1 =23
0 2 2 2 —415
-1 -1 -1 1 210

-2 3 3 0 —-6|2

Pri¢tenim prvniho fadku ke tfetimu a jeho dvojnasobku ke ¢tvrtému a poté
pfi¢tenim (—5/2)nasobku druhého Fadku ke ¢tvrtému obdrzime

1111 -213 111 1 -2 3
02 2 2 —41|5 02 2 2 —4| 5
0002 o013l looo 2 o] 3
055 2 —10]|8 000 -3 0]-9/2

Posledni fadek je zfejmé nasobkem predposledniho, a tak jej mizeme vynechat.
Prvni nenulové cislo prvniho fadku je v prvnim sloupci, druhého fadku ve
druhém sloupci a tietiho radku ve ¢tvrtém sloupci. Proto proménné xs a x5
(odpovidajici tfetimu a patému sloupci) nahradime redlnymi parametry ¢, s.
Uvazujeme tak soustavu

g + x + t 4+ x4 — 25 = 3,
200 4+ 2t 4+ 2x4 — 4s = b,
21‘4 = 3.

Vime tedy, ze x4 = 3/2. Druh4 rovnice dava
200+ 2t +3 —4s =5, tj. xzo=1-—1+2s.
7 prvni potom plyne
x1+1—t+2s4+t+3/2—2s=3, tj. x;=1/2.
Celkem mame
(2.1) (1, T2, T3, T4, x5) = (1/2, 1 —t+2s, t,3/2, 5), t,s€R.

Také v tomto piikladu znovu uvazujme rozsifenou matici a prevedme ji
pomoci fadkovych aprav do schodovitého tvaru, kde prvni nenulové ¢islo v kaz-
dém tadku je 1 a kde ve sloupci, ve kterém tato 1 je, jsou ostatni ¢isla 0. Jesté
pfipomenme, ze ¢tvrtou rovnici, jez je kombinaci prvnich tfech rovnic, budeme
vynechdvat. Po fadé vyndsobenim druhého a tfetiho fadku ¢islem 1/2; ode-
¢tenim tretiho radku od druhého a od prvniho a ode¢tenim druhého fadku od
prvniho ziskdme

1111 -2/3 1111 -2] 3

0 2 22 —4|5|~(01 11 -2|5/2 |~
00 0 2 03 0 00 1 0 |3/2
1110 —-2(3/2 100 0 0]1/2
0110 -2 1 ~1 0110 -2 1
000 1 0 |3/2 000 1 0]3/2

Pokud opét zvolime x3 = t, x5 = s (¢, s € R), dostaneme odsud obecné Fese-
ni (2.1) ve stejném tvaru, a to bezprostfedné. Uvazte piislusné rovnice
1 = 1/23
T + t — 25 = 1,
T4 = 3/2
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2.8. Najdéte feseni soustavy linearnich rovnic zadané rozsifenou matici

33 2 1|3

21 1 0 |4
05 -4 3|1
5 3 3 3|5

Reseni. Uvedenou rozsifenou matici upravime na schodovity tvar. Nejprve
prvni a tieti fadek opiSeme a do druhého fadku napiseme soucet (—2)nésobku
prvniho a 3nésobku druhého fadku a do ¢tvrtého fadku soucet bnasobku prv-
niho a (—3)néasobku posledniho faddku. Takto ziskdme

33 2 1]3 3 3 2 113
21 1 0 |4 0 -3 -1 -21/6
05 -4 31| 7lo 5 -4 3|1
5 3 3 -3|5 0 6 1 1410

Opséani prvnich dvou fadkt a pri¢teni dnésobku druhého fadku k 3nasobku
tfetiho a jeho 2nasobku ke ¢tvrtému radku dava

3 3 2 13 3 3 2 113
0 -3 -1 —-2/6 0 -3 -1 -21|6
0 5 -4 31 ]71o o -17 -1|33
0 6 1 1410 0 0 -1 10|12

Pokud prvni, druhy a ¢tvrty fadek opiseme a ke tfetimu pfi¢teme ctvrty, do-
staneme

3 3 2 1]3 3 3 2 113
0 -3 -1 -2|6 0 -3 -1 -21|6
0 0 —-17 —-1(33 |7l 0o 0o -18 9 |45
0 0 -1 10|12 0 0 -1 1012
Déle je (fddkové tpravy jsou jiz ,obvyklé“)
3 3 2 113 3 3 2 1 3
0 -3 -1 -2|6 0 -3 -1 -2/ 6
0 0 —-18 91(4 | lo o 2 -1]-5 1|7
0 0 -1 1012 0 0 1 -10|-12
3 3 2 1 3 3 3 2 1 3
0 -3 -1 -2 6 0 -3 -1 -2 6
0 0 1 -10/-12]171o o 1 -10|-12
0 0 2 -1] -5 0 0 0 19 | 19
Vidime, Ze soustava ma pravé 1 feseni. Uréeme ho zpétnou eliminaci
3 3 2 1 3 3 3 2 02
0 -3 -1 -2/ 6 0 -3 -1 0/ 8
0 0o 1 -10/-12]1"71o o 1 o|-2]"
0 0 0 1 1 0 0 0 1] 1
3 3 0 0] 6 110 0|2
0 -3 0 0] 6 01 0 0f-2
00 10/-2|"1oo0o1o0]-2
0 0 0 1] 1 000 1|1
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1 0 0 0] 4
N 01 0 0]-2
0 01 0]-2
0 00 1]1
Vysledek je tak
T = 4, To = —2, I3 = —27 Ty = 1.

2.9. Uvedte vSechna feSeni homogenniho systému
zr+y=2z+v, z+4u+v=0, —-3u=0, z=-v

4 linearnich rovnic 5 proménnych z,y, z, u, v.

Reseni. Systém pfepiSseme do matice tak, Ze v prvnim sloupci budou koefi-
cienty u x, ve druhém sloupci koeficienty u y, az v patém sloupci koeficienty
u v, pricemz vSechny ¢leny v kazdé rovnici prevedeme na levou stranu. Timto
zpusobem prislusi systému matice

11 -2 0 -1

00 1 4 1
00 0 -3 0
00 1 0 1

Pii¢teme-li (4/3)ndsobek tfetiho fddku ke druhému a odecteme-li poté druhy
fadek od ¢tvrtého, obdrzime

11 -2 0 -1 11 -2 0 -1
00 1 4 1 00 1 0 1
00 0 -3 0] loo0o 0o -3 0
00 1 0 1 00 0 0 0

Daéle vynasobime tfeti fadek ¢islem —1/3 a pfic¢teme 2nasobek druhého Fadku
k prvnimu, coz dava

11 -2 0 -1 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 001 01
00 0 -3 0] loo0oo0 10
00 0 0 O 00 0 0O
7 posledni matice mizeme pfimo vypsat vSechna FeSeni

T -1 —1

Y 1 0

zl=t] 0 |+s]| -1, t,seR,

U 0 0

v 0 1

nebot mame matici ve schodovitém tvaru, pfiéemz prvni nenulové ¢islo v kaz-
dém tadku je 1 a ve sloupci, kde se takova 1 nachézi, jsou na ostatnich pozicich
0. Vyse uvedené feseni ve tvaru linearni kombinace dvou vektort je uréeno
pravé sloupci bez prvniho nenulového ¢isla néjakého radku, tj. druhym a pa-
tym sloupcem, kdy volime 1 jako druhou slozku pro druhy sloupec a jako patou
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slozku pro paty sloupec a kdy ¢isla v prislusném sloupci bereme s opa¢nym zna-
ménkem a umistujeme je na pozici danou sloupcem, ve kterém je prvni 1 v jejich
fadku. Dodejme, ze vysledek je ihned mozné pfepsat do tvaru

(x,y, z, u, v) = (=t —s,t, —s,0,8), t,seR.

2.10. Pro jaké hodnoty parametri a,b € R ma linearni systém

T, — ars — 2x3 = b,
1 + (1—a)x = b-3,
1 + 1—a)zes + axs = 2b—1

(a) pravé 1 feSeni;
(b) ZAdné feSeni;
(c) alespoii 2 feSeni?

Reseni. Soustavu ,tradicné“ prepiSeme do rozsifené matice a upravime

1 —-a -2 b 1 —a -2 b
1 1—-a O b—3 ~ 0 1 2 -3
1 1—-a a |2b-1 0 1 a+2|b-1

1 —a -2 b
~1 0 1 2 -3

0 0 a | b+2
Dodejme, ze v prvnim kroku jsme prvni fadek odecetli od druhého a od tfetiho
a ve druhém kroku pak druhy od tfetiho. Vidime, Ze soustava bude mit praveé
jedno feSeni (které lze urcit zpétnou eliminaci) tehdy a jenom tehdy, kdyz
a # 0. Pro a = 0 totiz ve tfetim sloupci neni prvni nenulové ¢islo néjakého
rfadku. Je-li a = 0 a b = —2, dostavame nulovy fadek, kdy volba x5 € R jako
parametru dava nekonecné mnoho riznych reseni. Pro a = 0 a b # —2 posledni
rovnice a = b+ 2 nemiiZze byt splnéna — soustava nema reseni.

Poznamenejme, ze pro a = 0, b = —2 jsou feSenimi

($1,£L’2,(E3):(—2+2t, -3 — 2t, t), teR
a pro a # 0 je jedinym FeSenim trojice

—3a%2—ab—4a+2b+4 2b6+3a+4 b+2
(.131, x2, I3) = y ) .

a a a

2.11. Zjistéte pocet FeSeni soustav

(a)

1221 4+ bBrs + 1lzg = -9,
X1 - 5.%‘3 = —97
2 +  2x3 = -T,
(b)
4.13‘1 + 2$2 — 12$3 = 07
S5r1 + 2x9 — r3 = 0,
72%1 T9 + 6333 4;
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4r; + 229 — 1223 = 0,
51 + 2z — r3 = 1,
—2r1 — To + 6xz3 = 0.

Reseni. Vektory (1,0, —5), (1,0,2) jsou o¢ividné linedrné nezavislé (jeden neni
nasobkem druhého) a vektor (12,+/5,11) nemiize byt jejich linearni kombinaci
(jeho druhd slozka je nenulovd), a proto matice, jejimiz Fadky jsou tyto tii
linedrné nezavislé vektory, je invertibilni. Soustava ve varianté (a) méa tedy
pravé jedno TeSeni.
U soustav ve variantach (b), (c) si staci povS§imnout, ze je
(4,2,-12) = —2(—2,—1,6).

V ptipadé (b) tak secteni prvni rovnice s dvojnasobkem tfeti davd 0 = 8 —
soustava nemd FeSeni; v pfipadé (c¢) je tfeti rovnice ndsobkem prvni — soustava
ma ziejmé nekonené mnoho feSeni. O

2.12. Najdéte (libovolny) linedrni systém, jehoZ mnozZina feseni je pravé
{(t+1, 2t, 3t, 4t); t € R}.
Reseni. Takovym systémem je napf.
201 —x9 =2, 2x9—x4 =0, 4xz—3x4=0.
Teémto rovnicim totiz uvedené feseni vyhovuje pro kazdé ¢ € R a vektory
(2,-1,0,0), (0,2,0,—1), (0,0,4,-3)
zadévajici levé strany rovnic jsou zfejmé linedrné nezévislé (mnozina FeSeni
obsahuje jeden parametr). O

2.13. Naleznéte libovolnou matici B, pro kterou je matice C = B - A ve
schodovitém tvaru, jestlize

3 -1 3 2
5 -3 2 3
A= 1 -3 -5 0
7T -5 1 4

Reseni. Budeme-li postupné matici A nasobit zleva elementarnimi maticemi
(uvazte, jakym fadkovym dpravam toto ndsobeni matic odpovida)

0010 1 000 1 000
0100 -5 1 0 0 0 1 0 0
=11 000" =0 01 0| B=[=3 01 of
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 000 1 0 0 0 1 0 0 0
1o 100 o 1/3 00 o 1 00
Ea=lo o010l B5=fo 0o 10| P=]0 2 1 ol
-7 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0

o 1 00 o 14 0 0

Er=1o o 1 0| ®=]0o 0o 1 ol

0 -4 0 1 0 0 0 1
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obdrzime
0 0 1 0
0 1/12 -5/12 0
B = EsE7EgEsEyF3FEyFq = 1 _/2/3 1//3 ol
0 —4/3 -1/3 1
1 -3 -5 0
o]0 1 94 14
0 0 0 0
0 0 0 0
O
2.14. Stanovte hodnost matice
1 -3 0 1
1 -2 2 -4
A= 1 -1 0 1
-2 -1 1 -2

Poté stanovte pocet feSeni systému linearnich rovnic

xr1 + To 4+ x3 — 24 = 4,
—3371 — 2.’52 — T3 — Ty = 5,
+ 2z + xy o= 1,
X1 — 4I2 + r3 — 2584 = 3
a také vSechna TeSeni systému
T + 22 + ® — 224 = O,
—3$1 — 2$2 — I3 — T4 = 0,
+ 2562 + T4 = 0,
T — 4.%2 + rs — 2.’£4 =0
a systému
I - 31’2 = ].,
Ty — 2x9 + 2x3 = —4,
ry — i) = 1,
—2r1 — T2 + r3 = —2.
Reseni. Nebot je
1 -3 0 1
1 -2 2 —4
1 -1 0 1] 10,
-2 -1 1 =2

jsou sloupce matice A linearné
rozmeru.

nezavislé, a tudiz se jeji hodnost rovna jejimu

Prvni z uvedenych tfech systému je zadan rozsifenou matici

1
-3
0
1

1 1 -21|4
-2 -1 —-1]5
2 0 1|1
-4 1 =213



1. VEKTORY A MATICE 13

Ovsem leva strana je pravé AT s determinantem |A”| = |A| # 0. Existuje tedy
matice (AT)_1 a soustava ma pravé 1 feSeni

-1
(z1, 22, 73, 71)" = (A7) - (4,5,1,3)".

Druhy ze systémi m4 totoznou levou stranu (uréenou matici A7) s prvnim.
Protoze absolutni ¢leny na pravé strané linearnich systémi neovliviiuji pocet
feSeni a protoze kazdy homogenni systém ma nulové Teseni, dostavame jako
jediné feseni druhého systému usporadanou ¢tverici

(w1, 2, 23, 24) = (0,0,0,0).

Tteti systém mé rozsifenou matici

1 -3 0|1
1 -2 2| -4
1 -1 01 ’
-2 -1 1|-2

coZ je matice A (pouze posledni sloupec je uveden za svislou ¢arou). Pokud
budeme tuto matici upravovat na schodovity tvar, musime obdrzet fadek

(0 0 0]a), kde a#0.

Vime totiz, ze sloupec na pravé strané€ neni linearni kombinaci sloupcti na levé
strané (hodnost matice je 4). Tento systém nemé FeSeni. O

2.15. Vyfteste systém homogennich linedrnich rovnic zadany matici

0 V2 V3 V6 0

2 2 V3 —2 /5
0 2 V5 2v/3 —V3
3 3 V3 -3 0

Reseni. ReSenimi jsou pravé vSechny skaldrni nasobky vektoru

(1+f, —V/3, 0, 1,0).

2.16. Urcete vSechna FeSeni systému

X9 + Ty = 1,
3r1 — 2x9 — 3x3 + 4dxzy = -2,
r1 + To — r3 + Ty = 2,
x1 - xs3 = 1.
Reseni. Vysledek je
1
ry =141, .1‘225, T3 =t, .1‘4:—5, teR.
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2.17. Vyfteste
3r — by + 2u + 4z = 2,

S5r + Ty — 4u — 62

I
w

Tr — 4y + u + 3z = 5.

ResSeni. Soustava nem4d feSeni.

2.18. Rozhodnéte o fesitelnosti soustavy linedrnich rovnic
3x1 + 320 + 3 = 1,
2x1 + 3z — 3 = 8§,
2x1 — 3xo + x3 = 4,
3x1 — 2290 + 3 = 6

tfech proménnych 1, zs, T3.

Reseni. Soustava ma feSeni, protoze je

3 3 1 1
2 3 -1 8
Slol = =3 =% 1|7 |4
3 -2 1 6

2.19. Stanovte pocet feSeni 2 soustav 5 linearnich rovnic

AT x=(1,2,3,4,5)", AT .z =(1,1,1,1,1)T,

kde
31 750
= (z1,r0,23)7 a A=[0 0 0 0 1
21 4 30
Reseni. Systém linearnich rovnic
3z + 2z3 = 1,
X + T3 = 2,
Tx, + 4dx3 = 3,
51 + 3z3 = 4,
i) = 5
nema Feseni, zatimco systém
3T + 23 = 1,
xq + r3 = 1,
721 + 4dxz3 = 1,
51’1 + 31’3 = ].,
To =1

ma pravé 1 feSeni x1 = —1, z0 = 1, x3 = 2.



1. VEKTORY A MATICE 15

2.20. Necht je déno

4 5 1 T by
A= 3 40 , T=|Z2], b= bg
11 1 x3 b3

Najdéte takova realna c¢isla by, bs, bs, aby systém linedrnich rovnic A-z = b
mél:
) nekoneéné mnoho FeSeni;
) préavé jedno FeSeni;
(c) zadné feSen;
) pravé 4 feseni.
Reseni. Spravné odpovédi zni:
(a) b1 = by + bs;
(b) nelze;
) b1 # bz + bs;
) nelze.

2.21. Vyjadrete feSeni soustavy linearnich rovnic
ary + 4xe +2x3 = 0,
2xy + 39 — x3 = 0,
ve které a € R je parametr.
Reseni. MnoZina vSech feSeni je
{(-10¢, (a +4)t, (3a —8)t); t € R}.

O

Jak popsat analyticky shodna zobrazeni v roviné ¢i prostoru jako je ro-
tace, osova symetrie ¢i zrcadleni, nebo projekci t¥irozmérného prostoru na dvoj-
rozmérné platno? Jak popsat zvétseni obrazku? Co maji spole¢ného? Jsou to
vsechno linearni zobrazeni. Co to znamena? Zachovavaji jistou strukturu roviny
¢éi prostoru. Jakou strukturu? Strukturu vektorového prostoru. Kazdy bod v ro-
viné ¢i prostoru je popsan dvéma ¢i tfemi souradnicemi. Pokud zvolime pocatek
soutfadnic, tak mé smysl mluvit o tom, Ze néjaky bod je dvakrat dal od pocatku
stejnym smérem nez jiny bod. Také vime, kam se dostaneme, posuneme-li se
o néjaky usek v jistém sméru a pak o jiny tsek v jiném sméru. Tyto vlast-
nosti muzeme zformalizovat, hovorime-li o vektorech v roviné, ¢i prostoru a o
jejich néasobcich, ¢i souc¢tech. Linearni zobrazeni ma pak tu vlastnost, ze obraz
souctu vektort je soucet obrazii s¢itanjch vektorti a obraz nasobku vektoru je
ten stejny nasobek obrazu nasobeného vektoru. Tyto vlastnosti pravé maji zob-
razeni zminéna v ivodu tohoto odstavce. Takové zobrazeni je pak jednoznacné
ur¢eno tim, jak se chovd na vektrorech néjaké béze (to je v roviné obrazem
dvou vektori nelezicich na pfimce, v prostoru obrazem tii vektori nelezich v
roving).

A jak tedy zapsat néjaké linedrni zobrazeni f na vektorovém prostoru V7?7
Zaénéme pro jednoduchost s rovinou R?: necht obraz bodu (vektoru) (1,0) je
(a,b) a obraz bodu (0, 1) je (¢,d). Tim uz je jednoznac¢né uréeny obraz libovol-
ného bodu o souradnicich (u,v): f((u,v)) = f(u(1,0) +v(0,1)) = uf(1,0) +
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vf(1,0) = (ua,ub) + (ve, vd) = (au+ cv, bu+ dv), coz mizeme vyhodné zapsat

nasledujicim zpasobem:
a c u\  [au-+cv
b d)\v) \bu+dv

Je tedy linearni zobrazeni jednoznac¢né dané matici. Navic pokud mame
dalsi linearni zobrazeni g, dané matici (; i) , tak snadno spocitame (Ctenaf si
ac+cg af +ch
be +cg be+ dv

To nés tedy ponoukéd k tomu, abychom ndsobeni matic definovali timto
zpusobem, tedy aby aby aplikace zobrazeni na vektor byla dédna maticovym
nasobenim dané matice s vektorem a aby slozeni zobrazeni bylo dano soucinem
odpovidajich matic. Obdobné v prostorech vyssi dimenze. Zaroven nam to za-
jisti, Ze nasobeni matic bude stejné jako skladani zobrazeni asociativni a stejné
jako sklddani zobrazeni nebude komutativni.

To je tedy dalsi z motivaci, pro¢ se zabyvat vektorovymi prostory a proc je
s pojmem vektorového prostoru tizce spojen pojem matice. Déle si samoziejmé
ukazeme celou fadu jinych vyuziti po¢itani s maticemi a vektory.

jisté ze z4jmu sdm ovéFi), ze jejich slozeni go f je ddno matici (

N—

2.22. Vypocéet inverzni matice. Spoctéte inverzni matice k maticim

4 3 2

A=[5 6 3],
3 5 2
101

B=1[3 3 4
2 2 3

PR - -1
Poté urcete matici (AT . B) .
ResSeni. Inverzni matici nalezneme tak, Ze vedle sebe napiSeme matici A a ma-
tici jednotkovou. Pomoci fadkovych operaci pak prevedeme matici A na jednot-

kovou. Timto matice jednotkova piejde na matici A~'. Postupnjmi Gpravami
dostavame

4 3 2|11 0 O 1 -2 0|1 0 -1
5 6 3]0 1 0|~ 5 6 3(0 1 0 ~
3 5 2|10 01 3 5 2|0 0 1
1 -2 01 0 -1 1 -2 0|1 0 -1
0 16 3|-5 1 5 ~1 0 5 1]-2 1 1 ~
0 11 2|-3 0 4 0 11 2}]-3 0 4
1 -2 0] 1 0 -1 1003 -4 3
0 5 1|-2 1 1 ~| 0 0 1|-7 11 -9
o 1 0} 1 -2 2 01 0|1 -2 2
1003 -4 3
~1 01 0] 1 -2 2

0 0 1|-7 11 -9
pricemz v prvnim kroku jsme odecetli od prvniho fadku tfeti, ve druhém jsem
(—5)néasobek prvniho pficetli ke druhému a soucasné jeho (—3)nasobek ke tie-
timu, ve tfetim kroku jsme odecetli od druhého radku treti, ve ¢tvrtém jsem
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(—2)nésobek druhého pficetli ke tfetimu, v patém kroku jsme (—5)néasobek tie-
tiho radku pricetli ke druhému a jeho 2nasobek k prvnimu, v poslednim kroku
jsme pak zaménili druhy a tfeti fadek. Zdturaznéme vysledek

3 -4 3
At=1 -2 2
-7 11 -9

Upozornéme, 7e pii urovani matice A~! jsme diky vhodnym fadkovym
Upravam nemuseli pocitat se zlomky. Prestoze bychom si mohli obdobné poci-
nat pfi uréovani matice B~!, budeme radéji provadét vice ndzorné (nabizejic
se) Fadkové tpravy. Plati

10 1/1 0 0 1 0 11 00
33 4/01 0 |~|031/-310]|~
2 2 3|0 0 1 0 2 1/-2 0 1
10 1]1 0 o0 10 1]1 0 o0
03 1[/-3 1 O0}|~l011/3[-1 1/3 0 |~
0 0 1/3| 0 -2/3 1 0 0 1/3| 0 -2/3 1
10 0o]1 2 -3 10 0]1 2 -3
01 0]-1 1 —-1]~f010]-1 1 -1],
00 1/3| 0 —-2/3 1 00 10 -2 3
tj.
1 2 -3
B1l=[-1 1 -1
0 -2 3

Vyuzitim identity
(AT-B) =Bt (AT) =B (4"

a znalosti vySe vypocitanych inverznich matic lze obdrzet

» 1 2 -3 3.1 -7 —-14 -9 42
A"-B) =(-1 1 -1]-(-4 -2 11]=|-10 -5 27
0 -2 3 3.2 -9 17 10 —49

O

Vlastnosti vektorového prostoru, kterych jsme si v§imli u roviny ¢i tfiroz-

mérného prostoru, ve kterém zijeme, ma celd fada jinych mnozin. Ukazme si
to na prikladech:

2.23. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o nasledujicich mnozi-
nach, jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem redlnych cisel:

(1) Mnozina feSeni homogenni diferenéni rovnice.
(2) Mnozina feSeni nehomogenni diferenéni rovnice.

@) {f:R=R|f(1) = f(2) = c,c € R}

Reseni. (1) Ano. Mnozina feSeni, tedy mnozina posloupnosti vyhovujicich
dané diferen¢ni homogenni rovnici, je evidentné uzaviend vzhledem ke s¢itani
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i nésobeni redlnym ¢islem: méjme posloupnosti (2,)22 ; a (yn)22, vyhovujic
stejné homogenni diferencéni rovnici, tedy

a(n)xn + a(n - 1)331@—1 +--+ a(l)xl =
a(n)yn, +a(n —Dyp—1+---+al)yr =

Sec¢tenim téchto rovnic dostaneme

a(n)(@n +yn) +a(n —1)(@na +yn-1) +---+al)(z1+91) = 0,

tedy i posloupnost (z, +yn )52, vyhovuje stejné diferencni rovnici. Rovnéz tak
pokud posloupnost ()22, vyhovuje dané rovnici, tak i posloupnost (kx,, )5,
kde k € R.

(2) Ne. Soucet dvou FeSeni nehomogenni rovnice

an)x, +aln —Dzp_1+---+al)zy = ¢
amM)yn +a(n—Dyp—1+--+al)y1 = ¢, ceR—-{0}

vyhovuje rovnici

a(n)(@n +yn) +a(n = D)(@n1 +yn-1) +---+all)(@1+y) = 2c#c

zejména pak nevyhovuje ptivodni nehomogenni rovnici.

(3) Je to vektrorovy prostor pravé, kdyz ¢ = 0. Vezme-li dvé funkce f a g
z dané mnoziny, pak (f +¢)(1) = (f + 9)(2) = f(1) + g(1) = 2¢. M4-li funkee
f + g byt prvkem dané mnoziny, musi byt (f + ¢)(1) = ¢, tedy 2¢ = ¢, tedy
c=0. O
2.24. Zjistéte, zda je mnozina

Ur = {(x1,22,23) € R |21 | = |2g | = |23}

podprostorem vektorového prostoru R? a mnoZina

U, z{ax2+c; a,c € R}

podprostorem prostoru polynomil stupné nejvyse 2.

Reseni. Mnozina U; neni vektorovym (pod)prostorem. Vidime napf., Ze je
(1,1,1) + (-1,1,1) = (0,2,2) ¢ Uy.

Mnozina Us ov§em podprostor tvoii (nabizi se pifirozené ztotoznéni s R?), pro-
toze

(ale + cl)+(a2x2 + 02) = (a1 + ag) 2> +(c1+¢2), k- (am2 + c) = (ka) 2% +kc

pro vSechna ¢isla aq,c1,a2,c2,a,c,k € R. O
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2.25. Je mnozina V = {(1,z); x € R} s operacemi

@:VxV-oV, (Ly®(1,2)=(1,z+y) pro viechna y,z € R,
O:RxV -V, z6(l,y)=(1,y-2) pro viechna y,z € R

vektorovym prostorem?

ReSeni. Lehce se ovéii, Ze se jednd o vektorovy prostor. Prvni soufadnice
neovliviiuje vypocty souct vektort ani hodnoty skalarnich nasobkt vektort:
jednd se o preznaceny prostor (R, +, ). a

2.26. Pro jaké hodnoty parametrti a, b, ¢ € R jsou vektory (1,1, a,1), (1,b,1,1),
(¢,1,1,1) linedrné zavislé?
Reseni. Vektory jsou zévislé, je-li splnéna alespoii jedna z podminek
a=b=1, a=c=1, b=c=1.

O
2.27. Necht je ddn vektorovy prostor V a néjakd jeho baze slozend z vek-
tora u, v, w, z. Zjistéte, zda jsou vektory

u—3v+z, v—bw—z 3w-—Tz, u—w-+z

linedrné (ne)zavislé.
Reseni. Vektory jsou linearné nezavislé. |
2.28. Dopliite vektory 1 — z2 + 23, 1 + 22 + 23, 1 —  — 2 na bézi prostoru
polynomu stupné nejvyse 3.

Reseni. Staci pfipojit napf. polynom z. O

2.29. Tvori matice

G5 64 (o) 65

bazi vektorového prostoru ¢tvercovych dvourozmérnych matic?

Reseni. Uvedené étyii matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic linearné
nezévislé. Vyplyva to z toho, ze matice

1 1 -5 1
0 4 0 -2
1 0 3 0
-2 -1 0 3

je tzv. reguldrni (tj. jeji hodnost je rovna rozmeéru; tj. lze z ni pomoci fadkovych
elementarnich transformaci obdrZet jednotkovou matici; tj. existuje k ni matice
inverzni; tj. mé& nenulovy determinant, roven 116; tj. ji zadand homogenni sou-
stava linearnich rovnic mé pouze nulové feseni; tj. kazdy nehomogenni linearni
systém s levou stranou urcenou touto matici ma pravé jedno FeSeni; tj. obor
hodnot linedrniho zobrazeni, jez zadava, je vektorovy prostor dimenze 4; tj.
toto zobrazeni je injektivni). a
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2.30. Necht jsou dany libovolné linedrné nezavislé vektory u,v,w, z ve vek-
torovém prostoru V. Rozhodnéte, zda jsou ve V linedrné zavislé, ¢i nezévislé,
vektory

u—2v, Jutw-—z u—4v+w+2z 4dv+8w+4z.

ResSeni. Lze ukazat, ze z linearni nezavislosti u, v, w, z plyne, Ze uvazované
vektory jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz jsou linedrné nezavislé vektory

(1,-2,0,0), (3,0,1,-1), (1,—4,1,2), (0,4,8,4).

Nebot je
1 -2 0 0
3 0 1 -1
1 —4 1 2| 3670
0 4 8 4
spravna odpovéd zni linedrné nezivislé. [

Matice rotaci podle soufadnicovych os
Napiste matici zobrazeni rotaci o thel ¢ v kladném smyslu postupné kolem
osz,y, z v RS

Reseni. Nejprve si rozmysleme, co znamené rotace v kladném smyslu kolem
néjaké osy v R3. Piedné musime mit danou osu (p¥fmku) néjak orientovanu
(tj. zadat jeden ze dvou moZnych sméri  kam piimka vede“, v p¥ipadé sou-
fadnicovych os je to smér do kladnych éisel). Divame-li se nyni na nékterou z
rovin kolmych na osu, ve kterych rotace ptisobi ,jobycejnou* rotaci v roviné,
shora (tj. proti orientaci osy), tak smysl otd¢eni v roviné ndm uréuje smysl
dané rotace v prostoru. P¥i rotaci libovolného bodu kolem dané osy (feknéme
x), se pFisludna soufadnice daného bodu neméni, v roviné dané dvéma zbylymi
osami pak jiz je rotace dana zndmou matici 2 x 2. Postupné tedy dostavame
nésledujici matice: Rotace kolem osy z:

cose —sing 0
sing cosp 0
0 0 1

Rotace kolem osy y:

cose 0 sing
0 1 0
—sing 0 cosyp

Rotace kolem osy x:

1 0 0
0 cosp —sing
0 sinp cosep

U matice rotace kolem osy y musime davat pozor na znaménko. Je totiz ro-
tace kolem osy y v kladném smyslu, tedy takova rotace, ze pokud se divame
proti sméru osy y, tak se svét toci proti sméru hodinovych rucicek, je rotaci v
zaporném smyslu v roviné zz (tedy osa z se ota¢l smérem k x). Rozmyslete si
kladny a zaporny smysl rotace podél vsech tii os. O



1. VEKTORY A MATICE 21

2.31. Matice rotace kolem dané osy. NapiSte matici zobrazeni rotace v
kladném smyslu o tthel 60° kolem pfimky dané pocatkem a vektorem (1,1,0)
v R3.
Reseni. Dané otaceni je slozenim nasledujicich tii rotaci:
e rotace 0 45° v zaporném smyslu podle osy z (osa rotace (1,1, 0) pfejde
do osy z)
e rotace o 60° v kladném smyslu podle osy zx.
e rotace o 45° v kladném smyslu podle osy z (osa z piejde zpét na osu
danou vektorem (1,1,0)).

Matice vysledné rotace tedy bude soucinem matic odpovidajicich témto
tfem zobrazenim, pfi¢emz poradi matic je dano pofadim provadéni jednotli-
vych zobrazeni, prvnimu zobrazeni odpovida v souc¢inu matice nejvice napravo.
Celkem tedy dostavame pro hledanou matici A vztah:

v2 _¥2 g\ (1 0 0 VR I 31 /6

2 2 2 _ 2 4 4 4

A=|2 £ of|o I || L2 o]|=| 1L & &
2 2 2 2

v3 1 6 V6 1

0o 0 1/ \0 ¥ I 0 0 1 SRV

O

2.32. Matice obecné rotace v R?. . Uvazme libovolny jednotkovy vektor
(z,y, z). Rotace v kladném smyslu o thel ¢ kolem tohoto vektoru pak mizeme
zapsat jako slozeni nésledujicich rotaci, jejichz matice jiz zname:
(1) rotace Ry v zéporném smyslu kolem osy z o tthel s kosinem 2 /4/x2 + y2 =
x/V1— 22, tedy sinem y/v/1 — 22, ve které pfejde piimka se sméro-
vym vektorem (x,y,z) na piimku se smérovym vektorem (0,y, 2).
Matice této rotace je

x/V1—22 y/vV1-22 0
Ri=|-y/V1—-22 z/V1-22 0],
0 0 1

(2) rotace Ry v kladném smyslu podle osy y o dhel s kosinem /1 — 22,
tedy sinem z, ve které piejde pfimka se smérovym vektorem (0, y, 2)
na pfimku se smérovym vektorem (1,0,0). Matice této rotace je

vV1i—22 0 z
Ry = 0 1 0 ,
—z 0 Vv1—22

(3) rotace R3 v kladném smyslu kolem osy x o tihel ¢ s matici

1 0 0

0 cos(y) —sin(p) | .
0 sin(p) cos(p)

(4) rotace Ry ' s matici Ry*'
(5) rotace Ry s matici Ry*
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matice slozeni téchto zobrazeni, tedy hledana matice, je dana sou¢inem matic
jednotlivych rotaci v opa¢ném poradi:

R{' Ry R3-Ry-Ry =
gbecdarotiate I cosp)a? (1 — cosp)xy — (sing)z (1 — cosp)xz + (sing)y
(1 —cosp)yx + (sing)z  cosp+ (1 —cosp)y?> (1 — cosp)yz — (sinp)x
(1 —cosp)zx — (sing)y (1 —cosp)zy + (sing)z  cosg + (1 — cos p)2>

2. Determinanty

2.33. Spocitejte determinant matice

O = = =
o= N W
N = N Ot
= NN O

ResSeni. Zaéneme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice (jednu)
nul. Postupné dostavame

1 g g g 2 2 2 35 6 35 6
111 9 = 1-j1 1 2{—-1-]1 1 2(+1-{2 2 2
01 2 1 1 2 1 1 21 1 2 1
Podle Saaruéova pravidla _9_9 + 6= 2.
O
2.34. Zjistéte, zda je matice
3 2 -1 2
4 1 2 -4
-2 2 4 1
2 3 -4 8

invertibilni.

Reseni. Matice je invertibilni (existuje k ni inverzni matice) pravé tehdy, kdyz
ji 1ze pomoci fadkovych transformaci pfevést na jednotkovou matici. To je
ekvivalentni napf. s tim, Ze mé nenulovy determinant. Vyc¢isleni

3 2 -1 2
4 1 2 -4
29 4 1|70
2 3 —4 8

tak dava, ze neni invertibilni. O
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2.35. Vypoctem determinantu vhodné matice rozhodnéte o linearni nezavis-
losti vektori (1,2,3,1), (1,0,—1,1), (2,1,—-1,3) a (0,0,3,2).
Reseni. Protoze

1 2 3 1
1 0 -1 1
2 1 -1 3| 10 #0,
00 3 2
uvedené vektory jsou linedrné nezavislé. ([l

2.36. Naleznéte vSechny hodnoty argumentu a takové, ze

a 1 1 1
0 a 1 1 1
0 1 a 1 ’
0 0 0 —a

Pro komplexni a uvedte bud jeho algebraicky nebo goniometricky tvar.

Reseni. Spocitdme determinant rozvinutim podle prvniho sloupce matice:

SR
D = ¢ =a-|1 a 1],
01 a 1 00 —
000 —a “
déle rozvijime podle posledniho fadku:
_ L e -
foa'aa 1‘ a“(a® —1)

Celkem dostéavidme néasledujici podminku pro a: a* — a? + 1 = 0. Substituci
t = a?, pak mame t? —t + 1 s kofeny t; = 1*;7\/5 = cos(m/3) + isin(7/3),
t = 1%‘/5 = cos(m/3) — isin(mw/3) = cos(—n/3) + isin(—n/3), odkud snadno
uréime Gtyti mozné hodnoty parametru a: cos(m/6) +isin(r/6) = v/3/2 +i/2,
cos(77/6) +isin(77/6) = —/3/2—i/2, cos(—m/6) +isin(—7/6) = v/3/2—i/2,
cos(57/6) + isin(57/6) = —/3/2 +i/2. O

2.37. Dokazte vorec pro tzv. Vandermondiv determinant, tj. determinant
Vandermondovy matice:

1 1 ... 1
ajy az ... Qp,
V. — a?  ay ... a |_
= n = (a; — ay),
: : : 1<i<j<n
n—1 n—1
ay az ... ap
kde ai,...,a, € R a na pravé strané rovnosti je soucin vSech rozdilt a; — a,

kde j > 1.

Reseni. Ukazeme opravdu nadherny diikaz indukei, nad nimZ srdce mate-
matika zaplesd. Pro n = 1,2 vztah trividlné plati. Necht tedy plati pro de-
terminant matice uréené Cisly ai,...,ar a dokdzeme, Ze plati i pro vypocet
determinantu Vandermondovy matice urcenou Cisly aq,...,ax4+1. Uvazme de-
terminant V11 jako polynom P v proménné ay1. Z definice determinantu vy-
plyva, Ze tento polynom bude stupné k v této proménné a navic ¢isla aq,. . . ,ax
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budou jeho kofeny: nahradime-li totiz ve Vandermondové matici V11 posledni
sloupec tvoreny mocninami ¢isla ax41 libovolnym z piedchozich sloupct tvo-
fenym mocninami ¢isla a;, tak to vlastné odpovida vypocétu hodnoty determi-
nantu (jakozto polynomu v proménné agy1) v bodé a;. Tato je ovSem nu-
lové, nebot determinant z matice se dvéma shodnymi, tedy linedrné zavis-
lymi, sloupci je nulovy. To znamena, ze a; je kofenem P. Nalezli jsme tedy
k kofenu polynomu stupné k, tudiz vSechny jeho kofeny a P musi byt tvaru
P =C(ag+1 — a1)(ak41 — az) - -+ (ag4+1 — ak), kde C je néjaka konstanta, resp.
vedouci koeficient polynomu P. Uvazime-li vSak vypocet determinantu Vi1
pomoci rozvoje podle posledniho sloupce, tak vidime, ze C = Vj, coz uz doka-
zuje vzorec pro Viyi.

Jiné feseni. Odectenim prvniho fadku od vSech ostatnich fadka a nasled-
nym rozvojem podle prvniho sloupce obdrzime

2 n—1
1 T x7 fl X
0 zo—ax 25—a} ... abt—af”
Vn(l'l,l'g,---,fﬂn) =
2 2 n—1 n—1
0 zp—21 2, —27 ... xq —xll
ro—x x3—a? ... ah—axl”
Ty —xy a2 —a? ... anl gttt
Vytkneme-li z i-tého fadku z;41 — 1 pro i € {1,2,...,n — 1}, dostaneme
n—2 n—j—2_3j
1 zoda1 ... Yo% x]
‘/n(l'l,l'g,...’xn):(IQ—xl)"'(«rn_Il) . .
n—2 pn—j-2.7
I TP Dy x]

Odectenim od kazdého sloupce (poc¢inaje poslednim a konée druhym) x1-né-
sobku predchézejiciho 1ze docilit apravy

1 zo+ax ... Z?;gx;l*jfzx{ 1 ozy ... ap?

1 zp+21 ... Z?;gxzfjfzx{ 1 2z, ... an2
Proto

Vilzy, 2o, .o cyxn) = (@2 —21) - (X — 1) Vi1 (22, .o, 2p).

Nebot je zfejmé
‘/2(1'71—17xn) =Tn — Tnp-1,
plati (uvazme matematickou indukci)
Va1, 22, ..., 2n) = H (xj — ;).
1<i<j<n

Vsimnéme si, Ze tento determinant je nenulovy, pravé kdyz jsou Cisla x1, ..., x,
navzajem ruzna.
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2.38.

A:

Reseni. Adjungovana matice je

All
A21
Az
A41

A =

0 3
5 0
0 7

Ay
Ay
Asz
Ay

2

o o O

Ags
Az
As3z
Ay

Naleznéte matici adjungovanou a matici inverzni k matici

1 0

0

4
0
8

Ay
Aoy
Agg | 7
Ayy

25

kde A;; je soucin ¢isla (—1)"™7 a determinantu trojrozmérné matice vzniklé z A
vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Plati

3 0 4
A;1=1]0 6 0
7 0 8

=24

)

0 2 0
A3z1 =3 0 4| =8,
7 0 8
1 00
A3z =10 3 4| = -4,
0 7 8
0 2 0
Ap1=—13 0 4|=0,
0 6 0
1 00
Ayz=—10 3 4| =0,
5 0 0
Dosazenim ziskdme
—-24 0 20 0
. 0 -32 0 28
AT = 8 0 -4 0
0 16 0 -12

00 4

Ap=—15 6 0/=0,
00 8
03 0

Ay=—15 0 6/=0,
07 0

10 2
Asy =15 0 6| =28,
070
1 20
Az =—10 0 4| =0,
00 8
10 2
A, =—10 3 0/ =0,
070
1 20
Ap =10 0 4|=16,
5 6 0
10 2
A =10 3 0/ =-12
5 0 6
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Inverzni matici A=! uréime ze vztahu A=! = |A|~! . A*. Determinant
matice A je (rozvojem podle prvniho fadku) roven
3) g g 2 3 0 4 0 3 4
A = =10 6 0/+2|/5 0 0|=16
5 0 60 7 0 8 0 7 8
0 7 0 8
Dostavame tedy
—3/2 0 1/2 0
g o =2 o0 1
54 0 -1/4 0
0 7/4 0 —3/4
(Il
2.39. Necht je
4 0 -5 7T 2 0
A=1[(2 7 15|, B=[0 0 3
2 7 13 0 —-19 13

Lze matici A pfevést na matici B pomoci elementérnich fadkovych transformaci
(pak fikdme, Ze jsou fadkové ekvivalentni)?

Reseni. Obé matice jsou ziejmé Fadkové ekvivalentni s trojrozmérnou jednot-
kovou matici. Snadno se vidi, ze Fadkova ekvivalence na mnoziné vsech matic
danych rozméru je relaci ekvivalence. Matice A a B jsou tudiz fadkové ekviva-
lentni. (]

2.40. Necht jsou dany podprostory U a V generované po fadé vektory
(1,1,-3), (1,2,2) a (1,1,-1),(1,2,1), (1,3,3)

vektorového prostoru R2. Naleznéte prinik téchto podprostorti.

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze podprostor V ma dimenzi pouze 2 (nejedna
se tedy o cely prostor R?), nebot

a nebot libovolna dvojice z uvazovanych tfech vektorti je oc¢ividné linearné
nezévisla. Stejné snadno vidime, Ze také podprostor U méa dimenzi 2. Soucasné
je

1 1 1
1 2 1|=24#0,
-3 2 -1

a proto vektor (1,1, —1) nemtZe ndlezet do podprostoru U. Prinikem rovin
prochézejicich poéatkem (dvojrozmérnych podprostort) v trojrozmérném pro-
storu musi byt alespont pfimka. V naSem piipadu je jim pravé pfimka (pod-
prostory nejsou totozné). Uréili jsme dimenzi praniku — je jednodimenzionalni.
Vsimneme-li si, ze

1(171773)4»2(17232):(37571):1(131771)4»2(17271)7
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dostavame vyjadfeni hledaného priniku ve tvaru mnoziny vsSech skaldrnich
nasobkl vektoru (3,5,1) (jedna se o pfimku prochézejici poc¢étkem s timto
smérovym vektorem). O

2.41. Stanovte vektorovy podprostor (prostoru R*) generovany vektory

Uy = (71’35 727 1)’ Uz = (27 715 7172)a us = (7477a 7370)7 Ug = (1757 7574)

vybranim néjaké maximalni mnoziny linedrné nezavislych vektort w; (tj. vy-
branim béaze).

Reseni. Sepiseme vektory u; do sloupcti matice a obdrZenou matici upravime
pomoci Fadkovych elementarnich transformaci. Takto ziskame

-1 2 -4 1 1 2 0 4 1 2 0 4
3 -1 7 5 -1 2 -4 1 0 4 -4 5
-2 -1 -3 5|73 -1 7 5|70 -7 7 -7
1 2 0 4 —2 -1 -3 -5 0 3 -3 3
12 0 4 12 0 4 10 2 0
0 1 —1 5/4 01 —1 5/4 01 -1 0
“lo 1 -1 1 00 0 -—1/4 00 0 1
00 0 O 00 0 0 00 0 0

Odtud vyplyva, Ze linedrné nezavislé jsou pravé vektory ui, us, ug, tj. praveé ty
vektory odpovidajici sloupcim, které obsahuji prvni nenulové ¢islo néjakého
fadku. Navic odsud plyne (viz tfeti sloupec)

2. (=1,3,-2,1) — (2,—1,-1,2) = (—4,7,-3,0).
O

2.42. Uréete viechny konstanty a € R takové, aby polynomy az? + x + 2,
—22% + ar + 3 a 22 + 22 + a byly linearné zavislé (ve vektorovém prostoru
polynomi jedné proménné stupné nejvyse 3 nad redlnymi ¢isly).

Reseni. V bézi 1, z, 22 jsou soutadnice zadanych vektort (polynomii) nasledu-
jict: (a,1,2), (-2,a,3), (1,2, a). Polynomy budou zévislé, pravé kdyz bude mit
matice, jejiz fadky jsou tvoreny souradnicemi zadanych vektori mensi hodnost,
nez je pocet vektord, v tomto pfipadé tedy hodnost dvé a mensi. V pfipadé
¢tvercové matice nizsi hodnost nez je pocet Tadkl je ekvivalentni nulovosti
determinantu dané matice. Podmika na a tedy zni

a 1 2
-2 a 3|=0,
1 2 a

tj. a bude kofenem polynomu a® — 6a — 5 = (a + 1)(a® — a — 5), tj. Gloha ma
tii YeSeni a; = —1, as 3 = &2@ O
2.43. Je dano linedrni zobrazeni R? — R3 ve standardni bazi nasledujici
matici:

1 -1 0
0 1 1
2 0 0
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Napiste matici tohoto zobrazeni v bazi

i = (1’ 170)
fo = (—1, 1, 1)
fz = (2,0, 1).

Reseni. Matice piechodu T od baze f = (f1, f2, f3) k standardni bazi, tj. bazi
danou vektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), ziskdime podle Tvrzeni 2.25 zapsanim
soufadnic vektoru fy, fo, f3 ve standardni bazi do sloupctt matice prechodu T
Mame tedy

1 -1
T=11 1
0 1

— O N

Matice pfechodu od standardni baze k bazi f je potom T, coz je

1 3 _1
BT G
4
4 i 2
Matice zobrazeni v bazi f je potom
1 _3
S ;L
T'AT =12 0 <
i 5, 8
1 1

2.44. Urcete, jaké linedrni zobrazeni R? — R? zadava matice

_2
3

4
3
-1

Reseni. Dvojnasobna vlastni hodnota -1, p¥islusné vlastni vektory [2,0,1],
[1,1,0], jednondsobné vlastni hodnota 0, vlastni vektor [1,4, —3]. Osova sou-
mérnost podle pfimky dané poslednim vektorem slozena s projekci na rovinu
kolmou k poslednimu vektoru, tedy danou obecnou rovnici x + 4y — 3z = 0.

O

2.45. Uvazme vektorovy prostor mnohoclent jedné nezndmé stupné nejvyse
2 s redlnymi koeficienty. V tomto prostoru uvazme bazi 1, z, 22. Napiste matici
zobrazeni derivace v této béazi a také v bazi 1 + z2, z, x + z2.

010 0 1 1
ReSeni. |0 0 2,2 1 3 |. O
0 0 0 0 -1 -1
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2.46. Ve standardni bazi v R? uréete matici rotace o 90° v kladném smyslu
kolem p¥imky (¢,¢,t), t € R, orientované ve sméru vektoru (1, 1,1). Déle uréete
matici této rotace v bazi g = ((1,1,0),(1,0,-1),(0,1,1)).

ResSeni. Snadno uréime matici uvazované rotace a to ve vhodné bézi, totiz v
bazi dané smérovym vektorem primky a dale dvéma navzajem kolmymi vektory
v roviné z + y + z = 0, tedy v roviné vektorit kolmych k vektoru (1,1,1). Uvé-
domme si, ze matice rotace v kladném smyslu o 90° v néjaké ortonormalni bazi
v R? je ((1) 01), v ortogonalni s velikostmi vekort k, [ potom (l;)k 7g/l
Zvolime-li v roviné = + y + z = 0 kolmé vektory (1,—1,0) a (1,1, —2) o veli-
kostech /2 a v/6, tak v bazi f = ((1,1,1),(1,—1,0),(1,1,—2)) ma uvazovana
1 0 0
rotace matici | 0 0 -3 1. Abychom ziskali matici uvazované rotace ve
0 1/V3 0
standardni bézi, sta¢i ndm transformovat matici jiz znamym zpusobem. Ma-
tici pfechodu 7' od baze f ke standardni dostaneme zapsanim soutfadnic (ve

1 1 1
standardni bazi) vektorti baze f do sloupcii matice 7: T'= (1 -1 1
1 0 -2

Celkem tedy pro hledanou matici R mame

1 0 0
R=T-{0 0o V3| 177!
0 1/V3 0

1/3 1/3—/3/3 1/3+/3/3
=11/3+3/3 1/3 1/3-+/3/3
1/3—-+/3/3 1/3+/3/3 1/3
Tento vysledek muzeme ovérit dosazenim do matice obecné rotace ,
normovanim vektoru (1,1, 1) dostavame vektor (z,v,2) = (1/v/3,1/v/3,1/1/3),
cos(p) = 0, sin(p) = 1. O

2.47. Matice obecné rotace podruhé. Zkusme odvodit matici (obecné)
rotace o tihel ¢ v kladném smyslu kolem jednotkového vektoru (z,y, 2)
jinym zpusobem neZ jsme uéinili v [], anologicky jako v pfedchozim ptikladé. V
bazi f = ((z,y, 2), (—y,,0), (22, 2y, 22 — 1)), tedy v ortogonalni bazi tvorené
smérovym vektorem osy rotace a dvéma navzajem kolmymi vektory o shodnych
velikostech \ﬂl — 22) lezicimi v roviné kolmé na osu, mé uvazovana rotace
1 0 0
matici A = 0 cos(ph) -sin(¢) |. Matice pfechodu od béaze (f) ke
cos(ph) sin()0 -

T -y 2z
standardni bazi je potom T'= |y =z 2y sinverznmaticT ! =

z 0 22-1

2.48. Oznalme S stfed hrany AB krychle ABCDEFGH (v obvyklém ozna-
¢eni, s hranou AF). Urcete kosinus odchylky tse¢ek ES a BG.
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Reseni. Vzhledem k tomu, Ze homotetie (stejnolehlost) je podobnym zobraze-
nim, tj. zachovava thly, mizeme predpokladat, Ze krychle mé hranu velikosti 1.
Umistime-li navic bod A do pocatku souradné soustavy a body B, resp. E do
bodt o soufadnicich [1,0,0], resp. [0, 0, 1], pak maji zbylé uvazované body na-
sledujici soutadnice: S = [1/2,0,0], G = [1,1, 1], tedy vektor ES = (1/2,0,—1)
a BG = (0,1,1). Pro hledany cosinus odchylky ¢ tedy méame

cos(p) = | - W/20=D - (O.LD) V2
22,0, =MoL~ V3

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti rtiznych typt linearnich zobrazeni se
nyni dostaneme k pofadnéjsimu pochopeni néstroji, které nam vektorové pro-
story pro linedrni modelovani procesii a systémut nabizeji.

Zactneme nékolika priklady v prostorech malych dimenzi. Ve standardni
bazi R? uvazujme nasledujici matice zobrazeni f : R? — R?%:

10 01 a 0 0 -1
o) 7o) =G 0) =00 0)
Matice A zadéava kolmou projekci podél podprostoru
W c {(0,a); a € R} C R?

na podprostor
V c {(a,0); a € R} C R?.

Evidentné pro toto zobrazeni f : R? — R? plati fo f = f a tedy flmmf je
identické zobrazeni. Jadrem f je praveé podprostor W.

Matice B mé vlastnost B? = 0, plati tedy totéz o piislusném zobrazeni f.
Mizeme si jej piedstavit jako matici derivovani polynomii R [z] stupné nejvyse
jedna v bazi (1, ).

Matice C' zadava zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi a—krat, druhy
b—krat. Tady se nam tedy cela rovina rozpada na dva podprostory, které jsou
zobrazenim f zachovany a ve kterych jde o pouhou homotetii, tj. roztazeni
skalarnim nasobkem. Napft. volba a = 1, b = —1 odpovidé komplexni konjugaci
x+iy — r—iy na dvourozmérném realném prostoru R? ~ C v bézi (1,1). Toto je
linearni zobrazeni redlného vektorového prostoru, nikoliv vsak jednorozmérného
komplexniho prostoru C. V geometrii roviny jde o zrcadleni podle osy x.

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi. Jako pro kazdé
linearni zobrazeni, které je bijekci, umime najit baze na defini¢nim oboru a
oboru hodnot, ve kterych bude jeho matici jednotkovd matice E (prosté vez-
meme jakoukoliv bézi na definiénim oboru a jeji obraz na oboru hodnot). Ne-
umime ale v tomto pfipadé totéz s jednou bazi na zacatku i konci. Zkusme
vsak uvazovat matici C' jako matici zobrazeni g : C? — C2. Pak umime najit
vektory u = (¢,1), v = (1,4), pro které bude platit

g(u) = ((1) _01> : G) =i-u, g(v)= (? _01> . C) =—i-v.
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To ale znamend, %e v bazi (u,v) na C? méa g matici

k= 1)

a povsimnéme si, ze tato komplexni analogie k pripadu matice C' ma na dia-
gondle prvky +a, a = COS(%’/T) + isin(%w). Jinymi slovy, argument v goniome-
trickém tvaru tohoto komplexniho ¢isla udava tihel otoceni. Navic, mtzeme si
oznacit redlnou a imaginarni ¢ast vektoru u takto

U =Ty + 1Y, = Reu+ilmu = <(1)) + - <(1)>

a zuzeni komplexniho zobrazeni ¢g na redlny vektorovy podprostor generovany
vektory x, a iy, (tj. ndsobeni komplexni jednotkou ¢) je pravé otoéeni o thel
1

§7T.

2.49. Urdete soudet 1hlf, které v roviné R? sviraji s osou = postupné vektory
(1,1), (2,1) a (3,1) (obrézek).

Reseni. Uvézime-li rovinu R? jakozto Gaussovu rovinu komplexnich &isel, tak
uvedené vektory odpovidaji komplexnim ¢islim 1+, 2+ a 3+¢ a mame najit
soucet jejich argumenti, tedy podle Moivrovy véty argument jejich soucinu.
Jejich soudin je (14+4)(2+14)(34¢) = (1+3i)(3+17) = 10i, tedy ryze imaginarni
¢islo s argumentem 7/2 a tedy hledany soucet je roven préveé m/2. [

2.50. Uvazme komplexni c¢isla jako redlny vektorovy prostor a za jeho bazi
zvolme 1 a i. V této bazi urcete matici nasledujicich linearnich zobrazeni:
a) konjugace,
b) nésobeni ¢&islem (2 + 4). Uréete matici téchto zobrazeni v bazi (1 — i),
(14 1).

) 1 0
Yo —1)

P . o 2 -1
b) V obou bazich je matice stejné a to (

1 9 ) Vysvétleni viz priklad

7.

O

2.51. Naleznéte matici rotace v kladném smyslu o thel /3 kolem pfimky
prochézejici pocatkem s orientovanym smérovym vektorem (1,1,0) ve stan-
dardni bazi R3.

ResSeni. Uvedené otodeni lze ziskat slozenim po fadé téchto ti zobrazeni:

e rotace o /4 v zdporném smyslu podle osy z (osa rotace piejde na
osu x);

e rotace o /3 v kladném smyslu podle osy z;

e rotace o /4 v kladném smyslu podle osy z (osa = pfejde na osu
rotace).
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Matice vysledné rotace bude soucinem matic odpovidajicich uvedenym tifem
zobrazenim, pri¢emz potradi matic je dano poradim provadéni jednotlivych zob-
razeni — prvnimu zobrazeni odpovida v souc¢inu matice nejvice napravo. Takto
dostaneme hledanou matici

B AN I YA
%%_ﬁzﬁﬁo.oé_g._ﬁgo
V6 v6 1 o o0 1/ \o B 1 o 0 1
4 4 2 2 2

Uvédomme si, ze vyslednou rotaci bylo mozné ziskat napt. také slozenim
nasledujicich t¥i zobrazeni:

e rotace o 7/4 v kladném smyslu podle osy z (osa rotace pfejde na osu

Y);

e rotace o /3 v kladném smyslu podle osy y;

e rotace o m/4 v zdporném smyslu podle osy z (osa y pfejde na osu
rotace).

Analogicky tak dostavame

3 1 V6 vz V2 o 19 B vz _ V2
4 1 4 2 2 2 2 2 2
13 Ve[ = _v2a vz 0 1 0 V22
% fé 14 2 2 V3 1 2 2

- 7 5 0 0 1 -5 0 3 0 0 1

(]

2.52. Urdete matici A, ktera ve standardni bazi prostoru R? zadava kolmou
projekci do vektorového podprostoru generovaného vektory u; = (—1,1,0) a
us = (—1,0,1).

Reseni. Nejprve poznamenejme, ze uvedeny podprostor je rovinou prochézejici
pocatkem s normélovym vektorem uz = (1, 1,1). Uspofadana trojice (1,1,1) je
totiz ocividnym FeSenim soustavy

—x1 + xT9 = 0,
—T1 + x3 = 0,

tj. vektor uz je kolmy na vektory ui, us. Podotknéme rovnéz, ze jsme tento
priklad jiz vytesili (matici A zndme z dfivéjsiho piikladu).

Pti dané projekci se vektory u; a us museji zobrazit na sebe a vektor ug
potom na nulovy vektor. V bazi slozené po fad€ z vektord uq, ug, us je proto
matice této projekce

1 0 0
01 0
0 0 O
Pomoci matic prechodu
-1 1 2 1
1 -1 1 1 -1 1 -1 3 3
T N B O e B
1
0 1 1 0 1 1 ror
od béze (u1,uz,us) ke standardni bézi a od standardni baze k bazi (uy, ua, us)
ziskame
1 2 1 2 1 1
PO O O B W AT A B
1 1 1 2
0 1 1 000 3 3 3 -3 —3 3
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O

2.53. Vlastni ¢&isla a vlastni vektory zobrazeni. Klicem k popisu zob-
razeni v pfedchozich prikladech byly odpovédi na otazku ,jaké jsou vektory
splitujici rovnici f(u) = a - u?* pro néjaké skalary a. Zvolme tedy pevné line-
arni zobrazni f : V. — V na vektorovém prostoru dimenze n nad skalary K.
Jestlize si pfedstavime takovou rovnost zapsanou v soufadnicich, tj. s vyuzitim
matice zobrazeni A v néjakych bazich, jde o vyraz

A z—a-z2=(A—a-E)-xz=0.

Z predchoziho vime, zZe takova soustava rovnic mé jediné feseni z = 0, pokud
je matice A —aF invertibilni. My tedy chceme najit takové hodnoty a € K, pro
které naopak A — aF invertibilni neni, a nutnou a dostate¢nou podminkou je
(viz Véta ?7)

(2.2) det(A—a-E)=0.

Jestlize povazujeme A\ = a za proménnou v pfedchozi skalarni rovnici, hledame
ve skutecnosti kofeny polynomu stupné n. Jak jsme vidéli v pfipadé matice D
vyse, kofeny mohou, ale nemusi existovat podle volby pole skalard K.

Skalary vyhovujici rovnici f(u) = a-u pro nenulovy vektor v € V nazyvame
vlastnt c¢isla zobrazeni f, prislusné vektory u pak vlastni vektory zobrazeni f.

Z definice vlastnich ¢isel je zfejmé, Ze jejich vypocet nemuize zaviset na
volbé béaze a tedy matice zobrazeni f. Skutecné, jako primy dtsledek trasfor-
macnich vlastnosti z 7?7 a Cauchyovy véty 7?7 pro vypocet determinantu soucinu
dostavame jinou volbou soufadnic matici A’ = P~ AP s invertibilni matici P
a

|PTYAP—\E| = |P"*AP—P '\EP| = |P Y (A-AE)P| = |P7)||(A-\E||P|,

protoze nasobeni skalari je komutativni a [P~ = |P|~1.

Obdobnou terminologii pouzivame i pro matice. Pro matici A dimenze n
nad K nazyvame polynom |A — AE| € K, [\] charakteristicky polynom matice
A. Koteny tohoto polynomu jsou wvlastni hodnoty matice A. Je-li A matice
zobrazeni f : V — V v jisté bézi, pak |A — AE| nazyvame také charakteristicky
polynom zobrazeni f.

Protoze je charakteristicky polynom zobrazeni f : V' — V nezavisly na
volbé baze V, dimV = n, jsou i jeho koeficienty u jednotlivych mocnin pro-
ménné \ skalary vyjadiujici vliastnosti zobrazeni f, tj. nemohou zaviset na nasi
volbé baze. Zejména je snadné vyjadrit koeficienty u nejvyssich a nejnizsich
mocnin:

[A=X-El = (=1)"X" + (=1)" Hanr + -+ anp) - A"+ A X°

Soucet diagonalnich ¢lenii matice se nazyva stopa matice, znacime ji TrA, stopa
zobrazent je definovana jako stopa jeho matice v libovolné bazi.
(1) Uvazme zobrazeni s matici ve standardni bézi

0 0 1
fRESR A=(0 1 0
1 00
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Pak dostavame

- 0 1
JA—XE|=|0 1-X 0|=-X+X+rx-1,
1 0 —-A
s kofeny Ao = 1,A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou A = 1 se
spoctou:
-1 0 1 1 0 —1
0 0 O0])~(0 0 O0];
1 0 -1 0 0 O

s bazi prostoru feseni, tj. vsech vlastnich vektoru s touto vlastni hodnotou

u = (0,1,0), up = (1,0,1).

Podobné pro A = —1 dostavame treti nezavisly vlastni vektor
1 0 1 1 0 1
0 2 0)]~[0 2 O0f=u3=(-1,0,1).
1 0 1 0 0 0

V bézi uy,us,us (vSimnéte si, Ze ug musi byt linedrné nezavisly na zby-
Iych dvou diky pfedchozi vété a uq,us vysly jako dvé nezavisld Feseni) ma f
diagonélni matici

1 0 0
A=(0 1 0
0 0 -1
Cely prostor R3 je pfimym souctem vlastnich podprostorii, R?® = V| & Vs,
dim V; = 2, dim V5 = 1. Tento rozklad je dan jednoznac¢né a vypovidd mnoho o
geometrickych vlastnostech zobrazeni f. Vlastni podprostor V; je navic pfimym
souctem jednorozmérnych vlastnich podprostori, které lze vsak zvolit mnoha
riiznymi zptsoby (takovy dalsi rozklad nemé tedy jiz zadny geometricky vy-
znam).
(2) Uvazme linearni zobrazeni f : Ra[z] — Rg[x] definované derivovanim
polynomti, tj. f(1) =0, f(z) =1, f(2?) = 2z. Zobrazeni f ma tedy v obvyklé
bazi (1, z,2?) matici

010
A=10 0 2
0 0 0

Charakteristicky polynom je |A — X - E| = —\3, existuje tedy pouze jedina

vlastni hodnota, A = 0. Spoctéme vlastni vektory:
0 1 0 0 1 0
0 0 2]~(0 01
0 0 0 0 0 0

Prostor vlastnich vektort je tedy jednorozmérny, generovany konstantnim po-
lynomem 1.
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2.54. P¥iklad véetn& zmény baze. Uvazujme linedrni zobrazeni R® — R3
dané ve standardni bazi matici:

1 10
A=1(1 2 1
1 21

Urcete toto zobrazeni a napiste jeho matici v baazi:

er = [1,-1,1]
€ = [17270]
€3 = [0,1,1]

Reseni. Spocitejme nejprve vlastni ¢isla jim p¥islusné vlastni vektory: charak-
teristicky polynom dané matice je

1-—A 1 0
I 2= 1 |==-2N4+42-22=-)2A\?—4)\+2).
1 2 1-—A
Kofteny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, udavaji, kdy nebude mit matice
1-—A 1 0
1 2—A 1
1 2 1-A
plnou hodnost, tedy soustava rovnic
1—A 1 0 b
1 2—A 1 To
1 2 1-A T3

bude mit i jiné feseni nez feseni = (0,0,0). Vlastni &sla tedy jsou 0, 2 + /2,
2 — /2. Spoéitejme vlastni vektory piislusné jednotlivym vlastnim hodnotam:

e 0: Resime tedy soustavu

1 1 0 1
1 21 2 | =0
1 2 1 I3

Jejim fesenim je jednodimenzionélni vektorovy prostor vlastnich vek-
tort ((1,—1,1)).
e 2+ 1/2: Resime soustavu

—(1++2) 1 0 1
1 —V2 1 g | =0.
1 2 —(1 + \/i) €3

Resenim je jednodimenzionalni prostor (1,14 v/2,1 + v/2)).
e 2 — \/2: Resime soustavu
(vV2-1) 1 0 T
1 V2 1 zo | = 0.
1 2 (vV2-1)) \zs3

Resenim je prostor vlastnich vektort ((1,1 —v/2,1 —1/2)).
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Zobrazeni tedy mizeme interpretovat jako projekci podél vektoru (1, —1,1)
do roviny dané vektory (1,1++/2,14++/2) a (1,1—+/2,1—+/2) slozenou s lineér-
nim zobrazenim danym natazenim danym vlastnimi ¢isly ve sméru uvedenych
vlastnich vektort.

Nyni jej vyjadfeme v uvedené bazi. K tomu budeme potfebovat matici
prechodu T od standardni baze k dané nové bazi. Tu ziskdme tak, Ze soutradnice
vektort staré baze v bazi nové napiseme do sloupcti matice 7. My vsak snadnéji
zapiseme matici prechodu od priklané baze k bazi standardni, tedy matici 7!.
Souradnice vektori nové baze pouze zapiseme do sloupct:

1 10
T7t=[-1 2 1
1 0 1

Pro matici B zobrazeni v nové béazi pak méame (viz ?7).

110 T -1 1 1 10
B=TAT'=(1 2 1 % -1 2 1
1 2 1 : 0 1

SIS
IS

=

1

1 3
2 1

O

2.55. Dalsi priklady. Naleziiete vlastni ¢isla a jim piislusné (prostory) vlast-
nich vektord matice:
1 —
0 -

1
0 3

5
3

W[ | Ut
[V

|
[SSIRNGY

Reseni. Trojnasobna vlastni hodnota -1, piislusny vektorovy prostor je ((1,0,0), (0,2, 1)).
([l

2.56. Pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ziskejte ortogo-
nalni bazi podprostoru

U= {($17$2,$3,$4)T €RY z1+ 22+ 23 + 24 =0}
prostoru R%.

Reseni. Mnozina feSeni uvedené homogenni linearni rovnice je ziejmé vekto-
rovym prostorem s bazi

-1 -1 -1
1 0 0
up = 0 ’ U = 1 ) Uz = 0
0 0 1

Vektory ortogonalni baze ziskané uzitim Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho
procesu budeme znacit vy, vs, vs. Nejprve polozme vy = u;. Déle

T T
Uy - U1 1 1 1

= _——— = _ = —_——, 1’0 5
V2 = U2 IENE U1 = Uz 201 ( 9

resp. zvolme nasobek vy = (=1, —1,2, O)T. Nasledné je

ul vy ul - vy 1 1 (1 11 )T

_ ||U1H2 v — ||’U2H2 1)2:’&375’[)1*6’[)2:
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Mame tedy celkem

-1 -1 -1
1 -1 -1
v = 0 ) U2 = 2 ’ U3 = -1
0 0 3

Dodejme, ze pro jednoduchost prikladu lze bezprostfedné uvést ortogonalni
bézi z vektor

(1771,070)713 (07031771)713 (171371771)71
nebo
(-1,1,1,-1", @1,-1,1,-D", (-1,-1,1,1)".
O

2.57. Napiste matici zobrazeni kolmé projekce do roviny prochazejici pocat-
kem a kolmé na vektor (1,1,1).

Reseni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (71,22, 73) € R® v uvazova-
ném zobrazeni ziskame tak, ze od daného bodu odec¢teme jeho kolmou projekci
do normélového sméru dané roviny, tedy do sméru (1,1, 1). Tato projekce p je
déna (viz pfednaska) jako

(Xv(lalal))_($1+$2+x3 r1+ 22+ 23 $1+$2+$3)
(LLyP 3 ’ 3 ’ 3 '

Vysledné zobrazeni je tedy

2 1 1
(2901 To+x3 209 11+ 23 203 T +£L’2) 3 93 7 o1
X—P=\—FG"""""F%5 5 T 5 o5 = -3 3 -3 €T
P=% ™73 33 "3 3 A B
3 T3 3 x3
Srovnej s (77).
O

2.58. Ve vektorovém prostoru R* jsou dény tiidimenzionalni (trojrozmérné)
podprostory

U:<u17u27u3>7 V= <U1,U2,’03>,
pricemz
1 1 1 1 1 1
|1 |1 10 |1 | -1 | -1
uyp = 11> Uz = 0l us = 11> U1 = -1 Vg = 1 , U3 = -1
0 1 1 —1 —1 1

Urcete dimenzi a libovolnou béazi podprostoru U N V.

Reseni. Do podprostoru UNV nélezi pravé ty vektory, které je mozné obdrzet
jako linearni kombinaci vektort u; a také jako linedarni kombinaci vektort v;.
Hledame tedy cisla x1, z2, T3, y1, Y2, y3 € R takova, aby platilo

1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 —1 —1
T |+ 22 0 Rt T RN T Bk~ AP Baak £ NP

0 1 1 -1 -1 1
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tj. hledame feSeni soustavy

r1 + x2 + w3 = o+ Y2+ ys,
1+ x2 = Yyi — Y2 — Y3,
T1 + x3 = —y1 + Y2 — Y3,

T2 + T3 = —y1 — Y2 + Ys.

Pii maticovém zépisu této homogenni soustavy (a pii zachovani pofadi pro-
ménnych) je

11 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1
110 -1 1 1 0 0 -1 0 2 2
101 1 -1 1| 7]lo -1 0o 2 o0 2
011 1 1 -1 o0 1 1 1 1 -1
11 1 -1 -1 -1 111 -1 -1 -1
01 1 1 1 -1 011 1 1 -1
“loo -1 0 2 2 7loo0o1 0 -2 -2
00 1 3 1 1 000 1 1 1
1110 0 0 1000 0 2
0110 0 -2 0100 2 0
“lo o 10 -2 -2l o010 -2 —2
0001 1 1 0001 1 1

Dostavame tak feseni
1= —2t,x0=—-258, 3 =25+2t,y1 =—s—t,y2a=s,y3s =1, t,seR.

Odtud dosazenim ziskdvame obecny vektor priniku

xr1 + To + X3 0
xr1 + X9 | —2t—2s
1 + 23 o 2s
XTo + I3 2t
Vidime, ze
0 0
. -1 -1
dim UNV =2, UﬂV:< 11 o >

0 1

2.59. Uvedte néjakou bazi podprostoru

1 2 0 1 -1 0 -2 -1
U= < 3 4,12 3,1 2],(0 1 >
5 6 4 5 3 4 2 3
vektorového prostoru realnych matic 3 x 2. Tuto bazi doplinte na bazi celého
prostoru.
Reseni. Piipometime, Ze bazi podprostoru tvoif mnozina linearné nezavislych
vektori, které generuji uvazovany podprostor. Protoze

1 2 0 1 -1 0 1 2 0 1 -2 -1
113 41+2-12 3| =1 2|, -2-(3 4|+3(2 3])=|20 1
5 6 4 5 3 4 5 6 4 5 2 3
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cely podprostor U je generovan pouze prvnimi dvéma maticemi. Ty jsou potom
linedrné nezavislé (jedna neni nasobkem druhé), a tak zadavaji bazi. Chceme-li
ji doplnit na béazi celého prostoru redlnych matic 3 x 2, musime najit dalsi ctyti
matice (dimenze celého prostoru je zjevné 6) takové, aby vyslednd Sestice byla
linearné nezavisla. Muzeme vyuzit toho, ze zname napf. standardni bazi

10 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
o ofl, o o), (1 o], o 1], (0o o], |00
0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 1

prostoru realnych matic 3 x 2, ktery lze pifmo ztotoznit s RS. Sepiseme-li dva
vektory baze U a vektory standardni baze celého prostoru v tomto poradi, vy-
bérem prvnich 6 linearné nezavislych vektori dostaneme hledanou béazi. Pokud
vSak uvazime, ze kupft.

10 0 0 0 O
210 0 00
321 0 0 0] 1
4 3 01 00 ’
5 4 0 0 1 0
6 5 0 0 0 1
miizeme ihned bazového vektory

1 2 0 1

3 4], 2 3

5 6 4 5

podprostoru U doplnit maticemi (vektory prostoru matic)

0 0 0 0 0 0 0 0
1 01, 0 1], 0 0f, 0 0

0 0 0 0 10 0 1
na bazi. Upozornéme, ze vyse uvedeny determinant lze vy¢islit velmi snadno —
je roven sou¢inu prvki na diagondle, nebot matice je v dolnim trojihelnikovém
tvaru (nad diagonélou jsou vSechny prvky nulové). O

2.60. Napiste néjakou bazi redlného vektorového prostoru matic 3 x 3 nad R
s nulovou stopou (soucet prvkii na diagondle) a napiste soufadnice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

2.61. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru matic z pred-
choziho prikladu. Spocitejte normu matice z predchoziho ptikladu, ktera je
indukovana Vami zavedenym soucinem.
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2.62. Urcete néjakou bazi vektorového prostoru antisymetrickych realnych
¢tvercovych matic typu 4 x 4. Uvazte standardni skaldrni soucin v této bazi a
pomoci tohoto soucinu vyjadiete velikost matice

0 3 1 0

-3 0 1 2
-1 -1 0 2
0 -2 -2 0

2.63. Najdéte ortogonalni doplnék U+ podprostoru

U = {(x1,29,23,24); T1 = 23,T2 = T3 + 624} C R™.
Reseni. Ortogonalni doplnék U+ tvoii pravé ty vektory, které jsou kolmé na
kazdé feseni soustavy

Ty — X3 = 0,
Tro — T3 — 6.’E4 = 0.

Vektor je ovsem feSenim této soustavy tehdy a jenom tehdy, kdyz je kolmy na
oba vektory (1,0,—1,0), (0,1,—1, —6). Je tedy

Ut ={a-(1,0,-1,0)+b-(0,1,-1,-6); a,b € R}.

2.64. Urcete, zda jsou podprostory
U=1{(21,22), V=(-1,0,-1,2),(-1,0,1,0), (0,0,1,-1))
prostoru R* na sebe kolmé. Pokud ano, je R* = U @V, tj. je U+ = V?

Reseni. Vektor, ktery zadava podprostor U, je kolmy na kazdy ze tif vektort,
které generuji V. Podprostory jsou tak na sebe kolmé. AvSak neni pravda, ze
R* = U @ V. Podprostor V je totiz pouze dvojdimenzionélni, protoze

(=1,0,—1,2) = (=1,0,1,0) — 2(0,0,1, —1).
0

2.65. V zavislosti na parametru ¢ € R stanovte dimenzi podprostoru U vek-
torového prostoru R3, je-li U generovan vektory

(a‘) Uy = (17 ]-a 1)7 U = (1atv 1)7 Uz = (2727t)a
(b) uy = (t,t,t), we = (—4t,—4t,4t), wuz=(-2,—-2,-2).

Reseni. V prvnim pfipadu je dim U = 2 pro t € {1,2}, jinak je dim U = 3.
Ve druhém piipadu je dim U =2 prot # 0 a dim U = 1 pro ¢t = 0. ]
2.66. Sestrojte ortogonalni bazi podprostoru

((1,1,1,1), (1,1,1,-1), (—-1,1,1,1))
prostoru R%.
Reseni. Gram-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem lze obdrzet visledek

((1,1,1,1), (1,1,1,-3), (-2,1,1,0)).

O
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2.67. V prostoru R* naleznéte néjakou ortogonalni bazi podprostoru vsech li-
neéarnich kombinaci vektori (1,0, 1,0), (0,1,0,—7), (4, —2,4, 14) a podprostoru
generovaného vektory (1,2,2,—1), (1,1,-5,3), (3,2,8, 7).

Reseni. Pfizachovani poradi podprostorti ze zadani jsou ortogonalnimi bazemi
napft.

((1,0,1,0), (0,1,0, 7))

((17 27 27 _1)7 (27 37 _37 2)7 (27 _17 _]-v _2))

O
2.68. Pro jaké hodnoty parametri a,b € R jsou vektory
(1,1,2,0,0), (1,—1,0,1,a), (1,b,2,3,—2)
v prostoru R® po dvou ortogonalni?
Reseni. Vysledek je a = 9/2, b = —5, nebof musi mj. platit
14+bt440+0=0, 1—-b+0+3—2a=0.
O

2.69. V prostoru R® uvazujte podprostor generovany vektory
(1,1,-1,-1,0), (1,-1,-1,0,-1), (1,1,0,1,1), (—=1,0,—1,1,1).

Najdéte néjakou bazi jeho ortogonalniho dopliku.

Reseni. Hledan4 baze obsahuje jediny vektor. Je jim néjaky nenulovy skalarni
nasobek vektoru

(37 775 17 757 9)
([

2.70. Popiste ortogonalni doplnék podprostoru V prostoru R%, je-li V' gene-
rovan vektory (—1,2,0,1), (3,1,—-2,4), (—4,1,2,—-4), (2,3, -2,5).

Reseni. Ortogonélni doplnék (komplement) V+ je mnozina viech skaldrnich
nasobkt vektoru (4,2,7,0). O

2.71. 'V prostoru R® uréete ortogonalni doplnék W+ podprostoru W, jestlize
(a) W={(r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+1t);rstecR}
(b) W je mnoZzina FeSeni soustavy rovnic 1 —x3 = 0, 1 — x2 + T3 — x4 +
Ty =
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2.72. Necht jsou v prostoru R* dany vektory
(1,-2,2,1), (1,3,2,1).

Dopliite tyto dva vektory libovolnym zptisobem na ortogonalni bézi celého R*.
(Muzete k tomu vyuzit Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces.)

Reseni. Hledanych doplnéni je pochopitelné nekoneéné mnoho. Jednim (sku-
teéné jednoduchym) je napt.

(1,-2,2,1), (1,3,2,1), (1,0,0,—1), (1,0,—1,1).

O

2.73. Gramm-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem naleznéte néjakou or-
tonormalni bazi podprostoru V C R, kde V = {(x1, 72, 73, 74) € R*|x1 + 279 +
T3 = O}

2.74. Je mnozina V = {(1,z); x € R} s operacemi

@:VxV-=V (Lye(l,2)=(1z2z+y) provsechnay,z € R,
O:RxV =V, zo(l,y)=(1,y-2) pro viechna y,z € R

vektorovym prostorem?

ReSeni. Lehce se ovéid, ze se jedna o vektorovy prostor. Prvni soufadnice
neovliviiuje vypocty souctit vektord ani hodnoty skalarnich nasobki vektorii:

jedné se o pfeznaceny prostor (R, +,-). O
2.75. Pro jaké hodnoty parametri a, b, ¢ € R jsou vektory (1,1,a,1), (1,0,1,1),
(¢,1,1,1) linedrné zavislé?

Reseni. Vektory jsou zavislé, je-li splnéna alesponi jedna z podminek

O

2.76. Nechf je ddn vektorovy prostor V a néjakd jeho baze slozend z vek-
tort u, v, w, z. Zjistéte, zda jsou vektory

u—3v+z, v—>bw—z 3dw—Tz, u—w+z2
linedrné (ne)zavislé.

Reseni. Vektory jsou linearné nezavislé. O

2.77. Dopliite vektory 1 — 22 + 23, 1 + 22 + 23, 1 — 2 — 2 na bézi prostoru
polynomt stupné nejvyse 3.

Reseni. Stadi pfipojit napf. polynom z. O
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2.78. Tvori matice

G5 6 G 6

bazi vektorového prostoru ¢tvercovych dvourozmérnych matic?

Reseni. Uvedené ¢tyii matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic linearné
nezavislé. Vyplyva to z toho, ze matice

1 1 -5 1

0 4 0 -2
1 0 3 0
-2 -1 0 3

je tzv. regularni (tj. jeji hodnost je rovna rozmeéru; tj. lze z ni pomoci fadkovych
elementarnich transformaci obdrzet jednotkovou matici; tj. existuje k ni matice
inverzni; tj. ma nenulovy determinant, roven 116; tj. ji zadand homogenni sou-
stava linearnich rovnic ma pouze nulové feseni; tj. kazdy nehomogenni linearni
systém s levou stranou urcenou touto matici ma pravé jedno fesSeni; tj. obor
hodnot linearniho zobrazeni, jez zadava, je vektorovy prostor dimenze 4; tj.
toto zobrazeni je injektivni). a

2.79. Vyfeste maticové rovnice
1 3 1 2 1 3 1 2
<3 8>'X1(3 4)’ X2'(3 8><3 4)'

Reseni. Zjevné neznamé X; a X, museji byt matice 2 x 2 (aby uvazované
sou¢iny matic existovaly a vysledkem byla matice 2 x 2). Polozme

(a1 b1 _ (a2 b2
oo i) = a)

a roznasobme matice v prvni zadané rovnici. Ma platit

a1—|—301 b1+3d1 o 1 2
3@1 + 861 3b1 + 8d1 - 3 4)’

tj. mé byt
ay + 3 = 1,
b1 + 3dy = 2,
3&1 + 801 == 3,
3by + 8y = 4
Sec¢tenim (—3)nasobku prvni rovnice se tfeti dostdvdme ¢; = 0 a nésledné

a1 = 1. Podobné se¢tenim (—3)ndsobku druhé rovnice se ¢tvrtou dostavame
dy = 2 a poté by = —4. Je tedy

1 —4
W= 5).

Hodnoty as, ba, co, d2 najdeme odlisnym zptsobem. Napft. pouzitim vzorce

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—bec\—c a)’
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ktery plati pro libovolnd ¢isla a, b, ¢, d € R (inverzni matice existuje prave tehdy,
kdyz ad — be # 0), spoctéme

1 3\' /(-8 3
3 8 S \3 -1)
Vynasobeni zadané rovnice touto matici zprava dava
1 2 -8 3
o3 4)
-2 1
XQ(—12 5)'

4. Cvicéeni

a tudiz

2.80. V zavislosti na hodnoté parametru a € R rozhodnéte o poctu feseni
soustavy linearnich rovnic, ktera je zadand matici pfidruzené homogenni sou-
stavy

D W N

a vektorem pravé strany

-3

Reseni. Pro a = 0 nemé uvazovany systém feSeni; pro a # 0 ma nekonecné
mnoho reseni. (]

2.81. Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linearnich rovnic tii pro-
ménnych, jejiz mnozinou reseni je

(a) {(0,0,0)};

(b) {(0,1,0),(0,0,0),(1,1,0)};
(¢) {(z,1,0); = € R};
(d) {(z,y,2y); =,y € R}.

Reseni. Pfizachovani poradi jsou spravné odpovédi ,ano“, ,ne“, ,ne“a ,ano“.
a

2.82. Vektory

(1,2,1), (-1,1,0), (0,1,1)
jsou linearné nezavislé, a proto z nich Ize sestavit bazi R®. Kazdy trojrozmérny
vektor je tak néjakou jejich linearni kombinaci. Jakou jejich linearni kombinaci
je vektor (1,1,1)7
Reseni. Vysledek je

1 1
(1,1,1) = -(1,2,1)—§~(—1,1,0)+§-(0,1,1).

N =
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2.83. Vyjadrete vektor (5,1,11) jako linedrni kombinaci vektort (3,2,2),
(2,3,1), (1,1,3), tj. naleznéte ¢isla p, ¢, r € R, pro kterd je

(5,1,11) = p(3,2,2) + ¢ (2,3,1) + 7 (1,1,3).

Reseni. Uloha ma jediné feeni

(]
2.84. Reste maticovou rovnici
2 5 4 —6
X'<1 3)_(2 1)'
Reseni. Takova matice X existuje pravé jedna, a to
18 —32
5 —=8)°
O
2.85. Vypocitejte inverzni matici k matici
1 0 =2
A=12 -2 1
5 =5 2
ResSeni. Plati
1 10 —4
At=(1 12 -5
0 5 =2
(]

2.86. Naleznéte inverzni matici k matici

8 3 0 00
52 0 00
00 -1 00
00 0 1 2
00 0 3 5
Reseni. Inverzni matici je
2 -3 0 0 O
-5 8 0 0 0
0o 0 -1 0 0
0o 0 0 =5 2
o o0 0o 3 -1



46 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

2.87. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici
1 1 1 1

1 1 -1 1
¢ = 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
Pokud ano, urcete tuto matici C 1.
Reseni. Je
0 1 1 0
110 1 0o -1
-1+
o= 211 -1 0 0
1 -1 -1 1

2.88. Stanovte A7!, je-li

(a) A= (—i ;), pfidemz 7 je imaginarni jednotka;

1 -5 -3
b)) A=|[-1 5 4
-1 6 2

Reseni. V prvnim pifpadé dostavame

1 (3 —i
1_ = .
A= (z 1)’

ve druhém potom

14 8 5
At=12 1 1
1 1 0

2.89. Za pomoci vypoctu inverzni matice urcete FeSeni soustavy

x1+x2+x3+w4:

2
$1+I2*SE37I4:3,
T4 — Ty + X3 — Ty 3

5

T1 — T2 — T3 + X4

Reseni. Inverzni matici k matici

1 1 1 1

1 1 -1 -1

1 -1 1 -1

1 -1 -1 1

je

1 1 1 1
11 1 -1 -
411 =1 1 =1

1 -1 -1 1

Nasledné lze snadno ziskat

:r—?)1 x—f§ x—f§ Ty =
1= 43 2 = 47 3 = 4, 4 —

N
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O
2.90. Napiste inverzni matici k n x n matici (n > 1)
2—n 1 e 1 1
1 2—-n . 1
A =
1 2—n 1
1 1 1 2—n
Reseni. Plati
o1 1 - 1
1 0 1 1
1 1
A = 1 1 0
n—1
1
11 1 0
|
2.91. Najdéte adjungovanou matici F™*, je-li
a B 0
F=\{|~ ¢ 0], a, B,7,0 € R.
0 0 1
Reseni. Ze znalosti inverzni matice F~! dostavame
o —p 0
Fr=(ad-p)F*t=[-— « 0 pro libovolna «, 3,v,0 € R.
0 0 «bd—py
O

2.92. Vypocitejte adjungované matice k maticim
3 -2 0 -1
(a) (1) 32 33 jL2 () (31+QZz' 261)
0 1 2 1
pficemz 4 oznacuje imaginarni jednotku.
Reseni. Hledanymi maticemi jsou
1 1 -2 —4

0 1 0 -1 6 -2
@ 13 03 6| ® (—3+2i 1+i)'
2 1 6 —10
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