KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

4.1. Napiste parametrické vyjadieni pfimky urcené rovnicemi
T — 2y + z = 2,
2 + y — z =5
v R3.
Reseni. Zfejmé postacuje vyfesit uvedenou soustavu rovnic. Miizeme ale postupovat také

odlisné. Potfebujeme totiz najit nenulovy (smérovy) vektor, ktery bude kolmy na (normé-
lové) vektory (1,—-2,1), (2,1, —1). Vektorovy soucin

(1,-2,1) x (2,1,—-1) = (1,3,5)
ovSem takovy vektor dava. VSimneme-li si, Ze napt. usporadana trojice
(z,y,2) = (2,-1,-2)
vyhovuje dané soustave, dostaneme vysledek
2,-1,-2]+t(1,3,5), teR.
4.2. Rovinu
0:0,3,2,5] +¢(1,0,1,0) +s(2,-1,-2,2), t¢,s€R

ve Ctyfrozmérném euklidovském prostoru zadejte implicitné.

Reseni. Ukolem je najit soustavu linearnich rovnic étyf proménnych z,v, z, u (Gty¥i pro-
ménné jsou dany dimenzi prostoru), jiz budou vyhovovat pravé soufadnice bodu uvedené
roviny. Poznamenejme, Ze hledana soustava bude obsahovat 2 = 4 — 2 lineadrné nezavislé
rovnice. Ptiklad vyfesime tzv. eliminaci parametri. Body [z, vy, z, u| € o spliuji

r = t + 2s,
Yy = 3 - S5,
z = 2 4+ t — 2s,
u = b + 2s,

pricemz t, s € R. Odtud mtzeme ihned pfejit k maticovému zapisu
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kde prvni dva sloupce jsou smérové vektory roviny, za svislou ¢arou nasleduje zaporné
vzatd jednotkova matice a za druhou svislou ¢arou jsou soufadnice bodu [0, 3,2, 5]. Tento
prepis vznika tak, ze na vyse uvedenou soustavu rovnic nahlizime jako na soustavu rovnic
pro neznamé t, s, x,y, z, u a vSechny ¢leny pritom prevadime na jednu stranu rovnic. Ziska-
nou matici prevedeme pomoci elementarnich fadkovych transformaci do tvaru, kdy pred
prvni svislou ¢arou bude maximalni mozny pocet nulovych fadka. Pfi¢tenim (—1)nésobku
prvniho a soucasné (—4)nasobku druhého Fadku ke tfetimu fadku a dvojndsobku druhého
ke ¢tvrtému fadku dostavame
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1 —2/0 0 -1 0 ~ -1 0 |-10
o 20 0 0 -1 0|0 -2 0 —-1] 11
Odkud plyne vysledek
r + 4y - =z — 10= 0,
—2y - u + 11= 0.

Koeficienty za prvni svislou carou v fadcich, které jsou ptfed touto svislou ¢arou nulové,
urcuji totiz koeficienty obecnych rovnic roviny.
Upozornéme, ze kdybychom napft. prepsali soustavu rovnic do matice

1 0001 210
0100(0 —1}]3
00101 =22 )"
000 1[0 2|5

ktera odpovida situaci, kdy proménné z,y, z, u zlstavaji na levé strané rovnic, totozna
aprava

10001 2|0 1 0 001 2 0
001000 =13 1| 0o 1 0 0|0 —-1| 3
00101 —2|2 -1 -4 1 0[0 0 |-10
000 1[0 2|5 0 2 010 0| 11
dava vysledek ve tvaru
- — 4y + =z = —10,
2y + u = 11.

Jinak TeCeno, pii prepisovani soustavy do matice je nutné zohlednovat, zda svisla cara
oddéluje levou stranu rovnic od pravé (¢i nikoliv). Nabizi se, ze metoda eliminace parametrii
mize byt zdlouhava a Ze se pii jejim pouziti lze snadno dopustit chyb(y). V tomto piikladu
jsme pritom hledali pouze dva linearné nezavislé norméalové vektory, tj. vektory kolmé na
vektory (1,0,1,0), (2,—1,—2,2). Pokud bychom si uvédomili, Ze takovymi vektory jsou
napt. (0,2,0,1), (—1,0,1,2), dosazenim = =0, y = 3, 2 = 2, u = 5 do rovnic

2y + u = a,
—x + 2z + 2u = b



bychom obdrzeli a = 11, b = 12, nasledné hledané implicitni vyjadieni
2y + u = 11,
— + 2z + 2u = 12
4.3. Naleznéte parametrické vyjadieni roviny prochéazejici body
A=12,1,1], B=[3,4,5], C=1[4,-2,3].
Poté parametricky vyjadiete otevienou polorovinu obsahujici bod C' a vymezenou primkou

zadanou body A, B.

ResSeni. K parametrickému vyjadieni roviny potiebujeme jeden bod lezici v této roviné
a dva smérové (linedrné nezavislé) vektory. Staci zvolit bod A a vektory B — A = (1,3,4)
aC — A = (2,-3,2), které jsou o¢ividné linedrné nezavislé. Bod [z, vy, z] nélezi do dané
roviny prave tehdy, kdyz existuji ¢isla ¢, s € R, pro ktera je

r=2+1-t4+2-5, y=1+3-t—3-5, z=1+4-t4+2:s;
tj. hledané parametrické vyjadreni roviny je
2,1,1]+t(1,3,4) +s(2,-3,2), t,seR.

Volba s = 0 zjevné dava primku, ktera prochéazi body A, B. Prot = 0, s > 0 dostavame
polopifimku zacinajici v bodé A a prochézejici bodem C'. Libovolné pevné zvolené t € R
a ménné s > 0 pak zadavaji polopiimku s pocatkem na hrani¢ni piimce a s body v poloro-
viné, ve které se nachéazi bod C'. To znamené, Zze hledanou otevienou polorovinu miizeme
vyjadrit parametricky takto

2,1,1]+t(1,3,4) +s(2,-3,2), teR, s>0.
4.4. Urcete vzajemnou polohu primek
p:[1,0,3]+t(2,-1,-3), teR,
q:[1,1,3]+s(1,-1,-2), seR.

Reseni. Hledejme spoleéné body zadanych piimek (prinik podprostort). Dostavame sou-
stavu
1 + 2t =1
0o — t =1
3 — 3t = 3 — 2s.
Z prvnich dvou rovnic vyplyva, ze t = 1, s = 2. To ovSem nevyhovuje tfeti rovnici. Soustava
tak neméa feSeni. Nebotf smérovy vektor (2, —1,—3) pfimky p neni ndsobkem smérového
vektoru (1, —1, —2) pfimky ¢, pfimky nejsou rovnobézné. Jedné se proto o mimobézky.

+ s,

4.5. Pro jaka ¢isla a € R jsou primky
p:l4,—4,8]+t(2,1,—-4), teR,
q:la,6,-5]+s(1,-3,3), seR

ruznobézné?



Reseni. Piimky jsou rtiznobé&zné tehdy a jenom tehdy, kdyZ m4 soustava

4 + 2t = a + s,
-4 + t = 6 — 3s,
8§ — 4t = -5 + 3s

pravé 1 feSeni. V maticovém zépisu fesime (prvni sloupec odpovidd proménné ¢, druhy
pak s)

2 —1lla—4 1 3 10 1 3 10
1 3 10 ~ 2 —-1lla—4 |~ 0 —7|a—24
-4 -3| —-13 -4 -3 —-13 0 1 3

Vidime, Ze soustava mé pravé 1 feseni tehdy a jenom tehdy, kdyz je druhy fadek nasob-
kem tfetiho. To je splnéno pouze pro a = 3. Dodejme, Ze prisecikem je v tomto pripadé

bod [6, —3, 4].
4.6. V R? stanovte vzajemnou polohu pifmky p zadané implicitné rovnicemi

x + y — z = 4
r — 2y + z = =3

aroviny o:y =2z — 1.

Reseni. Normalovy vektor o je (2, —1,0) (uvazte zapis o : 20 — y + 0z = 1). Lze postfeh-
nout, ze plati
(1,1,-1)+ (1,-2,1) = (2,-1,0),

tj. Ze normalovy vektor roviny p je linearni kombinaci normalovych vektori p. Zaméreni
piimky (zadané nenulovym smérovym vektorem kolmym na uvedené dva normalové vek-
tory) je proto podprostorem zamé¥eni roviny o (smérovy vektor piimky je nutné kolmy na
vektor (2, —1,0)). Lehce jsme zjistili, Ze pfimka p je rovnobézna s rovinou p. Zajima nas,
zda se protinaji (zda p lezi v p). Soustava rovnic

r + y — z = 4,
r — 2y + z = =3
20 — gy = 1

mé nekonecéné mnoho FeSeni, nebot se¢tenim prvnich dvou rovnic dostaneme pravé treti
z rovnic. Pfimka p tak musi lezet v roviné p.

4.7. Naleznéte prinik podprostori ()1 a (9, je-li
Q1:[4,-5,1,-2] +t1(3,5,4,2) + t2(2,4,5,1) + t3(0,3,1,2), t1,ta,13 € R,
Qg : [4, 4, 4, 4] + S1 (0, —6, —2, —4) + So (—1, —5, —3, —3) 5 S1,82 € R.

Reseni. Bod X = [z}, 29, 23, 24] € R* nélezi do Q, N Qy pravé tehdy, kdyz je

1 4 3 2 0
A : 5 4 3
i P I Dl RN I R
4 —2 2 1 2



pro néjaka ¢isla tq,t9,t3 € R a soucasné kdyz je

T [4 0 -1

z2| |4 —6 -5

T3 = |4 + S _9 + S _3

Ty _4 —4 -3

pro néjaké sq, so € R. Porovnanim ziskavame

3 2 0 4 —4 0 —1
5 4 31 | 4+5 —6 -5
tl 4 +t2 5 +t3 1 = 41 +81 _9 +82 _3
2 1 2 4+ 2 —4 -3

P#i maticovém zépisu (pro poradi proménnych tq,%s,t3, 51,52 a po pfevodu vektori u s;
a $9 na levou stranu) feSme pomoci fadkovych operaci

3200 1]0 32 00 1]0
5436 5|9 0 2 9 18 10|27
4512331 71o 7 36 5|9 |~
212 4 3|6 0 -1 6 12 7|18
30000]0
02000|0
“10012 0|3
000010

Odtud vidime, ze t; =ty = so =0 apro s; =t € R je t3 = 3 — 2t. Podotknéme, Ze k urceni
Q1 N Q4 stacilo znat bud ¢y, t9, t3 nebo sq, so. Vratme se nyni k vyjadieni

T 4 0 -1 4 0
| |4 —6 5| |4 —6
T3 ~ |4 + S ) + S2 3|7 |4 +1 _9
T4 4 —4 -3 4 —4

Prinikem zadanych podprostort je tedy piimka (s = —2t)
[4,4,4,4] +5(0,3,1,2), seR.

Pro kontrolu rovnéz dosadme

T 4 3 2 0
2| |5 5 4 3
P PR N VR Rl P Rl
T4 —2 2 1 2
4 0 4 0
-5 3 4 —6
=14 +(3—2t) =14l T o]
—2 2 4 —4



4.8. Dokazte, ze pro kazdé n € N a pro libovolna kladna cisla x1, zo, ..., x, € R plati

, (1 1 1
< —+ =4+ = (w1t a2tFx,).
T ) e
Poté uvedte, kdy nastéava rovnost.
Reseni. Postacuje uvazit Cauchyovu nerovnost
ju-v < [[ul[[[v]|

v euklidovském prostoru R™ pro vektory

u= (%%\/27) v = (VT1 Tar - - /T0) -

Takto dostaneme

1 1 1
Z1 o) Tn

Dokazovanou nerovnost potom obdrzime umocnénim (??). Dale vime, ze Cauchyova ne-
rovnost prejde v rovnost, pravé kdyz bude vektor v nasobkem vektoru v, coz jiz impliku-
jex) =T9 =+ =Ty

4.9. Naleznéte bod A primky
p:rx+2y+2—1=0, 3z—y+42z—-29=0,
ktery m4 stejnou vzdalenost od bodu B = [3,11,4], C' = [-5,—13, —2].
Reseni. Nejprve vyjadiime pifimku p parametricky tak, Ze vyfesime soustavu rovnic

r 4+ 2y + z = 1,
3r — y + 4z = 29.

Soustavu zapiSeme rozsifenou matici a upravime
1 2 1|1 1 2 1)1 10 9/7 | 59/7
3 -1 4129 0 —7 1|26 0 1 —1/7|-26/7 )

Tim dostavame vyjadieni

59 26 91
) t(-2,2,1), teRr
p {77 770}—’_ < 7777 >7 e

Odkud substituci t = 7s + 26 plyne
p:[=25,0,26] +5(—9,1,7), scR.
Bod A obdrzime volbou jistého s € R. Pritom vektory
A—B=(-28—-9s,—11+ 5,22+ 7s),
A—C=(-20-09s,13+ 5,28 + 7s)



maji mit stejnou délku, tj. ma platit
V(=28 — 95)2 + (=11 + 5)2 + (22 + 7s)?
= /(=20 — 95)2 + (13 + 5)2 + (28 + 75)2,

resp.
(—28 — 95)2 + (=11 4 5)? + (22 + 7s)?
= (=20 — 95)% + (13 + 5)% + (28 4 7s)*.
Upravou posledni rovnice ziskdme s = —3. Je tak
A=1[-25,0,26] —3(=9,1,7) = [2,-3,5].

4.10. V euklidovském prostoru R?* stanovte vzdalenost bodu A = [2, —5, 1, 4] od podpro-
storu
U:dx1 — 229 — 323 — 224+ 12=0, 21 — a9 — 223 —224+9=0.

Reseni. Nejdiive nalezneme libovolny bod podprostoru U (feseni soustavy). Napi. je
B =10,3,0,3] € U.

Vime, Ze vzdalenost A od U se rovnéa velikosti kolmého prumétu vektoru A — B do ortogo-
nalniho doplitku zaméreni podprostoru U. Ortogondlni doplnék zaméteni U ovSem znédme
(zadava tento podprostor) — jako mnozinu (linedrnich kombinaci normélovych vektori)

Vi={t(4,-2,-3,-2)+s(2,—1,-2,-2); t,s € R}.
Potfebujeme najit kolmy primét P4 _p vektoru A — B do V| ktery nalezi do V, a proto je

Pip=a(4,-2,-3,-2)+b(2,—-1,-2,-2)
pro jisté hodnoty a,b € R. Zjevné musi platit (A — B — PA B) LV, tedy
(A= B)— Pap) L (4,-2,-3,-2),
(A= B)— Pa_p) L (2,—-1,-2, —2)

Dosazenim za A — B a P4_p odsud vyplyva
(((27 _87 17 1) —a (47 _27 _37 _2) —b (27 _17 _27 _2)) ’ (47 _27 _37 _2)) = 07
(((2a _8a 17 1) —a (47 _27 _37 _2) —b (27 _17 _27 _2)) : (2’ _1’ _2’ _2)) = 0’

tj.
((2,-8,1,1) - (4, -2, -3, -2)) — a ((4, -2, -3, -2) - (4, -2, —3,-2))
—b((2,-1,-2,-2) - (4,-2,—3,-2)) =0,
((2,-8,1,1) - (2,-1,-2,-2)) — a ((4, -2, -3, -2) - (2, -1, -2, —-2))
) )

Vy¢islime-li tyto skalarni souciny, obdrzime soustavu

19 — 33 — 20b = 0,
8 — 20a — 13b = 0,



kterd mé jediné feseni a = 3, b = —4. Je tudiz
Py p=3(4,-2,-3,-2)—4(2,-1,-2,-2) = (4,-2,—1,2),

pricemz

| Pap |l = V42 4 (—2)2 + (1) + 22 = 5.
Pfipomenme, Ze vzdalenost A od U je rovna || Po_p || = 5.

4.11. Spoctéte vzdalenost v bodu [0, 0, 6,0] od vektorového podprostoru
U:[0,0,0,0] + 1 (1,0,1,1) + £ (2,1,1,0) + £5 (1, —1,2,3), t1,to,ts €R
prostoru R*.

Reseni. Ulohu budeme fesit postupem zaloZenym na tzv. problému nejmensich étverct.
Vektory generujici U napiseme do sloupci matice

1 2 1
01 —1
A=111 9
10 3

a bod (0,0, 6,0] nahradime jemu odpovidajicim vektorem b = (0,0,6,0)7. Budeme fesit
soustavu A - x = b, tj. soustavu linearnich rovnic

r1 + 2{E2 -+ r3 = 0,

Ty — T3 0,
Ty + To + 2%3 = 6,
T + 31’3 = 0,

pravé metodou nejmensich ¢tverct. (Upozornéme, Ze tato soustava nemd feseni — jinak by
vzdélenost byla rovna 0.) Systém A - z = b vynésobime zleva matici AT. Roz&ifend matice
soustavy AT - A.x = AT . b pak je

3 3 6|6
36 3|6
6 3 15|12
Pomoci elementarnich fadkovych transformaci ji postupné prevedeme na schodovity tvar
33 6|6 3 3 6 |6 11 2|2
36 3|6 ~10 3 -3|/0]|]~101-1/0
6 3 15|12 0 -3 3|0 00 010
Provedeme-li jesté zpétnou eliminaci
11 2|2 10 3|2
01 —-1{0 )] ~(01 —=1{0 |,
00 010 00 010

miizeme ihned napsat feseni



zadavajicich vektort podprostoru U, nebot je
3(1,0,1,1) = (2,1,1,0) = (1,-1,2,3).
Libovolné (¢ € R) linedrni kombinace
(2—-3t)(1,0,1,1)+¢(2,1,1,0) +¢t(1,-1,2,3) = (2,0,2,2)
v8ak odpovida bodu [2,0, 2, 2] podprostoru U, ktery je nejblize bodu [0, 0, 6,0]. Pro hleda-
nou vzdalenost proto plati
v=1][2,0,2,2] — [0,0,6,0] || = /22 + 0 + (—4)? + 22 = 2V/6.

4.12. Necht je déna krychle ABCDEFGH (pii obvyklém vyznamu zépisu, tedy vek-
tory E— A, F'— B, G — C, H— D jsou kolmé na rovinu ur¢enou vrcholy A, B, C, D)
v euklidovském prostoru R3. Vypodététe tihel ¢ mezi vektory FF — A a H — A.

Reseni. Tento piiklad jsme jiz jednou fesili pomoci vzorce z definice odchylky. Nyni se
zkusme zamyslet. Uvazované body A, F'; H jsou vrcholy trojihelniku, jehoz vSechny strany
jsou thlopfickami stén krychle. Jedna se tudiz o rovnostranny trojihelnik. Odtud plyne,
ze p =1/3.

4.13. V realné roviné naleznéte ptimku, ktera prochazi bodem [—3,0] a s pfimkou
D V3x + y+5=0
svira tthel 60°.
Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze podminkdm tlohy musi vyhovovat pravé dvé piimky.
Obecné rovnice pfimky v roviné ma tvar
ar +by+c=0, pricemz lze volit a®+b*=1.

Naleznéme tedy takova ¢isla a, b, c € R, aby byly splnény uvedené podminky. Dosadime-li
x = —3, y = 0 do této rovnice (pfimka ma prochzet bodem [—3,0]), dostaneme ¢ = 3a.
Podminka, ze pfimka mé svirat tthel 60° s pfimkou p, potom dava

1 | V3a+3b|
— =c0s60° = —F, tj. \/gz‘\/ga—l—?)b‘.
2 V12 J

Dalsi tpravou obdrzime
+1=a+v3b aumocnénim 1= da?+ 3b%+ 2v/3ab.
Vyuzijeme-li a® + b = 1, ziskame

0= 20% + 2v/3ab, tj. ozb<b+\/§a>.

Celkem tak mame moznosti (pfipomenime, 7e ¢ = 3a a a® + b? = 1)

1 3 3
a=+1, b=0, c=43 o=t b:ch, o=+,



Snadno se ovéri, ze témito koeficienty urcené primky

1 V3 3

zadani skutecné vyhovuji.
4.14. Urcete odchylku piimky p zadané implicitné rovnicemi

r + 3y + z = 0,
-r — y + z =0

odroviny o:x+y+22+1=0.
Reseni. Vidime, Ze normélovy vektor roviny o je (1,1,2). Seéteni rovnic zadavajicich
primku p pii opsani prvni z nich dava

r + 3y + =z = 0,
2y + 2z = 0.

Odsud plyne, ze y = —z a & = 2z. Vektor (2, —1, 1) je proto smérovym vektorem piimky p;
jinak feCeno, mizeme zapsat (p o¢ividné prochézi poc¢atkem)
p:[0,0,0] +¢(2,-1,1), teR.
Pro thel ¢ vektoru (1,1,2), (2,—1,1) plati
2-1+2 1
V6-v6 2
Je tedy ¢ = 60°. To je ovSsem velikost thlu, ktery svird smérovy vektor p s norméalovym
vektorem p. Hledany tihel je doplitkkem tohoto tihlu, a tak je vysledek 30° = 90° — 60°.

cos p =

4.15. Spoctéte objem rovnobéznosténu v R? s podstavou v roviné z = 0 a s hranami
zadanymi dvojicemi vrcholi [0, 0, 0], [—2,3,0]; [0,0,0], [4,1,0] a [0,0,0], [5,7,3].

Reseni. Rovnobé&znostén je zadan vektory (4,1,0), (—2,3,0), (5,7,3). Vime, Ze jeho objem
je roven determinantu

4 -2 5
1 3 7:3ﬁ ?ﬂ:3¢4:@.
0 0 3

Dopliime, Ze pfi zménach poradi vektorti bychom obdrzeli vysledek +42, nebot determi-
nant udava orientovany objem rovnobéznosténu. Jesté poznamenejme, zZe objem rovnobéz-
nosténu by se dle vypoctu determinantu nezménil, pokud by tfeti vektor byl [a,b, 3] pro
libovolna ¢isla a,b € R. Jeho objem pochopitelné zavisi pouze na kolmé vzdalenosti rovin
dolni a horni podstavy a jejich obsahu

F -2

1 3‘:14.



4.16. Urcete rovnici kuzelosecky (a poté jeji typ), kterda prochazi body
[—2,—4], [8,—4], [0,—2], [0,—6], [6,—2].
Reseni. Do obecné rovnice kuzelosecky
anz? + a22y2 + 2a127y + a1x +ay +a =0

postupné dosadime soutradnice zadanych bodti. Takto obdrzime soustavu

4a1; + 16ags + 16a2 — 2a; — 4ay + a = 0,
64a; + 16ase — 64a2 + 8a;y — 4day + a = 0,
4@22 — 2@2 + a O,
36&22 — 6@2 + a = O,
36@11 + 4@22 — 24&12 + 6@1 — 2CL2 + a = 0.
V maticovém zapisu provedeme tpravy
4 16 16 -2 —4 1
64 16 —64 8 —4 1
0 4 0 0 -2 1|~
0 36 0 0 -6 1
36 4 —-24 6 -2 1
4 16 16 -2 -4 1
0o 4 0 0 -2 1
~10 0 64 -8 12 -9 ~-.-.
0 0 0 24 -—-36 27
0 0 0 0 3 =2
48 0 0 0 0 -1
0 12 0 0 0 -1
~10 0 64 0 0 O
0O 0 0 24 0 3
0O 0 0 0 3 -2
Hodnotu a mtzeme zvolit. Zvolime-li a = 48, dostaneme
CLH:l, CL22:4, CL12:0, CL1:—6, (12:32.

Kuzelosecka méa tudiz rovnici
2+ 4y* — 62 + 32y + 48 = 0.
V této rovnici doplnime vyrazy 2% — 6z, 4y* + 32y na druhé mocniny dvojclenti, coz dava
(x —3)* +4(y+4)> —25 =0,
resp.
(=37 (y+47
2 5\2
g (3)
Vidime, Ze se jednd o elipsu se stfedem v bodé [3, —4].

—1=0.




4.17. Pomoci doplnéni na ¢tverce vyjadrete kvadriku
—2? + 3y + 22+ 6y — 42 =0
ve tvaru, ze kterého lze vycist jeji typ.

Reseni. Vsechny ¢leny obsahujici = pfipojime k —z? a provedeme doplnéni na &étverec.
Tim ziskame

—(x =3y + 9 +3y* + 22 — 4z =0.
Z4dné ,nezadouci“ ¢leny obsahujici ¥ nemame, a proto postup opakujeme pro proménnou z,
coz dava

—(r =3y +12° + (2 —2)*—4=0.
Odtud plyne, Ze existuje transformace proménnych, pti které obdrzime (rovnici mizeme
nejdiive vydélit 4) rovnici

— P+ P+ 2 -1=0.
4.18. Uvedte vSechny hodnoty parametri o, 8 € R, pro které jsou vektory
(0,0Z+2,0Z+1,CX+1), (ﬁ_Qvl_ﬁaﬁ_l_lvg_ﬁ)

v euklidovském prostoru R* normované (velikost je rovna 1).

Reseni. V prvnim piipadé existuji dvé mozné volby parametru

Ve druhém ptipadé hledané [ ocividné neexistuje.

4.19. Jestlize je ve vektorovém prostoru polynomi stupné nejvyse 2 pro libovolné dva
polynomy

p=as(p)z® +ai(p)x + ao(p), q=ax(q)z*+ ai(q)x+ ao(q)
definovan ,standardni“ skalarni soucin vztahem
(p - q) = ax(p) a2(q) + a1(p) ar(q) + ao(p) ao(q),

jakou ma vektor 5z% + 12 délku?
Reseni. Délka vektoru 52 + 12 je 13.
4.20. Najdéte primku ¢, kterd protind primky

pc 3,81+t (2,3,4), t €R,

po:[0,=5,2] +t2(5,2,—1), t2€R
a kterd prochazi bodem [4, —1, 0].
Reseni. Hledané p¥imka je

q:[4,-1,00+s(1,-2,1), scR.



4.21. Dokazte, ze pro kazdé n € N a libovolna realna ¢isla x, zo, . . ., x,, plati odhad

$1+$2+"'+$n<\/$%+x%+"'+x%

n n

Reseni. Postacuje aplikovat Cauchyovu nerovnost pro vektory
u=(x1,T, ..., %), v=(1,1,...,1)

v euklidovském prostoru R™ (a nerovnost vynésobit ¢islem 1/n).

4.22. V prostoru R? naleznéte bod roviny (vektorového podprostoru)
(a) < (27 ]-7 1>a (27 _17 1) >a
(b) < (17 17 _2)7 (3a 17 _1) >a

ktery je nejblize bodu

(a) [1,1,3];

(b) [3,-7,8].
Reseni. Nejblize je bod

(a) [2,1,1];

() [35 =35 55

4.23. Vypoctéte vzdalenost primek
pi[—4,—4,12] +1(-3,3,-8), teR,
q:[7,0,5]+s(-2,3,-4), seR
v euklidovském prostoru R3.
ResSeni. Vysledek je 13.
4.24. NapiSte rovnici pfimky majici vzdalenost 4 od bodu [—1, 0] a prochazejici bodem [3, 2].
Reseni. Takovymi piimkami jsou
dr + 4y =17, r = 3.
4.25. Urcete vzdélenost bodu [—2,2,2,5] od roviny zadané body
[0,0,0,0], [1,1,—-1,2], [3,1,0,1].
ReSeni. Vzdalenost je rovna v/22.

4.26. Stanovte rovinu g, kterd obsahuje bod [5, —3, 2] a soucasné jeho kolmé priméty do
rovin

(O [3,—1,O]+t1 (0,1,—4)—|—81 (1,1,—1), t1, 51 ER,
09 . [—1,0, 1]+t2 (2,0,1)+82 (—472,3), t2,82 ER.
ResSeni. Rovina p méa parametrické vyjadieni
[6,2,0] +t(5,—13,0) + s (0,19, —-5), t,se€R.



4.27. Spocitejte odchylku ¢ primek

2c +y—5=0 a 6xr—2y+7=0
v realné roviné.
Reseni. Lehce lze ukazat, 7e ¢ = /4.

4.28. V R? urcete odchylku piimky zadané rovnicemi

r+y+32=0,

r—y— z=0
od roviny

2r+y+2=0.

ReSeni. Vysledek je 7/6.
4.29. Stanovte vzdélenost v bodu [2,1,2, 3] od podprostoru
W = {[z1, 2, 23,24) € RY; 24 = 0}

a poté odchylku ¢ pfimky se smérovym vektorem (2,1,2,3) od podprostoru W v eukli-
dovském prostoru R*.

ResSeni. Plati

Uvédomte si, ze projekce (kolmy primét) bodu [2,1,2,3] do W je ziejmé [2,1,2,0].
4.30. Spocitejte odchylku ¢ rovin
01:106,5,4,3] +t1(—3,0,0,2) +2(3,0,0,2), t1,t2 € R,
02:15,6,5,2] +51(2,2,0,-3) +2(3,3,0,—2), s1,80€R
a vzdalenost v rovnobéznych rovin
o1:[6,5,5,4] +¢,(0,—1,1,0) + t2(8,—5,5,—2), t1,t2 € R,
02 :15,0,2,0] + 51 (—4,5,—=5,1) + 59 (4,4, —4,—-1), s1,52 € R
v euklidovském prostoru R*.

Reseni. Je ¢ = 7/4, v =717.



