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KAPITOLA 1

Piehrsel raznorodych aloh

,hodnota, zména, poloha“
- co to je a jak to uchopit?

Smyslem prvni kapitoly této ucebnice je uvést ¢tenare do fascinujiciho svéta
matematického mysleni, a to na co nejkonkrétnéjsich prikladech modelovani
realnych situaci pomoci abstraktnich objektt a souvislosti. Zaroven projdeme
nékolik témat a postupti, ke kterym se postupné budeme vracet a v zavéru
kapitoly se budeme chvili vénovat samotnému jazyku matematiky (se kterym
do té doby budeme zachézet velmi intuitivné).

O co jednodussi jsou vychodiska a objekty, se kterymi zde budeme pracovat,
o to slozitéjsi je pochopit do dusledku jemnosti pouzitych néstroju a postupt.
I to je duvod, proc¢ se budeme k témattim postupné vracet.

Pokud se tedy pfrechéazeni od tématu k tématu bude jevit z pocatku jako
chaotické, snad se to postupné spravi pii navratech v pozdéjsich kapitolach.

Zacneme s tim nejjednodussim — obycejnymi ¢isly.

1. Cisla a funkce

1.1. Ciselné obory. Vsichni jsme jisté zvykli pocitat s pfirozenymi, celymi,
racionalnimi a redlnymi ¢isly a mame také predstavy, jak jsou usporadany do
vztahll ,,mensi—vétsi“. Je také docela ziejmé, ze mezi kazdymi dvémi celymi
¢isly n a n+1 je spousta racionalnich ¢isel n < g < n+ 1. Jak jsou na tom ale
éisla redlna? Potfebujeme je viibec? I tady je patrné odpovéd dobie znama: jiz
fekové védéli, ze predepiseme-li plochu ¢tverce a? = 2, pak nelze najit racionalni
a, které by predpisu vyhovovalo. Ovérit to miuzeme za predpokladu, ze znadme
nasledujici vlastnost jednozna¢ného rozkladu prirozenych ¢isel na prvodisla:

Tvrzeni. KaZdé prirozené cislo n lze jednoznacnym zpisobem wvyjddrit jako

soucin mocnin n = py' - po?...pY*, kde viechna &isla p1,. .., pr jsou délitelnd
1 2 k> ) )

pouze sama sebou a jednickou.

Skute¢ng, pokud by platilo (p/q)? = 2 pro piirozené é&isla p a g, pak tedy
p? = 2¢%. Na levé strané mame v rozkladu na prvoéisla 2" se sudym r (piipadné
r = 0), na pravé strané ale bude vzdy mocnina dvojky lich4. To je spor s nasim
tvrzenim a tedy predpoklad nemuze platit a zddné racionalni ¢islo nemiize mit
za svoji druhou mocninu dvojku.

Vidime tedy, ze jiz hledani odmocnin nas nuti k rozsifeni racionalnich ¢isel
na realna. Dokonce snadno ukazeme

1.2. Necht' t am jsou kladna celd ¢isla. Ukazte, Ze ¢islo X/t je bud prirozené,
nebo neni racionalni.
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Reseni. Nechf uvazovana odmocnina neni pfirozené. Ukazeme, Ze potom neni
ani racionélni. Protoze predpokladame, ze %/t neni pfirozen, tak existuje pr-
voéislo r a pfirozené s takova, ze r® déli t, r**1t a mt. Jako v predchozim
piipadé predpokladejme nyni, Ze by existovala pFirozena p, g tak, ze 3/t = %.
Vynéasobenim rovnice ¢islem ¢ a umocnénim na ¢islo m dostavame ¢ - p™ = ¢™.
Nyni vSak nejvétsi pfirozené u takové, ze r* déli levou stranu rovnice neni na-
sobkem m, kdezto protoze prava strana je m-tou mocninou, tak by u mélo byt
délitelné m, coz neni mozné. Nas predpoklad tedy neplati a ¢islo %/t nemiize
byt racionalni, pokud neni pfirozené. O
Trochu vice si o redlnych ¢islech fekneme pozdéji.

1.3. Komplexni éisla.

Staci ndm aspon pro elementarni pocty realna cisla? Je lehké si uvédomit,
ze nikoliv: Uvahu o racionalité druhé odmocniny v minulém odstavci miizeme
formulovat jako dotaz na existenci feSeni rovnice

2 =2

v oboru racionanich ¢isel. Ovéfili jsme, ze feSeni nemd, v oboru redlnych ¢isel
uz ale ano. Co kdyz napiseme obecnéji

22 =b

a ptame se poreSeni ted? Tato rovnice mé vzdy feSeni x v oboru redlnych ¢isel,
pokud je b kladné. Jestlize je b = —1, pak ale zjevné takové redlné x existovat
nemize. Podbizi se ,pfidat® k redlnym c¢islim nové ¢islo ¢, tzv. imaginarni
jednotku a zkusit dat dohromady rozsifeni ¢iselného oboru R realnych cisel
tak, aby byly splnény vSechny vlastnosti, které od skalarti ocekavame.
Kupodivu to skute¢né jde tim nejjednodussim zpasobem: jisté budeme chtit
umét nové ¢islo 7 nasobit redlnymi ¢isly a budeme chtit umét pricitat i skute¢na
realna ¢isla. Nutné proto musime v novém ¢iselném oboru komplexnich cisel C
pracovat s formalnimi vyrazy z = a+1b. Redlnému ¢islu a fikame redlnd slozka
komplexniho ¢ila z, ¢islu b pak imagindrni slozka. Aby byly splnény vlatnosti
asociativity a distributivity, zavedeme sc¢itani tak, ze se nezavisle scitaji realné
slozky a imaginarni slozky a nasobeni tak, jak by se nasobily dvojcleny redlnych

¢isel s jedinym dodateénym pravidlem i2 = —1, tj.
(1.1) (a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d)
(1.2) (a+1ib) - (c+id) = (ac — bd) + i (bc + ad)

Ovérte si peclivé, ze skutecné plati vSechny vlastnosti KG1-4, O1-4 a P skalart,
jde tedy o pole (komutativni téleso) skalart. Nulou je samozfejmé ¢islo 0440,
jednickou ¢islo 1 4 ¢ 0, které opét piseme jako 0 a 1.

1.4. Komplexni ¢isla jako body v roviné.

Tak jak si jisté predstavujeme realné c¢isla jako body primky vsech redlnych
Cisel, mizZeme si dobre predstavit komplexni ¢isla z = a + ¢b jako body v
rovné o soufadnicich (a,b). Imaginarni jednotka i pak odpovidd bodu (0,1) a
vsimnéme si, ze vynasobeni jakéhokoliv ¢isla z = a + ¢ b imaginarni jednotkou
dava vysledek

i-(a+ib)=—-b+ia
tj. v interpertaci v roviné jde o otoceni bodu z o pravy thel proti sméru hodi-
novych rucicek. Dalsi geometricka operace, kterda mé jednoduché vyjadreni je
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symetrie podle osy realnych cisel:
z=(a+ib)— (a—1ib) =Z.
Hovotfime o ¢islu z komplexné sdruzeném k z. Vsimnéme si déle, Ze soucin
27 = (a® +b?) + i (—ab + ba) = a® + b*
je vzdy reélné ¢islo a dava nam kvadrat vzdalenosti ¢isla z od pocatku 0. Plati
tedy |2]? = 2z.

Komplexni ¢isla tvaru z = cos p+i sin ¢, kde ¢ je redlny parametr udavajici
thel mezi redlnou pfimkou a spojnici z s po¢atkem, popisuji pravé vsechny body
na jednotkové kruznici v komplexni roviné. Kazdé nenulové ¢islo z pak lze prave
jednim zpusobem napsat jako

z =|z|(cos v + i sinp).

Tento vyraz nazyvame goniometricky tvar komplexniho cisla z.
Standardni vzorce pro goniometrické funkce pak jsou ekvivalentni tvrzeni

Tvrzeni (Moivrova véta).
21 - 22 = |21][22](cos(p1 + @2) + i sin(p1 + ¢2),
kde p; jsou argumenty cisel z;.

Komplexni ¢isla nejsou pouze nastrojem, abychom ziskali ,divna“ Feseni
kvadratickych rovnic, ale jsou potfeba i k tomu, abychom urcili redlna feSeni
kubickych rovnic. Jak vyjadiit feseni kubické rovnice

2 4ar?+br+e=0

pomoci readlnych koeficientd a, b, ¢? Ukazme si metodu, na kterou pfisli v Sest-
nactém stoleti panové Ferro, Cardano, Tartaglia a mozna dalsi. Zavedme sub-
stituci  := t —a/3 (abychom odstranili kvadraticky ¢len v rovnici), dostaneme
rovnici:

t3+pt+q=0,
kde p = b—a?/3 a ¢ = ¢+ (2a® —9ab) /27. Nyni zavedme neznamé u, v spliujici
podminky u 4+ v =t a 3uv 4+ p = 0. Dosazenim prvni podminky dostavame

u + 03 + (Buv +p)(u+v) +q=0,

dosazenim druhé pak

P
27
coz je kvadratickd rovnice v neznamé s = u3. Mame tedy

s/ g ¢ p
= —=4 —_— —_—
“ \/ 2 Vi Tar

Celkem pak zpétnym dosazenim

x = —p/3u+u— a/3Cardan]

Ve vyrazu pro u je se vyskytuje tfeti odmocnina a abychom dostali vSechna
ti feSeni, je nutno pracovat i s komplexnimi odmocninami. Pokud se pfi tpra-
véach vyskytlo déleni nulou, je nutno pouzit jiného (vétsinou snadnéjsiho) po-
stupu.

ub + qu® — =0,
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1.5. Reste rovnici
2+ 2% -2 —1.

Reseni. Jak snadno zjistime, tak rovnice nem4 racionalnich kofent (metody si
objasnime v ¢sti ?7). Dosazenim do ziskanych vztahti ziskdme p = b—a?/3 =
—7/3, ¢ = —7/27, pro u pak dostdvame

V28 + 12/—147

6 )
kde muzeme teoreticky volit aZ Sest moznosti pro u (dvé volby znaménka plus
¢ minus a k tomu tfi nezavislé volby tfet{ odmocniny). Jak vSak snadno na-
hlédneme, dostavame pro x pouze tii rizné hodnoty. Jeden z kofenti ve formé

14 N /28 —84xiv/3 1

— - =1,247,
{/3(28 — 84i+/3)

6 3

obdobné pro ostatni dva kofeny (pfiblizné 0,445 a —1,802). Jak jsme predeslali
tak vidime, zZe i kdyz se ve vzorcich pro koreny vyskytuji komplexni ¢isla, tak
vysledek je realny. O

Zavérem jesté jeden priklad ukazujici, ze ,,divné“ skalary se chovaji divné:

1.6. Nenulovy mnohoclen s nulovymi hodnotami

Najdéte nenulovy mnohoclen s koeficienty v 7, tj. vyraz typu a,z" +-- -+
a1x+ag, a; €7, an, # 0, takovy, ze na mnoziné ; nabyva pouze nulovych hodnot
(tj. dosadime-li za x libovolny z prvkd 7 a vyraz v ; vycislime, dostaneme vzdy
nulu).
Reseni. Pii konstrukci tohoto mnohoé¢lenu se opfeme o Malou Fermatovu vétu,
ktera 1ika, ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s nim nesoudélné plati:

(1.3) a?~! = 1(mod p).
Hledany polynom je tedy napiiklad polynom 27 — 2 (polynom 2% — 1 by nemél
nulovou hodnotu v éisle 0). O

2. Kombinatorika

V této kapitole si budeme hrat s pfirozenymi ¢isly, kterd budou popisovat
rizné nedélitelné predméty nachazejici se v nasem zivotnim prostoru a budeme
se zabyvat jak spocitat pocet jejich usporadani, preusporadani, vybérd a tak
podobné. Ve velké vétsiné takovychto problému lze vystacit se ,selskym rozu-
mem“. Staci vhodné pouzivat pravidel souctu a soucinu, kterd si ukdzeme na
nasledujicich prikladech:

1.1. Maminka chce Jenikovy a Mafence rozdeélit pét hrusek a Sest jablek. Ko-
lika zptsoby to mtze udélat? (hrusky mezi sebou povazujeme za nerozlisitelné,
stejné tak jablka)

ReSeni. Pét hrusek samostatné miize maminka rozdélit Sesti zptisoby, Sest
jablek pak nezavisle sedmi zptisoby. Podle pravidla souc¢inu pak obé ovoce sou-
¢asné muze rozdélit 42 zptlisoby. (I

1.7. Urcete pocet cisel ctyfcifernych cisel, ktera zacinaji cifrou 1 a nekonci
cifrou 2, nebo kond¢i cifrou 2 a nezacinaji cifrou 1.
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ResSeni. Mnozina uvazovanych ¢sel je slozend ze dvou disjunktnich mnozin,
totiz Cisel, kterd zacinaji cifrou 1 a nekonéi cifrou 2 (prvni mnozina) a &i-
sel, kterd nezacinaji cifrou 1 a konéi cifrou 2. Celkovy pocet popsanych ¢isel
dostaneme podle pravidla souctu tak, Ze secteme pocty Cisel v téchto dvou
mnozinach. V prvni z téchto mnozin mame ¢isla tvaru ,1XXY*, kde X je li-
bovolna desitkova cifra a Y je libovolnd mimo dvojky. Muzeme tedy provést
deset voleb druhé cifry, nezavisle na tom mizeme provést deset voleb treti cifry
a opét nezavisle devét voleb posledni cifry. Tyto tfi nezavislé volby jednoznacné
urcuji dané ¢islo a podle pravidla souc¢inu mame tedy 10-10-9 = 900 takovych
¢isel. Obdobné ve druhé skupiné mame 8 - 10 - 10 = 800 ¢isel (na prvni cifru
méame pouze osm moznosti, nebot ¢islo nemtize zac¢inat nulou a jednicku mame
zakdzénu). Celkem podle pravidla souctu je

900 + 800 = 1700

uvazovanych Cisel. a
V nésledujicich pfikladech uz budeme pfi feseni pouzivat pojmu kombi-
nace, permutace, variace (pfipadné s opakovanim), které jsme definovali.

1.8. Urcete pocet ctyfcifernych cisel sestavenych z pravé dvou riiznych cifer.

ReSeni. Dvé riizné cifry pouzité na zapis mtizeme vybrat (120) zpusoby (, ze
dvou vybranych cifer miizeme sestavit 2 —2 riiznych dvojciferngch ¢isel (dvojku
odeéitame za dvé ¢isla slozend pouze z jedné cifry). Celkem mame (120) (21-2) =
630 ¢isel. Nyni jsme ale zapoditali i ¢isla zac¢inajici nulou. Téch je (?) (22-1) =
63. Celkové dostavame 630 — 63 = 567 Cisel. (]

1.9. Urcete pocet sudych ctyfcifernych cisel sestavenych z pravé dvou riiznych
cifer.

Reseni. Obdobné jako v pfedchozim piikladu se nejprve nebudeme ohlizet na
cifru nula. Dostaneme tak (g) (24 —2)+5-5(23 —1) ¢isel (nejprve pocitame éisla
pouze ze sudych cifer, druhy séitanec udava pocet sudych ctyfcifernych éisel
slozenych ze sudé a liché cifry). Opét musime odeéist ¢isla zac¢inajici nulou, téch
je (23 — 1)4 + (2% — 1)5. Hledany podet cifer tak je

(g) (2* —2)+5-5(2% —1) — (2° —1)4 — (22 — 1)5 = 272.

O

1.10. Kolika zpiisoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-li o ni
pouze, ze alespon jeden z tymu z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za
tymem Brna. (ligu hraje 16 muzZstev)

Reseni. Nejprve uréime t¥i mista, na kterych se umistily celky Brna, Olomouce
a Ostravy. Ty lze vybrat ¢(3,16) = (136) zptuisoby. Z Sesti moznych poradi zminé-
nych tfi tyma na vybranych tfech mistech vyhovuji podmince ze zadani Ctyfi.
Pro libovolné pofadi téchto tymi na libovolné vybranych tfech mistech pak
mtizeme nezavisle volit pofadi zbylych 13 tymut na ostatnich mistech tabulky.
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Podle pravidla soucinu je tedy hledany pocet tabulek roven
16
-4 -13!
(5)

1.11. Kolika zpiisoby Ize do t¥i riiznych obalek rozmistit pét shodnych stokorun
a pét shodnych tisicikorun tak, aby zadna neztistala prazdna?

O

Reseni. Nejdfive zjistime vSechna rozmisténi bez podminky neprazdnosti.
Téch je podle pravidla soudinu (rozmistujeme nezavisle stokoruny a tisiciko-

runy) C(3,5)2 = (;)2 Odecéteme postupné rozmisténi, kdy je pravé jedna
obélka prazdn4, a poté kdy jsou dvé obalky prazdné. Celkem C(3,5)?—3(C(2,5)%—
2) —3=(7)" - 3(62 — 2) — 3 = 336. O

1.12. Urcete pocet riznych vét, které vzniknou presmyckami v jednotlivych
slovech véty ,, Skokan na koks“ (vzniklé véty ani slova nemuseji ddvat smysl).

Reseni. Uréime nejprve poéty presmyéek jednotlivych slov. Ze slova ,skokan®
dostaneme 6!/2 riznych presmyéek (permutace s opakovanim P(1,1,1,1,2)),
obdobné ze slova ,na“ dvé a ze slova  koks“ 4!/2. Celkem podle pravidla souéinu
64!/2. 0

1.13. Kolik existuje riiznych presmycek slova ,krakatit“ takovych, Zze mezi
pismeny , k“ je pravé jedno jiné pismeno.
ReSeni. V uvazovanych presmyckach je Sest moznosti, jak umistit skupinu
dvou ,k*. Fixujeme-li pevné mista pro dvé pismena ,k“, pak ostatni pismena
miZeme rozmistit na zbylych Sest mist libovolné, tedy P(1,1,2,2) zpusoby.
Celkem podle pravidla soucinu je hledany pocet
6-6!
6-P(1,1,2,2) = ——.
( ) 2 . 2
O

1.14. Kolika zpiisoby miizeme do péti riiznych diilki vybrat po jedné kouli,
vybirame-li ze ¢tyf bilych, ¢tyf modrych a tii ¢ervenych kouli?
ResSeni. Nejprve fesme ulohu v piipadé, ze bychom méli k dispozici alespoii
pét kouli od kazdé barvy. V tomto pripadé se jedna o volny vybér péti prvki ze
t¥1 moznosti, tedy o variace s opakovanim t¥eti t¥idy z péti prvka (viz odstavec
2.4. ucebnich texti). Mame

V(3,5) = 3°.
Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud pouze koule stejné barvy
(takové vybéry jsou t¥i), nebo pravé ¢tyfi koule éervené (takovych vybéri je
10 = 2-5; nejprve vybereme barvu koule, ktera nebude ¢ervena — dvé moznosti
— a poté dulek, ve kterém bude — pét moznosti). Celkem tedy mame

3% -3-10=230
moznych vybért. O
1.15. Kolika zpisoby lze rozestavit n shodnych vézi na Sachovnici n X n tak,
aby bylo kazdé neobsazené pole ohrozovano nékterou z vézi?

Reseni. Dana rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnozin: mnoziny rozestaveni,
kdy je alesponi v jednom fadku jedna véz (tedy v kazdém Fadku pravé jedna;
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tato mnozina ma n" prvkt — v kazdém fadku vybereme nezavisle jedno pole pro
véZ) a mnoziny rozestaveni, kdy je v kazdém sloupci alespoii (tedy pravé) jedna
véZ (stejnou tvahou jako u prvni mnoziny mé tato mnozina rovnéz n” prvki).
Prunik téchto mnozin pak ma n! prvka (mista pro véze vybirdme postupné od
prvniho fadku — tam mame n moznosti, ve druhém pak jiz pouze n— 1 moZnosti
— jeden sloupec je jiz obsazen, ...). Podle principu inkluze a exkluze je pocet
hledanych rozestaveni:
2n™ — nl.
|

1.16. Kolika zpusoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-li o ni,
ze zadné dva z trojice tymi 1. FC Brno, Banik Ostrava a Sigma Olomouc spolu
v tabulce ,nesousedi“?(ligu hraje 16 muzstev)

ReSeni. Prond zpisob. Hledany pocet spo¢itame podle principu inkluze a ex-
kluze tak, Ze od poctu vSech moznych tabulek odecteme pocet tabulek, ve
kterych sousedi nékterd dvojice z uvedenych t¥i tymi a odecteme pocet téch
tabulek, ve kterych sousedi vSsechny tii tymy. Hledany pocet tedy je

3
16! — <2> 21150 + 3! 14! = 13599813427200.

Druhy zptsob. Zminéné tii tymy budeme povazovat za ,oddélovace”. Zby-
lych tfinact tymu musime rozdélit tak, aby mezi libovolnymi dvéma oddélovaci
byl alespon jeden tym. Navic zbylé tymy miZeme mezi sebou nezavisle permu-
tovat a rovnéztak oddélovace. Celkem tedy dostavame

14
(3 ) 1313! = 13599813427200

moznosti. (]
1.17. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet vsech feseni rovnice
T1+To+--+xp=n

vV mnoziné

a) kladnych

b) nezapornych
celych cisel.
ResSeni. Vénujme se nejprve piipadu a), hledejme tedy pocet Feseni rovnice v
mnoziné celych nezédpornych ¢&isel. Kazdé feseni (rq,...,7x), Zf:l r; = n mi-
Zeme jednoznacné zaSifrovat jako posloupnost jednicek a nul, ve které napiseme
nejprve r; jednicek, pak nulu, pak ry jednicek, nulu a tak dale. Posloupnost
bude celkem obsahovat n jednicek a k — 1 nul. Kazdé takova posloupnost navic
ziejmé urcuje néjaké feseni dané rovnice. Je tedy feseni tolik, kolik je posloup-
nosti, tedy (”+k_1).

n
Hledame-li feseni v oboru kladnych celych cisel, tak si vSimnéme, Ze ptiro-

zend Cisla x1, ...z jsou feSenim dané rovnice, pravé kdyz jsou celd nezapornd
éislay; =x; —1,9=1,...,k, feSenim rovnice
Bty +-tye=n—k
« . svs v~ s (n—1
Téch je podle prvni ¢asti feseni (k—l)‘ (I

1.18. Kolik existuje piesmycek slova PROBLEM takovych, e v nich
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a) pismena B a R stoji vedle sebe,
b) pismena B a R nestoji vedle sebe.

Reseni. a) 7!,
b) 7! —2-6!. 0

1.19. Kolik existuje presmycek slova LOKOMOTIVA takovych, Ze se v nich
stridaji souhlasky a samohlasky?

Reseni. P(5)P,(3,1,1) =2x5!- 5 = 2400. O

1.20. Kolika zpiisoby Ize rozdélit 9 dévcat 6 chlapcti do dvou skupin tak, aby
kazda skupina obsahovala alespori dva chlapce?

Reseni. Rozdélime zvlast dévéata a chlapce: 29(2° — 7) = 12800. O

1.21. Material je tvoien péti vrstvami, kazda z nich ma vlakna v jednom z
danych Sesti smérii. Kolik takovych materiali existuje? Kolik je jich takovych,
ze dvé sousedni vrstvy nemaji viakna ve stejném sméru?

Reseni. 6° a 6-5°. O

3. Diferenéni rovnice

Diferenc¢ni rovnice (jinak feceno téz rekurentni vztahy) jsou vztahy mezi
¢leny néjaké posloupnosti, pficemz nasledujici ¢len je dan pomoci ¢lenti pred-
chozich. Vyfesit diferen¢ni rovnici pak znamena najit explicitni vzorec pro n-
ty (libovolny) ¢len dané posloupnosti. Rekurentni vztah ndm totiz po zadani
nékolika prvnich ¢lenti posloupnosti zadava n-ty ¢len pfimo pouze pomoci po-
stupného vy¢isleni vSech predchozich ¢lenti.

Pokud je néasledujici ¢len posloupnosti uréen pouze predchozim c¢lenem,
hovofime o diferen¢nich rovnicich prvniho fadu. S nimi se miZeme v Zzivoté
opravdu setkat, napiiklad, pokud si chceme zjistit dobu splaceni néjaké pijcky
pfi pevné mésicni splatce, nebo naopak chceme zjistit vysi mési¢ni splatky,
zadame-li si dobu, za kterou chceme pujcku splatit.

1.22. Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K¢. Mirek by chtél
auto koupit na mési¢ni splatky. Prodavajici spolecnost mu nabizi pijcku na
koupi auta s ro¢nim tirokem 6%. Mirek bych chtél auto splatit za tii roky. Jak
vysoka bude mésicni splatka?

ReSeni. Ozna¢me Mirkovu mési¢ni splatku S. Po prvnim mésici splati Mirek
S korun, z nichz ¢ast piijde na vlastni splatku, ¢ast na splaceni troku. Céstku,
kterou bude Mirek dluzit po uplynuti k£ mésicii ozna¢me dj. Po prvnim mésici
bude Mirek dluzit

0,06

(1.4) dy; = 300000 — S + 5 300000.
Obecné po uplynuti k-tého mésice

0,06
(15) dk = dkfl -S4+ 12 dkfl.

Podle vztahu (??) je di ddno néasledovné

k
0,06 125
(H 12) _1] (0,06)'

k
0. 26 ) 300000 —

(1.6)  dp= (1 +
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Splaceni po tfech letech se rovna podmince d3g = 0, odkud dostavame

0,06
_ 12 -
(1.7) S = 300000 (1 —a 0106>‘36> = 9127.

|

Vsimnéme si, ze rekurentn{ vztah (1.5)) mtzeme pouzit na nas piiklad pouze

tak dlouho, dokud budou vSechna y(n) kladn4, tj. dokud bude Mirek skuteéné
néco dluzit.

Otazka. Jak dlouho by Mirek auto spldcel, kdyby chtél mésicné spldacet 5000 K¢?

ResSeni. Pfioznaceni g = 1,005, ¢ = 300000 nam podminka d;, = 0 dava vztah
k 2005
~ 2005 — ¢’
jehoz logaritmovanim obdrzime
In 2005 — 1n(200S — ¢)
- Ing

k

9

coz pro S = 5000 dava priblizné k = 71,5, tedy splaceni pujcky by trvalo Sest
let (posledni splatka by nebyla plnych 5000 K¢). O

Obdobnym piikladem, kde se mizeme setkat s diferenénimi rovnicemi je
pfi vypoctu naspofené sumy pii stavebnim spofeni:

1.23. Kolik penéz nasporim na stavebnim sporeni za pét let, vkladam-1i 3000
K¢ mésicéné (vidy k 1. v mésici), vklad je tiro¢en roc¢ni tirokovou mirou 3%
(iiro¢eni probihd jednou za rok) a od statu obdrzim roc¢né piispévek 1500 K¢7
(stétni pFispévek se pripisuje vzdy az 1.kvétna ndsledujiciho roku)

Reseni. Ozna¢me mnozstvi naspofenych penéz po n-tém roce jako x,,. Potom
dostavame (pro n > 2) nésledujici rekurentni formuli (navic pfedpokladéme,
Ze kazdy mésic je pfesné dvanactina roku)

11 1
Tny1 = 1,03(x,) + 36000 + 1500 + 0,03 - 3000 <1 + D +-o 4+ 12) +

uroky z vkladu za aktualni rok

2
+ 0,03 - 3 1500 =
~——
arok ze statniho prispévku pfipsaného v aktualnim roce

= 1,03(z,) + 38115

Tedy
n—2 )
z, = 38115 Y (1,03)" + (1,03)" &y + 1500,
=0
piicemz 1 = 36000 4 3000 (1 + {3 + - - + 75) = 36585, celkem
1,03)* —1
x5 = 38115 ((’023) +(1,03)* - 36585 + 1500 = 202136.
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1.2. Poznamka. Ve skutecnosti troc¢eni probihd podle poétu dni, které jsou
penize na Gctu. Obstarejte si skuteény vypis ze stavebniho spofeni, zjistéte si
jeho 1droceni a zkuste si spocitat ptripsané uroky za rok. Porovnejte je se sku-
te¢né pripsanou sumou. Pocitejte tak dlouho, dokud sumy nebudou souhlasit

1.24. Urcete posloupnost {y, }> ;, kterd vyhovuje ndsleduje nasledujicimu re-
kurentnimu vztahu

3
yn-‘,—l == §yn+17 TLZ 17 Y1 = 1

Reseni. y, =2(3)" — 2. O
Ukézeme ,populacni model“, ktery je prikladem na rekurentni rovnici dru-
hého fadu:
1.25. Fibonacciho posloupnost. Na zacatku jara pfinesl ¢ap na louku dva
Cerstvé narozené zajicky, samecka a samicku. Samicka je schopna od dvou mé-
sicii stafi povit kazdy mésic dva malé zajicky (samecka a samicku). Nové na-
rozeni zajici splodi potomky po jednom mésici a pak kazdy dalsi mésic. Kazda
samicka je brezi jeden mésic a pak opét porodi samecka a samicku. Kolik pari
zajici bude na louce po deviti mésicich (pokud zadny neumie a Zadny se tam
,nepiistéhuje®)?
ReSeni. Po uplynuti prvniho mésice je na louce pofad jeden pér, nicméné
samiCka otéhotni. Po dvou mésich se narodi prvni potomci, takze na louce
budou dva pary. Po uplynuti kazdého dalsiho mésice se narodi (tedy pfibude)
tolik zajici, kolik otéhotnélo zajecic pred mésicem, coz je presné tolik, kolik bylo
pfed mésicem part schopnych splodit potomka, coz je presné tolik, kolik bylo
part pred dvéma meésici. Celkovy pocet p, zajictl po uplynuti n-tého meésice
tak je tak souCtem poctt part v predchozich dvou meésicich. Pro pocet paru
zajict na louce tedy dostéavame homogenni linedrni rekuretni formuli

(18) Pn42 = Pn+1 erm n= 17"'7

ktera spolu s pocateénimi podminkami p; = 1 a ps = 1 jednozna¢né urcuje
pocCty para zajici na louce v jednotlivych mésicich. Linearita formule znamena,
Ze vSechny ¢leny posloupnosti (py,) jsou ve vztahu v prvni mocninég, rekurence je
snad jasnéd a homogenita znadi, Ze v pfedpisu chybi absolutni ¢len (viz dale pro
nehomogenni formule). Pro hodnotu n-tého ¢lenu miZzeme odvodit explicitni
formuli. V hledani formule nam pomuze pozorovani, Ze pro jista r je funkce ™
feSenim rekurentni formule bez pocateénich podminek. Tato r ziskdme prosté
tak, Ze dosadime do rekurentniho vztahu:

(1.9) r"t2 = ¢t 4 4 po vydéleni " dostaneme

(1.10) r? = r41,

coz je tzv. charakteristickd rovnice daného rekurentniho vztahu. Nase rovnice
mé kofeny 1_2—‘/5 a % a tedy posloupnosti a, = (%)" ab, = (1*'2—\/5)"
n > 1 vyhovuji danému vztahu. Ziejmé také jejich libovolna linedrni kombinace
Cp = Sa, +1tby, s,t € R. Cisla s a t mfizeme zvolit tak, aby vysledna kombinace
spliiovala dané pocateéni podminky, v nasem pfipadé ¢; = 1, ¢ = 1. Pro
jednoduchost je vhodné navic jesté dodefinovat nulty ¢len posloupnosti jako

)
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S
o

cop = 0 a spoditat s a t z rovnic pro ¢y a c;. Zjistime, ze s = —%, t =
tedy

(1+v5)" —(1-V5)"

2"(v5) '
Takto zadané posloupnost spliiuje danou rekurentni formuli a navic poc¢ateéni
podminky ¢y = 0, ¢; = 1, jedna se tedy o tu jedinou posloupnost, ktera je
témito pozadavky jednoznacné zadana. (|

(1.11) P =

1.26. Zjednoduseny model chovani narodniho produktu

(1.12) Ykt2 — a(1 4+ D) yry1 + abyp = 1,

kde yi. je narodni produkt v roce k, konstanta a je takzvany mezni sklon ke
spotrebé, coz je makroekonomicky ukazatel, ktery udava jaky zlomek penéz,
které maji obyvatelé k dispozici, utrati a konstanta b popisuje jak zavisi mira
investic soukromého sektoru na meznim sklonu ke spotiebé.

Predpokladame dale, ze velikost narodniho produktu je normovana tak,
aby na pravé strané rovnice vyslo ¢islo 1.

Spocitejte konkrétni hodnoty pro a = %, b= %, vw=11y=1
Reseni.

Nejprve budeme hledat feSeni homogenni rovnice (pravé strana nulova) ve
tvaru r*. Cislo 7 musi bt feSenim charakteristické rovnice

1
22 —a(l+b)x +ab=0, tj.x2—:c+zz()7

ktera ma dvojnasobny koren % Vsechna feseni homogenni rovnice jsou potom
tvaru a(3)" + bn(%")

Déle si vSimnéme, Ze najdeme-li néjaké feSeni nehomogenni rovnice (tzv.
partikuldrni FeSeni), tak pokud k nému pfi¢teme libovolné FeSeni homogenni
rovnice, obdrzime jiné feSeni nehomogenni rovnice. Lze ukazat, Ze takto ziskame
vSechna FeSeni nehomogenni rovnice.

V naSem piipadé (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehommogenni ¢len
konstantami) je partikuldrnim feSenim konstanta y,, = ¢, dosazenim do rovnice
méame ¢ — ¢+ ic =1, tedy ¢ = 4. VsSechna feSeni diferen¢ni rovnice

1
Yet2 — Yey1 + —yp =1

4
jsou tedy tvaru 4+ a(3)" +bn(3)". Pozadujeme yo = y; = 1 a tyto dvé rovnice
davaji a = b = —3, tedy Teseni nasi nehomogenni rovnice je

—aos () e (1)
Yn = B ”2-

Opét, protoze vime, Ze posloupnost zadana touto formuli spliiuje danou di-
feren¢ni rovnici a zaroven dané pocatecni podminky, jednd se vskutku o tu
jedinou posloupnost, kterd je témito vlastnostmi charakterizovana. (I

V predchozim piikladu jsme pouzili tzv. metodu neurcitych koeficienti. Ta
spo¢iva v tom, Ze na zékladé nehomogenniho ¢lenu danéneho diferen¢ni rovnice
,2uhodneme® tvar partikularniho feseni. Tvary partikularnich feseni jsou znamy
pro celou fadu nehomogennich ¢lend. Nap¥. rovnice

(1.13) Yntk + @1 Yntk—1 + -+ + axyn = Pp(n),
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s redlnymi kofeny charakteristické rovnice mé partikularni feseni tvaru Q,,(n),
kde P,,(n) a @, (n) jsou polynomy stupné m.
Dalsi moznou metodou fesSenti je tzv. variace konstant, kdy nejprve najdeme
fesSeni
k

y(n) = Z cifi(n)

=1

zhomogenizované rovnice a po té uvazujeme konstanty c¢; jako funkce c¢;(n)
proménné n a hleddme partikularni reSeni dané rovnice ve tvaru

y(n) = ci(n)fi(n).

i=1

Ukazme si na obrazku hodnoty f; pro ¢ < 35 a rovnici

f) = Sfn=1) = 2fn -2+ 5, f(0)=f(1)=1

[

Ty

0,81 o ° 000000000000

o

°
LI S e e

5 10 15 20 25 30 35

¥

Rekurentni vtahy se mohou vyskytnout i v geometrickych problémech:

o

1.27. Na kolik nejvyse oblasti miize délit rovinu n piimek?

ReSeni. Oznacme hledany pocet oblasti p,. Pokud v roviné nemame danu
zaddnou primku, je celd rovina jedinou oblasti, je tedy pp = 1. Pokud je v
roviné ddno n pfimek, tak pfiddnim n + 1 pfibude nejvyse (n + 1) oblasti:
oblasti pfibude pravé tolik, kolika (ptivodnimi) oblastmi bude pfimka prochézet
(kazdou takovou oblast rozdéli na dvé ¢asti, jedna oblast tedy pfibude). (n+1).
pfimka miize mit nejvyse n riznych prisecikt s n primkami, které uz v rovniné
byly. Cast pfimky mezi libovolnymi dvéma sousednimi priise¢iky prochézi pravé
jednou oblasti, celkem muze pfidana pfimka prochazet nejvyse n + 1 oblastmi,
tedy mutze pribyt maximalné n + 1 oblasti, navic v roviné bylo pfed pfidanim
(n + 1). pfimky nejvyse p,, oblasti (tak jsme ¢islo p,, totiz definovali).
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Celkem dostavame rekurentni vztah

Pn+1 = Pn + (TL + 1)7

ze kterého ziskdme explicitni formuli pro p, bud pomoci vzorce ?? nebo pfimo:

DPn = Pnatn=ppot+m—-1+n=p,35+n—-2)+(n—-1)+n=

...:p0+2¢:
i=1

n(n+1)

2
n?4+n+2
2

1.28. Na kolik nejvyse ¢asti déli trirozmérny prostor n rovin?

Reseni. Ozna¢me hledany poéet 7,. Vidime, ze ry = 0. Podobné jako v pied-
chozim piikladu uvazujme, Ze méame v prostoru n rovin, pridejme jednu dalsi a
ptejme se, kolik nejvyse ¢asti prostoru mé pribude. Opét to bude presné tolik,
kolika ptvodnimi ¢astmi prostoru pfidana rovina prochazi. Kolik to maze byt?
Pocet ¢asti prostoru, kterymi (n + 1). rovina prochéz{ je roven pocétu ¢ésti, na
které je pfidand (n + 1). rovina rozdélena priisecnicemi s n rovinami, které v
prostoru jiz byly rozmistény. Téchto c¢asti vSsak mtze byt podle predchoziho
pitkladu nejvyse 1/2 - (n? + n + 2), dostavame tak rekurentni formuli

n24+n+2

Tn+l = Tn 9
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Danou rovnici opét mizeme vyfesit pfimo:

—1)? —1)+2 2—n+2
Tn = Tp—1+ (n ) ha (n ) i =Tn-1 z n =
2 2
m=12-mn-1)+2 n? -n+2
= 7",”_2+ =
2 2
n? (m-1% n (n-1)
= n— - -5 1 1=
T 2+2+ B B 5 +1+
n2 m-1)% m-3?% n (n-1 (n-2)
B R T A S B R R N

Fl+141=
= "'=To+%Zi2—%Zi+le
i=1 i=1 i=1

B 1+n(n—|—1)(2n+1) ~ n(n+1)
N 12 4
n®4+6n+5

6 )

kde jsme pouzili znamého vztahu

n

2 n(n+1)2n+1)

—
6 )
i=1

ktery 1ze snadno dokazat matematickou indukci.

1.29. Na kolik maximalné ¢asti déli rovinu k kruznic?

Reseni. Pro maximaélni pocet py oblasti, na které déli rovinu kruznice odvo-
dime rekurentni vzorec

DPkt1 = Dr + 2k

Vsimnéme si totiz, ze (k + 1). kruznice protind k pfedchozich maximélné v 2k
prusecicich (a tato situace skuteéné muze nastat).
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( -
?Fidc\ma( et brgancce

Navic zfejmé p; = 1. Pro pocet py tedy dostavame
k-1
pr = pro1+2(k—1) = pr, +2(k—2)+2(k—1) = - = pi+ > _ 2i = 2+ (k—1)k.
i=1

O

1.30. Na kolik maximalné c¢asti déli trojrozmérny prostor n kouli?

ReSeni. Maximalni pocet y,, ¢asti, na které rozdéli n kruznic rovinu je y, =
Yn—1+2(n—1), y1 = 2, tedy y, =n? —n + 2.

Pro maximalni pocet p,, ¢asti, na které potom rozdéli n kouli prostor pak
dostavame rekurentni vztah p,4+1 = pn + Yn, p1 = 2, tedy celkem p,, = %(n2 —

3n +8). O

1.31. Na kolik c¢asti déli prostor n navzajem riiznych rovin, které vSechny
prochazi jednim danym bodem?

Reseni. Pro hledany pocet z,, odvodime rekurentni formuli
Ty = Tp1 +2(n — 1),
déle 1 = 2, tedy
z, =n(n—1)+2.
O

Dale si procviéme, jak fesit linearni diferen¢ni rovnice 2.fadu s konstant-
nimi koeficienty. Posloupnost vyhovujici dané rekurentni rovnici 2.fadu je déana
jednoznacné, pokud zaddme navic néjaké dva jeji sousedni ¢leny. Znovu si po-
v§imnéme dalsiho vyuziti komplexnich ¢isel: pro urceni explicitniho vzorce pro
n-ty Clen posloupnosti redlnych c¢isel miazeme potfebovat vypocty s ¢isly kom-
plexnimi (totiz pokud mé charakteristicky polynom dané diferenéni rovnice
komplexni kofeny).
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1.32. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovujici nasledujici line-
arni diferencni rovnici s poc¢atecnimi podminkami:

Tnto =22y + N, 21 = 2,29 = 2.

Reseni. Zhomogenizovana rovnice je
Tnt2 = 2%p.

Jeji charakteristicky polynom je 22 — 2, jeho kofeny jsou #+/2. Reseni zhomo-
genizované rovnice je tedy tvaru

a(v/2)" +b(—V2)", pro libovolné a,b € R
Partikularni feseni budeme hledat metodou neurcitych koeficient. Neho-
mogenni ¢ast dané rovnice je linedrni polynom n, partikularni feseni proto bu-
deme nejprve hledat ve tvaru linedrniho polynomu v proménné n, tedy kn + 1,
kde k,l € R. Dosazenim do puvodni rovnice dostavame

En+2)+1=2(kn+1)+n.

Porovnanim koeficienti® u proménné n na obou stranach rovnice dostavame
vztah k = 2k + 1, tedy K = —1, porovnanim absolutnich ¢leni pak vztah
2k +1 = 2l, tedy [ = —2. Celkem partikularnim feSenim je posloupnost —n — 2.

Reseni dané nehomogenni diferenéni rovnice druhého fadu bez poéateénich
podminek jsou tedy tvaru a(v/2)" + b(—v/2)" —n — 2, a,b € R.

Nyni dosazenim do pocateénich podminek uré¢ime neznamé a,b € R. Pro
pocetni jednoduchost pouzijeme malého triku: z pocatecnich podminek a da-
ného rekurentniho vztahu vypocteme ¢len zy : zg = %(acg —0) = 1. Dany
rekurentni vztah spolu s podminkami 2y = 1 a z1 = 1 pak zfejmé spliiuje tataz
posloupnost, kterd spliiuje ptivodni pocatecni podminky. Mame tedy nasledu-
jici vztahy pro a, b:

Zo a(vV2)° +b(=v2)° —2=1, tedya+b=3
Tyt V2a —V/2b = 4,

iejich# fesenim dostavame q — 6+3V2 p — 6=5v2 ReSenim je posloupnost
J€) Z 4 Jep p

Ty = W(\/ﬁ)n + W(—\/ﬁ)” —n—2.

1.33. Urcete realnou bazi prostoru reseni homogenni diferen¢ni rovnice

Tn4+4 = Tp43 + Tn4+1 — Tn,

Reseni. Charakteristicky polynom dané rovnice je z* — 2% — 2 + 1. Hledame-li
jeho koreny, fesime reciprokou rovnici

-3 —24+1=0
Standardnim postupem nejprve vydélime rovnici vyrazem x2? a poté zavedeme

substituci t =z + 1, tedy ¢* = 2% + % + 2. Obdrzime rovnici

t2—t—-2=0,
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s kofeny t; = —1, to = 2. Pro obé tyto hodnoty neznadmé ¢ pak fesime zvIast
rovnici danou substituénim vztahem:
1
r+—=-1
x
Ta mé dva komplexn{ kofeny z; = —3 + iv3 = cos(120°) + isin(120°) a

Ty = —% —iv/3 = cos(120°) — isin(120°).
Pro druhou hodnotu neznamé ¢ dostavame rovnici

1
r+— =2
T

s dvojnasobnym kofenem 1. Celkem je tedy bazi hledaného vektorového pro-
storu posloupnosti, které jsou feSenim dané diferen¢ni rovnice nasledujici ¢tve-
Fice posloupnosti: {—1+iv/3}22,, {—3 —iv/3}52,,{1}52, (konstantni posloup-
nost) a {n}5 ;. Hledame-li vSak realnou bazi, musime nahradit dva generétory
(posloupnosti) z této baze s komplexnimi hodnotami generatory redlnymi. Pro-
toze tyto generadtory jsou geometrické fady, jejichz libovolné ¢leny jsou kom-
plexné sdruzena cisla, muzeme vzit jako vhodné generatory posloupnosti dané
polovinou souctu, resp. polovinou i-nasobku rozdilu, danych komplexnich ge-
neratort. Takto dostaneme nésledujici redlnou bazi feseni: {1}°2 ; (konstantni
posloupnost), {n}2, {cos(n - 120°)}>2 ;, {sin(n - 120°)}22,. O

1.34. Kolik existuje slov délky 12 sloZzenych pouze z pismen A a B, které
neobsahuji skupinu BBB?

Reseni. Nechf a, znaéi pocet slov délky n slozenych pouze z pismen A, B,
neobsahujicich skupinu BBB. Pak pro a, (n > 3) plati rekurentni vztah

Ap = Gp—1+ Ap—2 + Qp_3,

nebot slova délky n spliiujici danou podminku musi konc¢it bud na A, nebo
na AB, nebo na ABB. Slov konéicich na A je pravé a,—; (pfed poslednim A
muze byt libovolné slovo délky n — 1 spliujici danou podminku. Obdobné pro
zbylé dvé skupiny. Déle snadno vycislime a; = 2, as = 4, ag = 7. Postupnym
dopocitanim

a2 = 1705.

Téz bychom mohli odvodit explicitni vzorec pro n-ty c¢len takto zadané
posloupnosti, dle uvedené teorie. Charakteristicky polynom dané rekurentni
rovnice je 2* — 223 — 1 = (2 — 1)(2® — 22 — 2 — 1) s jednim z kofent1 1, jesté
jednim redlnym a dal$imi dvéma komplexnimi kofeny, které mizeme vyjadrit
pomoci vztahti O

1.35. Skdre basketbalového utkani mezi tymy Ceska a Ruska vyznélo po prvni
¢tvtiné 12 : 9 pro rusky tym. Kolika zptsoby se mohlo vyvijet skore?

ResSeni. Oznaéime-li Px1y pocet zplisobii, kterymi se mohlo vyvijet skére
basketbalového utkani, které skoncilo k : [, tak pro k,I < 3 plati rekurentni
vztah:

Py = P—30) + Pi—2,) + Pe—1,1) + Pi—1) + Pri—2) + Plr,i-3)-

(Zptsoby, kterymi se mohlo vyvyjet utkdni s vyslednym skére k : [ rozdélime
na Sest po dvou disjunktnich podmnozin podle toho, které druzstvo vstielilo
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kos a za kolik bodi (1, 2, ¢i 3).) Ze symetrie tlohy zfejmé plati P, ;) = P g)-
Déle pro k > 3 plati:

P2y = Pur-sz2) + Pr-22 + Pr-12 + Fr1) + Fkro),
P,y = Pg-31) + Pr—21) + Pr-1,1)+ P,
Puoy = Pur-s0 + Pr-20) + Pr-1,0,

coz spolu s poc¢atecnimi podminkami Py = 1, P1,0) = 1, P2,0) = 2, P3,0) =
4, Pu1y = 2, Py = Puy + Poy + Preoy =9 Peg) = Pogz) + Pag) +
P1y + Py = 14, déva

Pig.0) = 497178513
O

vvvvvv

nez kterou jsme se zabyvali v teorii a tudiz neumime vycislit libovolné cislo
P,y explicitné, nybrz pouze postupngm vypoctem od pocatecnich cleni.

1.36. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti {x,}5° ; vy-
hovujici nasledujicim podminkam:

xn+2 = $n+1 —Tp, ,T1 = 1; To = 5

Reseni. x, = 2v/3sin(n - 60°) — 4cos(n - 60°). O

1.37. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti {x,}° ; vy-
hovujici nasledujicim podminkam:

—Tp43 = 2Tpyo + 2Tpp1 +Tp, ¥ =1L xa =13 =1

Reseni. 2, = —3(—1)" — 2cos(n - 120°) — 2v/3 sin(n - 120°). O

1.38. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti {x,}° ; vy-
hovujici nasledujicim podminkam:

—Zpt3 = 3Tpy2 +3Tpp1 +Tp, ;o1 =1, 20 =1, 23 =1L

Reseni. z, = (—1)"(—2n% +8n — 7). O
4. Pravdépodobnost

Klasicka pravdépodobnost

Uvedme si nékolik jednoduchych piikladt na klasickou pravdépodobnost,
kdy zkouméame néjaky pokus, ktery mé koneéné mnoho moznych vysledku
(,,vSechny pfipady“) a nas zajima, kdy vysledek pokusu bude néalezet néjaké
podmnozing moznych vysledkil (,,pfiznivé piipady“). Hledand pravdépodob-
nost je pak rovna poméru poctu pfiznivych pripadi ku poctu vSech pripadu.
Klasickou pravdépodobnost mtzeme pouzit tam, kde pfedpokladdme (vime),
ze kazdy z moznych vysledkti ma stejnou pravdépodobnost toho, ze nastane
(napiiklad pii hodech kostkou).
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1.39. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu sestibokou kostkou padne ¢islo
vétsi nez 47

1.40. VSech moznych vysledki je Sest (tvoii mnozinu {1,2,3,4,5,6}), pfiznivé
moznosti jsou dvé ({5,6}). Hledana pravdépodobnost je tedy 2/6 = 1/3.

1.41. Ze skupiny osmi muzua a ¢tyi zen nahodné vybereme skupinu péti lidi.
Jaka je pravdépodobnost, ze v ni budou alespon tfi zeny? Pravdépodobnost
spocitame jako podil poctu pfiznivych pripad ku poc¢tu vSech pripadt. Priz-
nivé piipady rozdélime podle toho, kolik je v ndhodné vybrané skupiné muzi:
mohou v ni byt bud dva, nebo jeden muz. Skupinek o péti lidech s jednim
muZem je osm (zdlezl pouze na vybéru muze, Zeny v ni musi byt vSechny),
skupinek se dvéma muzi je potom ¢(8,2)c(4,3) = (g) (g) (vybereme dva muze
z osmi a nezavisle na tom tii Zeny ze ¢tyt, tyto dva vybéry mizeme nezavisle
kombinovat a podle pravidla souéinu dostavdme uvedeny pocet skupin). VSech
moznych skupin o péti lidech pak mtizeme sestavit ¢(12,5) = (152). Hledan4
pravdépodobnost je tedy
Reseni.
8+ (3)(5)
(5)
O

1.42. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kazda z nich vystoupi
se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi. Jaka je pravdépodobnost,
ze vSichni lidé vystoupi

(1) v Sestém poschodi,

(2) ve stejném poschodi,

(3) kazdy v jiném poschodi?

ResSeni. Zakladni prostor viech moznych jevi je prostor viech moznych zpt-
sobtl vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8°.

V prvnim pfipadé je jedina pfiznivad moznost vystoupeni, hledanéd pravdé-
podobnost je tedy 8%, ve druhém pripadé méme osm moznosti, hledana prav-
dépodobnost je tedy 8% a konecné ve tretim je pocet pfiznivych pripadd dan
pétiprvkovou variaci z osmi prvkd (z osmi pater vybirdme pét, ve kterych se
vystoupi a déle kteif lidé vystoupi ve vybranych poschodich), celkem je hledana
pravdépodobnost ve tfetim piipadé rovna (viz 77 a ?7?)

v(5,8) 8-7---4

= = 0,2050781250.
V(5,8) 8 ’

O
Uvedme si ptiklad nevhodného pouziti klasické pravdépodobnosti:

1.43. Jaka je pravdépodobnost toho, ze ¢tenar této tlohy vyhraje pristi tyden
alespon milién dolarti v loterii?

Reseni. Zakladni prostor viech mozny jevii je dvouprvkovy: bud vyhraje nebo
nevyhraje. P¥iznivy jev je jeden (vyhraje), hledand pravdépodobnost je tedy
1/2. O
Poznamka. V predchozim prikladé je poruSena zakladni podminka pouZiti kla-
sické pravdépodobnosti, totiz to, Ze kaZdy z mozZnych vysledki md stejnou prav-
dépodobnost toho, Ze nastane.
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1.44. Do fady v kiné o 2n mistech je ndhodné rozmisténo n muzi a n zen. Jaka
je pravdépodobnost, ze zadné dvé osoby stejného pohlavi nebudou sedét vedle
sebe?

Reseni. Vsech moznjch rozmisténi lidi v ¥adé je (2n)!, rozmisténi splitujicich
podminky je 2(n!)? (mame dvé moznosti vybéru pozice muzi, tedy i Zen, na
nich jsou pak muzi i Zeny rozmistény libovolné). Vysledna pravdépodobnost je
tedy

p(n) = —s 5, p(2) = 0,33, p(5) =0,0079, p(8) = 0,00016
O

1.45. Nahodné vybereme piirozené ¢islo mensi nez 10°. Jaké je pravdépodob-

nost, ze bude slozeno pouze z cifer 0,1,5 a zaroven bude délitelné ¢islem 57

Regeni. 23 -1 |
© 105-1°

Ukazme si jesté pékné pouziti principu inkluze a exkluze:

1.46. Sekretaika ma rozeslat pét dopisi péti riznym lidem. Dopisy pro riizné
adresaty vklada do obalek s adresami nahodné. Jaka je pravdépodobnost, ze
alespon jeden c¢lovék dostane dopis uréeny pro néj?

Reseni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opac¢ného, tedy toho, ze ani jeden
¢lovék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vSech moznych jevi odpovida
vSem moznym poradim péti prvki (obélek). Oznac¢ime-li jak obéalky tak dopisy
¢isly od jedné do péti, tak vSechny piiznivé jevy (tedy zadny dopis nepfijde
do obalky se stejnym ¢islem) odpovidaji takovym pofadim péti prvku, kdy -ty
prvek neni na i-tém misté (i = 1,...,5), tzv. pofadim bez pevného bodu. Jejich
pocet spocitame pomoci principu inkluze a exkluze. Oznacime-li M; mnozinu
permutaci s pevnym bodem i (permutace v M; ale mohou mit i jiné pevné
body), tak vysledny poéet d permutaci bez pevného bodu je roven

d=5—|MU---UDMs|

Pocet prvki praniku |[M;, N---NM;, |, k=1,...,5 je (5 — k)! (pofadi prvkl
i1, .., 1k je pevné déno, ostatnich 5—k prvkd fadime libovolné). Podle principu
inkluze a exkluze je

5
My U---UMs| = 2(71)"3+1 (2) (5—k)!

k=1
a tedy pro hledany pocet d dostavame vztah

d = 5!— i(q)k“ <2) (n —k)!

k=1
5 5 :

5 (—1)*

= —1)* — k)N =5

= Y (-1 (k)(5 k)l =50) o

k=0 k=0
Pravdépodobnost toho, ze zadny ¢lovék neobdrzi ,,svij“ dopis je tedy
~ (-
k!
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a hledana pravdépodobnost pak

5
(—1)* 19

1— =_.

2 H T

k=0

O

Poznamka. Viimnéme si, Ze odpovéd na stejnou otdzku, se s rostoucim po-
¢tem dopisu prilis nemeéni. Pro n dopist je pravdépodobnost, Ze sekretdrka nedd
Zadny do sprdvné obdlky
n k
(1)
1- Z Bl
k=0

jak totiZ uwvidime pozdéji, uvedend suma konverguje (bliZi se) k hodnoté 1/e.

Q| =

)

1.47. Dalsi principy poéitani s pravdépodobnostmi. Vratme se k hdzeni
kostkou a zkusme popsat jevy ze zakladniho prostoru €) vznikajici pii hazeni
tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne vSak vice nez stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zakladnim prostorem Sest ¢isel od jedné do
Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série nasich hodi bude za-
kladni prostor daleko vétsi — bude to mnozina konecnych posloupnosti ¢isel
od jedné do Sestky, které bud konci Sestkou, maji nejvyse 100 ¢lent a vSechna
predchozi cisla jsou mensi nez Sest, nebo jde o 100 ¢isel od jedné do péti. Je-
vem A muze byt napf. podmnozina ,,hazeni kon¢i druhym pokusem®. Vsechny
priznivé elementarni jevy pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [5,6].

Ze znamé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime odvodit prav-
dépodobnosti nasich jevii v ). Neni to ale jisté klasicka pravdépodobnost. Tak
pro diskutovany jev chceme popsat, s jakou pravdépodobnosti nepadne Sestka
prii prvém hodu a zaroven padne pii druhém. Vnucuje se reSeni

5 1 5

6 6 36

protoze v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — % jiné cislo nez Sest a
druhy hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela nezavisly na prv-
nim. Samoziejmé toto neni pomér poctu priznivych vysledkii k velikosti celého
stavového prostoru!

Obecnéji muzeme Fici, Zze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus skondci s
pravdépodobnosti (g)’“_1 . %. Ze vSech moznosti je tedy nejpravdépodobnéjsi,
ze skondi jiz napoprvé.

Jiny piiklad, jak z hazeni kostkou dostat riizné pravdépodobné jevy je pozo-
rovat soucty pfi hodu vice kostkami. Uvazujme takto: pii hodu jednou kostkou
je kazdy vysledek stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pti hodu dvémi
kostkami je kazdy piedem zvoleny vysledek (a,b), tj. dvojice pFirozenych ¢isel
od jedné do Sesti (vCetné poradi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti
3—16. Pokud se budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost polovi¢ni
nez u dvou riiznych hodnot bez uvedeni poradi. Pro jednotlivé mozné soucty
uvedené v hornim fadku nam vychazi pocet moznosti v radku dolnim:

|2]3]4]|5]6|7[8]9]10]11]12]
[1]2]3[4]5]6[5]4]3]2]1]

P(4)
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Podobné vyjde pravdépodobnost ﬁ jednotlivych vysledkit hodu tfemi kost-
kami, véetné ur¢eného poradi. Pokud se budeme ptat na pravdépodobnost vy-
sledného souctu pii hodu vice kostkami, musime pouze urcit, kolik je moznosti,
jak daného souctu dosahnout a prislusné pravdépodobnosti secist.

1.48. Ze sacku s péti bilymi a péti ¢ervenymi koulemi nahodné vytahneme
tii (koule do sacku nevracime). Jaké je pravdépodobnost, Ze dvé budou bilé a
jedna cervena?

ReSeni. Napiiklad rozdélime uvazovany jev na sjednoceni t¥i disjunktnich
jevit: podle toho, kolikdtou vytdhneme cervenou kouli. Pravdépodobnosti, Ze
vytahneme koule presné ve zvoleném poradi jsou:

145 151 151
298 2927 292
5
Celkem 5. ([
1.49. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét ¢ervenych a Sest ¢ernych kouli,

ndhodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jakd je pravdépodobnost, Ze pata
vytazena koule bude ¢erna?

Reseni. Spoéitame dokonce obecnéjsi tilohu. Totiz pravdépodobnost toho, Ze
i-t&4 vytazena koule bude ¢ernd, je stejna pro vSechna ¢, 1 <14 < 16. MiiZzeme si
totiz predstavit, ze vytdhneme postupné vsechny koule. Kazd4 takova posloup-
nost vytaZzenych kouli (od prvni vytaZené koule po posledni), slozenéd z péti
bilych, péti Cervenych a Sesti ¢ernych kouli, méa stejnou pravdépodobnost vyta-
zeni. Pravdépodobnost toho, Ze i-ta vytazena koule bude Cerna je tedy rovna
podilu poctu posloupnosti péti cervenych, péti bilych a Sesti cernych kouli, kdy
je na i-tém misté ¢ernd koule (téch je tolik, kolik je libovolych posloupnosti
péti bilych, péti ¢ervenych a péti éernych kouli, tedy P(5,5,5) = %) a po-
¢tu vSech posloupnosti slozenych z péti biljch, péti cervenych a Sesti ¢ernych
kouli, tedy P(6,5,5) = 0% . Tedy celkem

— BI5!5!"
15!
51561 3
16!~ Q°
615!5! 8

O

1.50. V jisté zemi maji parlament, ve kterém zaseda 200 poslanci. Dvé hlavni
politické strany, které v zemi existuji si pii ,,volbach* hazeji o kazdy poslanecky
mandat zvlast minci. Kazda z téchto stran m4 pridélenu jednu stranu mince. Té
strané, jejiz strana mince padne, nalezi mandat, o ktery se praveé losovalo. Jaka
je pravdépodobnost, Ze kazda ze stran ziskd 100 mandati? (mince je , poctiva®)

ResSeni. Vsech moznych vysledkii losovani (uvazovanych jako dvousetélenné
posloupnosti rubi a lict) je 22°°. Pokud kazd4 strana ziskd prave sto mandét,
je ve vylosované posloupnosti praveé sto licti a sto rubii. Takovych posloupnosti
je (3%) (takové posloupnost je jednoznaéné uréena vybérem sto clentl z dvé sta

moznych, na kterych budou napf. lice). Celkem je hledana pravdépodobnost

(2%) 200!
100/ _ 100!-100!
9200 2200
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1.3. Poznamka. V&imnéme si, ze v pfedchozim pfikladu jsme mimochodem
kombinatoricky dokazali nerovnost

200
2200
(100) 4

resp. malym zobecnénim dokonce pro libovolna k,n € N, k <n

()=

Nasledujici priklad je jednoduchym modelem, ktery odhaduje pravdépo-
dobnost umrti osoby pri dopravni nehodé.

1.51. Roc¢né zahyne na silnicich v CR priblizné 1200 ¢eskych obcanii. Urcete
pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechil zemie v nasledu-
jicich deseti letech pii dopravni nehodé. Predpokladejte pro zjednodusSeni, ze
kazdy obc¢an ma v jednom roce stejnou ,Sanci“ zemfit pii dopravni nehodé a
to 1200/107.

Reseni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, Ze jeden vybrany ¢lovék v na-
sledujicich deseti letech nezahyne na pri dopravni nehodé. Pravdépodobnost,
Ze nezahyne v jednom roce, je (1— 11—025) Pravdépodobnost, Ze nezahyne v nasle-
dujicich deseti letech, je pak (1 — 11025 )19, Pravdépodobnost, Ze v nasledujicich
deseti letech nezahyne nikdo z danych péti set lidi, je opét podle pravidla sou-
12

¢inu (jednd se o nezavislé jevy) (1 — 15 )°°%. Pravdépodobnost jevu opacného,

tedy toho, ze nékdo z vybranych péti set lidi zahyne, je tedy

19 \ 5000
1-— <1 — 105) = 0,4512.

O

Poznamka. Model, ktery jsme pouZili v predchozim prikladu k popisu zadané
situace, je pouze priblizny. Problém spocivd v podmince, Ze kazdy obcan z vyset-
rovaného vzorku md stejnou pravdépodobnost toho, Ze v prubéhu roku zahyne,
kterou jsme odhadli z poctu usmrcengch osob za rok. Pocet tragickych nehod
se totiZ rok od roku meni a i kdyby se nemenil, tak se meni populace. UkaZme
st jednu s nepresnosti prikladu na jiném zpusobu TeSeni: zahyne-li 1200 osob
za rok, tak za deset let zahyne 12000. Pravdépodobnost toho, Ze konkrétni clo-
vek zahyne v pribéhu deseti let tedy miZeme odhadnout i zlomkem 12000/107.

Pravdépodobnost, Ze konkrétni osoba nezahyne v prabéhu 10 let je tedy (1— %)
(to jsou pruni dva ¢leny binomického rozvoje (1 — 73)10). Celkem dostdvdme

anolagicky jako v predchozim tesent odhad pravdépodobnosti

19\ 200
1-—- <1 — 104) = 0,4514.

Vidime, Ze oba odhady jsou velmi blizké.
Snaha pouzit matematickych znalosti k vyhfe v nejrtiznéjsich hazardnich
hrach je velmi stard. Podivejme se na jednoduchy ptiklad.

1.52. Alesovi zbylo 2500 K¢ z poradani tabora. Ales neni zadny riouma: 50 K¢
pridal z kasi¢ky a rozhodl se jit hrat ruletu na automaty. Ales sazi pouze na
barvu. Pravdépodobnost vyhry pii sdzce na barvu je 18/37. Zacina sdzet na
10 K¢ a pokud prohraje, v dalsi sazce vsadi dvojnasobek toho, co v predchozi
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(pokud na to jeSté md, pokud ne, tak konc¢i s hrou — byt by mél jesté penize na
néjakou mensi sdzku). Pokud néjakou sdzku vyhraje, v nésledujici sdzce hraje
opét o 10 K¢. Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi tomto postupu vyhraje dalSich
2550 K¢? (jakmile bude 2500 K¢ v plusu, tak kondi)

Reseni. Nejprve spoéitejme, kolikrat po sobé miize Ale§ prohrat. Zacina-li s
10 K¢, tak na n vsazeni potiebuje

2" -1
2-1

n—1
104204+ +10-2""1 =10(>_ 2) = 10( )=10-(2" —1).

i=0
Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2™ — 1) a to pro n = 8. Ales
tedy muze sazet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sazky, na devét sazek
by potieboval jiz 10(2° — 1) = 5110 K¢ a to v pritbéhu hry nikdy mit nebude
(jakmile bude mit 5100 K¢, tak konéi). Aby tedy jeho hra skonéila netispéchem,
musel by prohrat osmkrat v fadé. Pravdépodobnost prohry pii jedné sazce je
19/37, pravdépodbnost prohry v osmi po sobé nasledujicich (nezdvislych) saz-
kéch je tedy (19/37)%. Pravdépodobnost, Ze vyhraje 10 K¢& (pfi daném postupu)
je tedy 1 — (19/37)8. Na to, aby vyhral 2500 K¢, potiebuje 255 krat vyhrat po
desetikoruné. Tedy opét podle pravidla souc¢inu je pravdépodobnost vyhry

"t 255
R =0,29.
(1-()) =0

Tedy pravdépodobnost vyhry je nizsi, nez kdyby vsadil rovnou vSe na jednu
barvu. 0

1.53. Samostatné si mizete vyzkouset spocitat predchozi priklad za predpo-
kladu, ze Ales sazi stejnou metodou jako v piedchozim prikladé, kondi vsak az v
okamziku, kdy nema 7adné penize (pokud nem4 na vsazeni dvojndsobku ¢astky
prohrané v predchozi sazce, ale ma jesté néjaké penize, zacina sazet znovu od

10 K¢).
1.54. Podminéna pravdépodobnost.

1.55. Jaka je pravdépodobnost toho, ze pfi hodu dvéma kostkami padne soucet
7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo ¢islo 2.

ReSeni. Oznacme jev, 7e ani na jedné kostce nepadne dvojka jako B, jev

»,badne soucet 7“ jako A. MnozZinu vSech moznych vysledkti budeme znadit
opét jako Q. Pak

|ANB|

P(ANB) 19

P(A|B) = = 5

P(B) 2]

_AnB|
B

Cislo 7 mtize padnout ¢tyfmi riiznymi zptsoby, pokud nepadne dvojka, tedy
|[ANB| =4, |B|=5-5=25, tedy

4
P(A|B) = —.
(AB) =
Vsimnéme si, ze P(A) = §, tedy jevy A a B jsou zavislé. O

1.56. Michal ma dvé postovni schranky, jednu na gmail.com a jednu na se-
znam.cz. Uzivatelské jméno m4 stejné na obou serverech, hesla riizné (ale ne-
pamatuje si, které heslo md na kterém serveru). P¥i zaddvani hesla pii pistupu
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do schranky se splete s pravdépodobnosti 1/20 (tj. jestlize chce napsat zadat
jemu znamé slovo jako heslo, tak jej s pravdépodobnosti 95% skutec¢né spravné
na kldvesnici zadd). Michal zadal na serveru seznam.cz jméno a heslo a server
mu oznamil, Ze néco neni vporadku. Jaka je pravdépodobnost, ze chtél zadat
spravné heslo, ale pouze se ,preklepnul® pii zadavani? (Pfedpoklédame, Ze
uzivatelské jméno zada vzdy bez chyby.)

Reseni. Oznacme A jev, ze Michal fyzicky zadal na serveru seznam.cz §patné
heslo. Tento jev je sjednocenim dvou disjunktnich jevi:

A1l: chtél zadat spravné heslo a prepsal se,
A2: chtél zadat $patné heslo (to z gmail.com) a bud se pfepsal nebo ne.

Hledédme tedy podminénou pravdépodobnost p(A1|A), ta je podle vztahu pro
podminénou pravdépodobnost rovna:

P(A1]A) = piAlnd) - pA) _ p(AD)

p(4) p(A1UA2)  p(Al) + p(A2)
potiebujeme tedy uréit pravdépodobnosti p(Al) a p(A2). Jev Al je konjunkei
(prinikem) dvou nezavislych jevi: Michal chtél zadat spravné heslo a Michal
se pti zad4vani prepsal. Dle zadéni je pravdépodobnost prvniho z nich 1/2,
druhého 1/20, celkem p(Al) = %% = 4—10 (pravdépodobnosti ndsobime, protoze
se jedna o nezavislé jevy). Déle je ze zadani p(A2) = 3. Celkem p(A4) = p(Al1)+

p(A2) = &5 + 1 = 21 a mlZeme vydislit:

_pA) g 1
p(A1|A) = p(A) - % 91

O

1.57. Geometricka pravdépodobnost.

Metodu geometrické pravdépodobnosti miizeme pouzit v pripadé, Zze dany
jevovy prostor sestava z nekone¢né mnoha elementarnich jevi, které dohromady
vypliiuji néjakou oblast na p¥imce, rovning, prostoru (u které umime uréit jeji
délku, obsah, objem, ...) a pfedpoklddame, ze pravdépodobnost, Ze nastane
elementérni jev z urcité podblasti je rovna poméru jeji velikosti (délce, obsahu,
...) k velikosti celého jevového prostoru.

1.58. Z Tésina vyjizdi vlaky co pul hodinu (smérem na Bohumin) a z tohoto
sméru prijizdéji také kazdé pil hodiny. Predpokladejme, ze vlaky se mezi té-
mito dvéma stanicemi pohybuji rovnomérnou rychosti 72 km/h a jsou dlouhé
100metri, cesta trva 30min, vlaky se mijeji nékde na trase. Hazardér Jarda
si vybere jeden z téchto vlaku a béhem cesty z Tésina do Bohumina ndhodné
vystréi hlavu z okna na pét vterin nad kolejisté pro protéjsi smér. Jaka je prav-
dépodobnost, ze mu bude urazena? (pfedpokldddme, Ze jiné nez zminéné vlaky
na trati nejezdi)

Reseni. Vzijemna rychlost protijedoucich vlakii je 40m/s, protijedouci vlak
mine Jardovo okno za dvé a pil sekundy. Prostor vSech moznosti je tedy tsecka
(0,1800s), prostor ,pfiznivych” moznosti je tsecka délky 7, 5 lezici nékde uvnit¥
predchozi tsecky. Pravdépodobnost urazeni hlavy je tedy 7,5/1800. (]
1.59. Jednou denné nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou hodinnou ve-

cerni vyjizdi nahodné autobus z Kolocavy do Uzhorodu. Jednou denné ve stej-
ném casovém rozmezi jezdi jiny autobus nahodné opa¢nym smérem. Cesta tam
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trva pét hodin, zpét téz pét hodin. Jaka je pravdépodobnost, ze se autobusy
potkaji, jezdi-li po stejné trase?

ResSeni. Prostor viech moznjch jevii je ¢tverec 12 x 12, Oznacime-li doby
odjezdu obou autobusti x, resp. y, pak se tyto na trase potkaji pravé kdyz
| — y| < 5. Tato nerovnost vymezuje v daném ¢&tverci oblast ,pFiznivych
jevi“. Obsah zbylé ¢asti spocitame piimo jednoduSeji, nebot je sjednocenim
dvou pravouhlych rovnoramennych trojuhelniki o odvésnach 7, tedy je roven
49, obsah ¢asti odpovidajici ,pfiznivym jevim® je tedy 95, celkem je hledana
pravdépodobnost

— 95
P = 141"

1.60. Mirek vyjede nahodné mezi desatou hodinou dopoledni a osmou hodinou
vecerni z Brna do Prahy. Marek vyjede nahodné ve stejném intervalu z Prahy
do Brna. Obéma trva cesta 2h. Jaka je pravdépodobnost, Ze se po cesté potkaji
(jezdi po stejné trase). Cesta trvd obéma 2h.

Reseni. Prostor viech moznych jevi je ¢tverec 10 x 10, Mirek vyjizdéjici v
Case x, potkd Marka vyjizd&jiciho v ¢ase y pravé kdyz |z — y| < 2. Tato ne-
rovnost vymezuje v daném Ctverci oblast , priznivych jevi“. Obsah zbylé ¢asti
spocitdme primo jednoduseji, nebot je sjednocenim dvou pravothlych rovnora-
mennych trojahelnikd o odvésnach 8, tedy je roven 64, obsah ¢asti odpovidajici
»Priznivym jevim* je tedy 36, celkem je hledané pravdépodobnost
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O

1.61. Dvoumetrova tyc¢ je nahodné rozdélena na tii dily. Urcete pravdépodob-
nost, ze alespon jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

Reseni. Nahodné rozdéleni ty¢e na t¥i dily je ddno dvéma body fezu, &isly x
a y (nejprve ty¢ roziizneme ve vzdalenosti = od pocatku, nehybeme s ni a déle
ji roziizneme ve vzdalenosti y od poc¢atku). Pravdépodobnostni prostor je tedy
étverec o strané 2m. Umistime-li ¢tverec C' tak, aby dvé jeho strany lezely na
kartézskych osach v roviné, tak podminka, ze alespoini jeden dil m4a byt nejvyse
20 ¢cm dlouhy ndm vymezuje ve ¢tverci nasledujici oblast O:

0 = {(z,y) € C|(x < 20) V (z > 180) V (y < 20) V (y > 180) V (|Jz — y|) < 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezena oblast % obsahu ¢tverce.

O

1.62. Dvoumetrova tyc je nahodné rozdélena na tii dily. Urcete pravdépodob-
nost, ze ze vzniklych dili piijde sestavit trojiithelnik.

Reseni. Rozdéleni tyée je dano stejné jako v pedchozim piikladé dano body
fezu x a y a jevovym prostorem je opét ¢tverec 2 x 2. Aby z ¢asti bylo mozno
sestavit trojuhelnik, museji jejich délky spliovat tzv. trojihelnikové nerovnosti,
tedy soucet délek libovolnych dvou ¢asti musi byt vétsi nez délka treti casti.
Vzhledem k tomu, zZe soucet délek je roven 2m, je tato podminka ekvivalentni
podmince, Ze kazda s ¢asti musi byt mensi nez 1m. To pomoci fezi = a y
vyjadiime tak, ze nesmi platit soucasné |z| <1 a |y| < 1 nebo soucasné |z| > 1
a |y| > 1 (odpovidd podminkdm, Ze krajni dily tyée jsou mensi nez 1), navic
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|z — y| <1 (prostfedni dil musi byt mensi nez jedna). Tyto podminky spliiuje
vysrafovand oblast na obrazku a jak snadno nahlédneme, jeji obsah je 1/4.

O

1.63. Z Brna vyrazi nahodné nékdy mezi polednem a c¢tvrtou hodinou odpo-
ledni Honza autem do Prahy a opac¢nym smérem nékdy ve stejném intervalu
autem Martin. Oba si davaji pil hodiny pauzu v motorestu v poloviné cesty
(piistupném pro oba sméry). Jaké je pravdépodobnost, Ze se tam potkaji, jezdi-
i Honza rychlosti 150 km/h, a Martin 100 km/h? (vzdélenost Brno-Praha je
200 km)

Reseni. Oznac¢ime-li dobu odjezdu Martina 2 a dobu odjezdu Honzy y a pro
mensi vyskyt zlomku v nasledujicich vypoctech zvolime za jednotku deset mi-
nut, tak stavovym prostorem bude ¢tverec 24 x 24. Doba prijezdu Martina do
motorestu je z+6, do ptijezdu Honzy (x+4). Stejné jako v pfedchozim piikladu
to, ze se v motorestu potkaji je ekvivalentni tomu, Ze doby jejich pfijezdu se
nelisi o vice nez o pul hodiny, tedy |(z +6) — (y+4)| < 3. Tato podminka nam
pak ve stavovém ¢tverci vymezuje oblast o obsahu 242 — 2(232 +19?) (viz obr.)
a hledana pravdépodobnost je

/7M,, ,E( -1
20 o / /r .({;'194 1,5}
P VA el fe 3 )
/ f' | : y- Z W+ §
7] / //' . | g>Xf&J )
,"/;"r I J ‘
5i / // /f b |
//a—
[ A S : e
4 24

24% — £(232 +19%) 131
242 576

p= = 0,227
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1.64. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Menza ma otevieno
od 11h do 14h. Kazdy z nich stravi na obédé pul hodiny a dobu pfichodu (mezi
11h a 14h) si vybird ndhodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze se na obédé v dany
den potkaji, sedavaji-li oba u stejného stolu?

Reseni. Prostor viech moznych jevi je ¢tverec 3 x 3. Oznacime-li 2 dobu
pfichodu Mirka a y dobu pfichodu Marka, tak tito se potkaji pravé kdyz |x —
y| < 1/2. Tato nerovnost vymezuje ve Gtverci moznych udélosti oblast, jejiz
obsah je roven 11/38 obsahu ¢tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i hledana
pravdépodobnost. O

5. Geometrie v roviné

1.65. Je dana primka
p: [2,0] +¢(3,2).
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte prinik s pfimkou

q: [-1,2] +s(1,3).

Reseni. Soutadnice bodti na pifmce jsou dany dle daného parametrického
zadani jako x = 2+ 3t a y = 0+ 2¢. Vyloucenim parametru ¢ ze soustavy téchto
dvou rovnic dostavame obecnou rovnici primky p:

2r -3y —4=0.

Prinik s pfimkou ¢ ziskdme dosazenim parametrického vyjadfeni bodu na
usecce ¢, tedy © = —1+ s a y = 2 4+ 3s do obecné rovnice piimky p:

2(—1+s)—3(2+3s)—4=0,

odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjadieni tisecky ¢ dostdvame
soutadnice priseciku P:
19 22
Pl -]
7 7

O

1.66. Uvazujme rovinu R? se standardni soustavou souradnic. Z pocatku [0, 0]
je vyslan laserovy paprsek ve sméru (3,1). Dopadne na zrcadlovou piimku p
danou parametricky jako

p: [47 3} + t(—2, 1)7

a poté se odrazi (thel dopadu je shodny s thlem odrazu). V jakém bodé do-
padne odrazeny paprsek na piimku q, danou parametricky jako

q: [7,-10] +¢(—1,6)7

Reseni. Smér paprsku svira s piimkou p tihel 45°, odrazeny paprsek tedy bude
kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1,—3) (pozor na orientaci;
dany smérovy vektor mizeme téz ziskat naptiklad zrcadlenim podle kolmého
vektoru k piimce p). Paprsek dopadne v bodé [6,2], odrazeny paprsek tedy
bude mit rovnici

[6,2] + t(1,—3), ¢t > 0.
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Prinik pfimky dané odrazenym paprskem s p¥imkou ¢ je bod [4, 8], coZ je
mimo polopfimky dané odraZenym paprskem (¢t = —2). Odrazeny paprsek tedy
pfimku ¢ neprotne. O
1.67. Z bodu [—2,0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlosti 1ms~—! ve
sméru (3,2) usecka délky 1. Rovnéz v poledne vyrazila z bodu [5, —2] druhd
usecka délky 1 ve sméru (—1,1), ovSem dvojndsobnou rychlosti. Srazi se?
ResSeni. Piimky, po kterjch se pohybuji dané tsecky, mizeme popsat para-
metrickym vyjadfenim:

p : [-2,00+7(3,2)

qg : [5,—2]+s(-1,1),
Obecna rovnice primky p je

20 — 3y +4=0.
Dosazenim parametrického vyjadieni ptimky ¢ ziskdme prusecik P = [1,2].
Nyni se snazme zvolit jediny parametr ¢ pro obé tusecky tak, aby nam
odpovidajici bod na pfimkéach p, resp. ¢, popisoval polohu pocatku prvni, resp.
druhé, tsecky v Gase t. V ¢ase 0 je prvni v bodé [—2, 0], druha v bodé [5, —2]. Za
¢as t sekund urazi prvni ¢ jednotek délky ve sméru (3,2) druhd pak 2¢ jednotek
délky ve sméru (—1,1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy
t

(1.14) p o [—2,0}—}—\/@(3,2)
(1.15) q ¢ [5,-2]+V2t(~1,1),
(1.16)

Pocatek prvni tisecky dorazi do bodu [1,2] v ¢ase t; = v/13s, pocatek druhé
tsecky v Case t = 2v/2s, tedy vice nez o ptl vtefiny diive a tedy v dobg,
kdy dorazi do priiseciku P pocatek prvni tisecky, bude jiz druhé tsecka pry¢ a
usecky se tak nesrazi. |

1.68. Viditelnost stran trojahelnika. Je ddn trojihelnik s vrcholy [5, 6],
[7,8], [5,8]. Urcete, které jeho strany je vidét z bodu [0, 1].

Reseni. Uspotfadame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru hodinovych
rudicek: [5,6], [7,8], [5,8]. Pomoci pfislusnych determinanti uréime, je-li bod
[0,1] ,nalevo“ & ,napravo“ od jednotlivych stran trojihelnika uvaZovanych
jako orientované usecky,

7 5
7T

5 5
7 5

5 7
5 7

o 3 5o 1 1]
Z nulovosti posledniho determinantu vidime, Ze body [0, 1], [5,6] a [7, 8] lezi na
pfimce, stranu [5, 6][7, 8] tedy nevidime. Stranu danou vrcholy [5, 8] a [7, 8] pak

narozdil od strany [5, 6][5, 8] nevidime. O
1.69. Urcete, které strany c¢tyituhelnika s vrcholy [95,99], [130,106], [40,60],
[130,120]. jsou viditelné z bodu [2,0].

Reseni. Nejprve je tieba uréit strany étyithelnika (,,spravné“ potradi vrcholi):
[95,99][40, 60][130, 106][130, 120]. Po spoc¢iténi pfislusnych determinanti (viz
prednéska) zjistime, Ze jsou vidét pouze strana [40, 60][130, 106]. O
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1.70. Rovinny fotbalista vystieli mi¢ z bodu F = [1,0] ve sméru (3,4) na
brénu (tsecku) ohrani¢enou body A = [23,36] a B = [26, 30]. Sméfuje mi¢ do
brany?

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrava v prvnim kvadrantu, staci
uvazovat smérnice vektorit F'A,(3,4), FB. Tvoii-li (v tomto poradi) bud ros-
touci, nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméruje na branu. Tato posloupnost je
36/22, 4/3, 30/25, coZ je klesajici posloupnost, mi¢ tedy sméfuje do brany. O

1.71. Urcete obsah ¢tyfahelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B = [11,13],
C=12,5]aD=[-2,-5].

Reseni. Rozdélime na dva trojihelniky ABC a ACD. Jejich obsahy pak spo-
¢itdme pomoci patfiénych determinanti, viz 77

1’1 5‘ 1‘1 5‘_47

S=5ho 13|T2]-3 5= 2"

O

1.72. Bud déan pravidelny Sestithelnik ABCDEF (vrcholy jsou oznaceny v
kladném smyslu) se stfedem v bodé [1,0] a vrcholem A = [0, 2] Urcete souiad-
nice vrcholu C.

Reseni. Soufadnice vrcholu C ziskdme otodenim bodu A okolo st¥edu S Ses-
tithelnika o 120° v kladném smyslu:

_ (cos(120°) —sin(120°) B
¢ = (sin(120°) cos(120°) ) (C-5)+85=

1 B\ /o
- (w ?)(;)Jr[lao]:[g—\/i—l—?]-

2
]

1.73. Bud dédn rovnostranny trojuhelnik s vrcholy [1,0] a [0,1] leZici cely v
prvnim kvadrantu. Urcete souradnice jeho tfetiho vrcholu.

ReSeni. [ + %2, 1 4+ ¥3] (otacime o 60° bod [1,0] kolem [0,1] v kladném

smyslu). O

1.74. Napiste souradnice vrcholii trojuhelnika, ktery vznikne oto¢enim rovno-
stranného trojihelnika jehoZ dva vrcholy jsou [1,1] a [2,3] (tfeti pak v polo-
roviné dané pfimkou [1,1][2,3] a bodem [0,0]) o 60° v kladném smyslu kolem
bodu [0, 0].

Reseni. T¥eti vrchol trojihelnika dostaneme napf. otocenim o 60° jednoho z
vrcholft kolem druhého (ve sprévném smyslu). [—3/3,v3—1], [ —3/3, 13+

3l 1= 3v3,v3+3] D
1.75. Urcete obsah trojithelnika A A3A11, kde AgAy ... Ayy jsou vrcholy pra-
videlného dvanactituhelnika vepsaného do kruznice o poloméru 1.

Reseni. Vrcholy dvanéctitihelnika miiZzeme ztotoznit s dvanictymi odmocni-
nami z ¢isla 1 v komplexni roviné. Zvolime-li navic Aqg = 1, pak muZeme psat

Ay, = cos(2km /12)+i sin(2km /12). Pro vrcholy zkoumaného trojihelnika méme:
Ay = cos(m/3) + isin(r/3) = 1/2 + iV/3/2, Az = cos(n/2) + isin(r/2) = i,
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Ay = cos(—7/6) + isin(—7/6) = v/3/2 — i/2. Podle vzorce pro obsah troji-
helnika je potom hledany obsah S roven

g e[ 1|1 14| 3-v3
2|As— Al 2 —§ g 4

O

1.76.4. Urcete odchylku (nebo jeji kosinus) thlopficek AsA7 a AsAqg pravi-
delného dvanactithelnika
AgA1 A2 A3 AgAs Ag A7 Ag Ag A10 A1 -

ResSeni. Odchylka nezavisi na velikosti daného dvanéctitihelnika. Volme dva-
nactithelnik vepsany do kruznice o poloméru 1. Jako v pfredchozim prikladé
urc¢ime soufadnice jeho vrcholid a podle vzorce snadno dopocitdme, odchylka je

o 1

75°, cos = WIS

Ulohu lze Fesit ¢isté metodami syntetické geometrie: oznacime jesté S stied
dvanictithelnika a T priseéik thlopficek AsA7 a AsAqg. Nyni |[LA7A5A19| =
45° (obvodovy thel pfislusny stfedovému thlu A7SA;g, ktery je pravy), dale
|£A5A7As] = 30° (obvodovy uhel piislusny stfedovému uhlu AsSAjs, jehoz
velikost je 60°). Velikost thlu A5T A7 je pak dopitkem vySe zminénych thla do
180°, tedy je rovna 105°. Hledana odchylka je tedy 75°. (]

1.77. Najdéte matice A takové, ze

Népovéda: jaké geometrické zobrazeni v roviné zadava matice A%?

ResSeni. A? je matice rotace o 60° v kladném smyslu, takze

¥ o1
A== (1 )
2 2

tedy matice rotace o 30°, resp. o 210°. (]

1.78. Rovnobéznikova rovnost. Dokazme jako ilustraci nasich nastroji tzv.
rovnobéznikovou rovnost“: Jsou-li u,v € R?, pak:
2 2 2 2
2(][ull” + llvlI*) = llu +olI" + [lu —|]".
Neboli soucet druhych mocnin délek thlopficek rovnobéznika je roven dvojna-
sobku souc¢tu druhych mocnin délek jeho stran.
Reseni. Obdrzime napiiklad rozepsanim obou stran do soufadnic: u = (uy, uz),

v = (v, v2). Pak

2(||ull* + [[v]1%)

2(uf + uj + v +v3)

= u% + 2uqvq + Uf + u% + 2usvy + vg + u% —2uqv1 +
v 4 ud — 2upvy + U3

= (u1+ U1)2 + (ug + Uz)2 + (ug — 111)2 + (ug — v2)

= Ju ol + Jlu—vf?

2
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1.79. Ukazte, ze slozenim lichého poctu stfedovych symetrii v roviné dosta-
neme opét stredovou symetrii.

ResSeni. Stfedovou symetrii v roviné se stfedem S reprezentujme piedpisem
X —S—(X-25),neboli X — 25— X. (Obraz bodu X ve stfedové symetrii
podle stfedu S dostaneme tak, ze k soufadnicim bodu S pri¢teme soufadnice
vektoru opacného k vektoru X — S.) Postupnou aplikaci t¥i stfedovych symetrii
se stfedy S, T a U tak dostdavame X +— 25 — X +— 2T — (25 — X) — 2U —
2T —-(25-X)=2(U-T+S5)— X, celkem X — 2(U-T +S5) — X, coz je
stfedova symetrie se stfedem S — T + U. (I

1.80. Sestrojte (2n + 1)-thelnik, jsou-li dany vSechny stfedy jeho stran.

Reseni. K feeni vyuzijeme toho, Ze slozenim lichého poétu stiedovych sou-
mérnosti je opét stfedovd soumérnost (viz predchozi piiklad). Oznacime-li vr-
choly hledaného (2n + 1)-thelnika po fadé Ay, As,..., As,y1 a stfedy stran
(od stfedu A;As) postupné Sy, So,...S2,+1, tak provedeme-li stfedové sou-
mérnosti po fadé podle téchto stiedi, tak bod A; je zjevné pevnym bodem
vysledné stfedové symetrie, tedy jejim stfedem. K jeho nalezeni tedy stac¢i pro-
vést uvedenou stfedovou soumeérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A4; lezi
pak ve stiedu tsecky X X', kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné stfedové
symetrii. Dalsi vrcholy ziskdme zobrazovanim bodu A; ve stfedovych soumér-
nostech podle S1,...,S2,11. O

6. Zobrazeni a relace

1.81. Rozhodnéte, zda nasledujici relace na mnoziné M jsou relace ekvivalence:

(1) M={f:R—=R}, (f~g) < f(0)=yg(0).

(2 M={f:R=R} (f~g) < f(0)=g(1).

(3) M je mnozina pfimek v roviné, dvé piimky jsou v relaci, jestlize se
neprotinaji.

(4) M je mnozina pfimek v roviné, dvé pfimky jsou v relaci, jestlize jsou
rovnobézné.

(5) M =N, (m ~n) < S(m)+ Sn) =20, kde S(n) znadi ciferny
soucet cisla n.

Reseni.

(1) Ano. Ovéfime tii vlastnosti ekvivalence:

i) Reflexivita: pro libovolnou redlnou funkei f je f(0) = f(0).
ii) Symetrie: jestlize plati f(0) = ¢(0), pak i g(0) = f(0).
iii) Tranzitivita: jestlize plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0), pak plati i
f(0) = h(0).
(2) Ne. Definovan4 relace neni reflexivni, napf pro funkci sin méame sin(0) #
sin(1)

(3) Ne. Relace opét neni reflexivni (kazda pfimka protind sama sebe)
(4) Ano. T¥idy ekvivalence pak tvoii mnozinu neorientovanych sméri v
rovineé.

(5) Ne. Relace neni reflexivni. S(1) +5(1) =
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Relace a zobrazeni mezi konecnymi mnozinami dévaji vzniknout celé radé
kombinatorickych otéazek:

1.82. Pocet injektivnich zobrazeni mezi mnozinami
Urdete pocet injektivnich zobrazeni mnoziny {1,2, 3} do mnoziny {1,2, 3,4}

Reseni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvazovanymi mnozinami je dano
vybérem (usporddané) trojice z mnoziny {1,2,3,4} (prvky ve vybrané trojici
budou po fadé obrazy ¢isel 1, 2, 3) a obrécené kazdé injektivni zobrazeni ndm
zadavéa takovou trojici. Je tedy hledanych injektivnich zobrazeni stejné jako
moznosti vybéru uspofadanych trojic ze ¢tyt prvki, tedy v(3,4) =4-3-2 = 24.

|

1.83. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni mnoziny {1,2,3,4} na mnozinu
{1,2,3}

Reseni. Pocet zjistime obecnym principem inkluze a exkluze“. Od poétu
vSech zobrazeni odeCteme ta, kterd nejsou surjektivni, t.j. ta, jejichz obor
hodnot je bud jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnozinou. VSech zobrazeni
je V(3,4) = 3%, zobrazeni, jejichz oborem hodnot je jednoprvkovd mnoZina,
jsou tfi. Pocet zobrazeni jejichz oborem hodnot je dvouprvkova mnozina je
(g) (24 -2) ((g) zplisoby miiZeme vybrat definiéni obor a mame-li jiz dva prvky
fixovany, mdme 2% — 2 moznosti, jak na né zobrazit ¢tyii prvky). Celkem je
tedy pocet hledanych surjektivnich zobrazeni

(1.17) 3t — (‘Z) (2* —2) — 3 = 36.

O

1.84. Hasseuv diagram usporadani. Hassetiv diagram daného usporadani
~ na n-prvkové mnoziné M je diagram s n vrcholy (kazdy vrchol odpovidé
pravé jednomu prvku mnoziny), pfi¢emz dva vrchly (prvky) a, b jsou spojeny
(viceméné svislou) ¢arou (tak, Ze a je ,dole“ a b ,nahoie®), pravé kdyz b pokryva
a, tj. a ~ b a neexistuje c € M tak, zea ~cac~b.

1.85. Urcete pocet relaci usporadani na ¢tyfprvkové mnoziné.

Reseni. Postupné projdeme vSechny mozné Hasseovy diagramy uspofadani
na néjaké étyiprvkové mnoziné M a spoéitame, kolik riiznych uspofadani (tj.
podmnozin mnoziny M x M) mé dany Hasseliv diagram, viz obr.:

Celkem tedy 219 uspofadani. O

1.86. Urcete pocet relaci ekvivalence na mnoziné {1,2,3,4}.
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Reseni. Ekvivalence miizeme pocitat podle toho, kolik prvki maji jejich t¥idy
rozkladu. Pro pocty prvku t¥id rozkladu ekvivalenci na ¢étyrprvkové mnoziné
jsou tyto moznosti:

Pocty prvkit ve tiidach rozkladu pocet ekvivalenci daného typu

1,1,1,1 1
2,1,1 ()
4
2,2 3(2)
4
3,1 (1)
4 1
Celkem tedy mame 15 rtznych ekvivalenci. O

1.87. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné?

Reseni. Relace je libovolna podmnozina kartézského sou¢inu mnoziny se se-
2
bou, ktery ma n? prvki, je tedy pocet vSech relaci 2™ . (Il

1.88. Kolik reflexivnich relaci na n-prvkové mnoziné?

ResSeni. Relace na mnoziné M je reflexivni, pravé kdyz je diagonélni relace
Ay = {(a,a)la € M} jeji podmnozinou. U zbylych n? —n usporddanych dvojic
v kartézském soucinu M x M mame nezavislou volbu, jestli dana dvojice v dané

relaci bude ¢i ne. Celkem méme

2712 —n

ruznych reflexivnich relaci na n-prvkové mnoziné. (I

1.89. Kolik existuje symetrickych relaci na n-prvkové mnoziné?

Reseni. Relace na mnoziné M je symetricka pravé kdy# je jeji primik s kazdou
mnozinou {(a,b), (b,a)}, a # b, a,b € M bud celd dand dvojprvkovd mnozina.
Takovych mnozin je (g) a pokud kromé prinikd s témito mnozinami jesté ur-
¢ime prinik dané relace s diagondlni relaci Ay = {(a,a)|a € M} je timto dana
relace jednozna¢né uréena. Celkem mizeme provést (5) - n nezavislych voleb
mezi dvéma alternativami (kazd4 mnozina typu {(a,b), (b,a)|a,b € M,a # b}
bud je podmnozinou dané relace, nebo ani jeden z jejich prvk v dané relaci
nelezi; kazda dvojice (a,a), a € M, potom také bud v relaci lezi nebo ne),
celkem mame

symetrickych relaci na n-prvkové mnoziné. O

1.90. Kolik existuje antisymetrickych relaci na n-prvkové mnoziné?
Reseni. Relace na mnoziné M je antisymetricka pravé kdyz jeji primik s kaz-
dou mnozinou {(a,b), (b,a)} a # b, a,b € M neni dvojprvkovy (jsou tedy t¥i
moznosti jak prinik vypadd, bud je to mnozina {(a,b)}, nebo {(b,a)}, nebo je
prinik prazdny). Prinik s diagonalni relaci pak mize byt libovolny. Uréenim
téchto vSech prinikt je relace jednozna¢né urcena. Celkem mame

3(3)9n
antisymetrickych relaci na n-prvkové mnoziné. (|
1.91. Urcete pocet relaci usporadani na tfiprvkové mnoziné.
Reseni. 19. (]
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1.92. Urcete pocet relaci uspofddani na mnoziné {1, 2, 3,4} takovych, Ze prvky
1 a 2 jsou nesrovnatelné (tedy neplati 1 ~ 2 ani 2 ~ 1, kde ~ je oznaceni
uvazované relace usporadani).

Reseni. 87. O
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