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KAPITOLA 1

Prvni krucky k reSeni matematickych
problémi

Lhodnota, zména, poloha“
— co to je a jak to uchopit?

Smyslem prvni kapitoly této ucebnice je uvést ctenare do fas-
cinujiciho svéta matematického mysleni, a to na co nejkonkrétnéj-
Sich prikladech modelovani redlnych situaci pomoci abstraktnich
objektii a souvislosti. Zaroven projdeme nékolik témat a postupii,
ke kterym se postupné budeme vracet a v zavéru kapitoly se bu-
deme chvili vénovat samotnému jazyku matematiky (se kterym
budeme jinak zachazet spiSe intuitivng).

O co jednodussi jsou vychodiska a objekty, se kterymi zde
budeme pracovat, o to slozitéjsi je pochopit do disledku jemnosti
pouzitych nastroji a postupi. I to je divod, pro¢ se budeme k
témattim postupné vracet.

Pokud se tedy prechazeni od tématu k tématu bude jevit z po-
catku jako chaotické, snad se to postupné spravi pfi navratech v
pozdéjsich kapitolach. Nazev kapitoly lze chapat i jako nabadani
k trpélivosti. I nejjednodussi tlohy a tivahy budou snadné jen pro
ty, co uz podobné fesili (a pijde pro né jen o opakovani znalosti
ze stiedni Skoly). Cesta k postupnému poznani a ovladnuti mate-
matického mysleni je mozna jen pozvolna.

Zacneme s tim nejjednodussim: obycejnymi ¢isly.

1. Cisla a funkce

Lidé odjakziva chtéji mit jasno ,kolik“ néceho je, pfipadné ,za
kolik“ to je, ,jak dlouho® néco trva apod. Vysledkem takovych
avah je vétSinou néjaké ,,¢islo“. Za ¢islo pfitom povazujeme néco,
co umime s¢itat a nasobit a splituje to obvyklé zdkonitosti, at uz
vSechny nebo jen nékteré. Naptiklad vysledek s¢itani nezavisi na
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poradi, v jakém disla s¢itdme, mame k dispozici ¢islo nula, které
prictenim vysledek nezméni apod.

Nejjednodussim piikladem jsou tzv. ¢isla pfirozend, budeme
je znacit N = {0,1,2,3,...}. VSimnéme si, Ze jsme mezi pfirozend
Cisla vzali i nulu, jak je obvyklé zvlasté v informatice. Pocitat
»jedna, dveé, tii,...“ se uc¢i déti uz ve skolce. O néco pozdéji se
setkavame s Cisly celymi Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} a nakonec
si zvykneme na desetinné cisla a vime, co znamené 1.2-nasobek
ceny diky 20% dané z pfidané hodnoty.

1.1. Vlastnosti ¢isel. Abychom mohli s ¢isly pracovat doopravdy,
musime se jejich definici a vlastnostem vénovat poradnéji. V mate-
matice se tém nejzakladnéjsim vlastnostem objekt, které predpo-
klddame aniz bychom se zabyvali jejich dokazovanim, fika aziomy.

Uvedeme si tedy zakladni vlastnosti operaci s¢itani a nasobeni
pro nase pocty s Cisly, kterd budeme psat jako pismena a, b, c, . ...
ODbé tyto operace funguji tak, ze vezmeme dvé ¢isla a, b a aplikaci
s¢itani nebo néasobeni dostaneme vysledné hodnoty a + b a a - b.
Vlastnosti téchto dvou operaci jsou uvedeny v ramecku.

Cela cisla Z jsou dobrym ptikladem komutativni grupy, pfiro-
zend ¢isla nikoliv, protoZe nespliiuji KG4 (a pfipadné neobsahuji
nulu pokud ji nékdo do N nezahrnuje).

Kdyz komutativni okruh navic splituje i (P), hovotime o poli
(Casto také o komutativnim télese). Posledni uvedend vlastnost je
slabsi. Napf. okruh celjch ¢isel Z nespliiuje (P), ale spliiuje (OI).
Hovorime o oboru integrity.

Vsimnéme si, ze mnozina vSech nenulovych prvkt s operaci
néasobeni spliiujici (01), (02), (03), (P) je také komutativni grupa.
Jen se misto séitani mluvi o nasobeni. Jako prilad mtizeme vzit
vsechna nenulova realna cisla.

Prvky néjaké mnoziny s operacemi + a - spliiujicimi (ne nutné
vSechny) vyse uvedené vlastnosti (tj. komutativni okruh, obor in-
tegrity, pole) budeme nazyvat skaldry. Budeme pro né vesmés uzi-
vat latinska pismena ze zacatku abecedy.

Vsechny vlastnosti KG1-KG4, 01-04, P, OI z ramecku je
tfeba brat jako axiomatickou definici prislusnych matematickych
pojmil. Pro nase potieby bude stacit si priibézné uvédomovat, ze
pfi dalsich diskusich budeme dtsledné pouzivat pouze tyto vlast-
nosti skalart a ze proto i nase vysledky budou platné pro vSechny
objekty s témito vlastnostmi. V tomto je prava sila matematickych
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Vlastnosti s¢itani:

(KG1) (a+b)+c=a+ (b+c), pro viechny a,b,c

(KG2) a+b=>b+ a, pro viechny a,b

(KG3) existuje 0 takovd, ze pro vSechny a plati a +0 =a
(KG4) pro vSechny a existuje (—a) takovy, ze a + (—a) = 0.
Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikdme vlastnosti komutativni grupy.
Jsou to po fadé asociativita, komutativita, existence neutrdlniho

prvku, existence inverzniho prvku.
Vlastnosti nasobeni:

(01) (a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a,b,c

(02) a-b="b-a, pro vechny a,b

(03) existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1-a =a
(04) a-(b+¢c)=a-b+a-ec, pro viechny a,b,c.

Posledni vlastnosti O4 se fika distributivita s¢itani vici nasobeni.
Mnoziny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)-(KG4), (01)-(04)
se nazyvaji komutativni okruhy.

Dalsi vlastnosti nésobeni:

(P)  pro kazdy a # 0 existuje a~ ! takovy, ze a-a~ ' = 1.

(O1) a-b=0 = buda=0nebob=0.

1: Vlastnosti skalart

teorii — nejsou platné jen pro konkrétni feSeny priklad. Naopak,
pfi rozumné vystavbé maji vzdy univerzalni pouziti. Budeme se
snazit tento aspekt vzdy zdlraznovat, pfestoze nase ambice mo-
hou byt v ramci daného rozsahu ucebnice jen velice skromné.

K tomu aby ale skute¢né bylo mozné budovat matematickou
teorii je tfeba ovérit, ze takové objekty mohou existovat.
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Pro konstrukci pfirozenych ¢isel zacneme s predpokladem, ze
vime, co jsou to mnoZiny. Prdzdnou mnoZinu si ozna¢ime @) a de-
finujeme

(1.1) 0:=0, 1:={0}, 2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Timto zapisem fikdme, Ze pokud uz méame definovani vSechna
¢isla 0,1,2,...n, pak ¢islo n + 1 definujeme jako mnozinu vsech
predchozich éisel.

Prirozena cisla takto ztotoznujeme s mohutnostmi konkrét-
nich koneénych mnozin (dvé pfirozend ¢isla a, b jsou stejnd pravée
kdyz pfislusné mnoZiny maji stejné prvkd). Na prvni pohled je
také vidét obvykla definice usporadani prirozenych ¢isel podle ve-
likosti (o ¢islu a fekneme, Ze je ostie mensi nez b tehdy a jen tehdy,
kdyZ a # b a a C b jako mnozina). Dal§im formalnim krokem
by méla byt definice s¢itani a nasobeni a dikaz vSech zakladnich
vlastnostni prirozenych ¢isel, véetné vyse uvedenych axiomil ko-
mutativniho okruhu. Snadno 1ze napt. ukazat, ze kazda podmno-
zina v N mé nejmensi prvek a spoustu dalsich vlastnosti o kterych
zpravidla uz davno nepfemyslime a mame je za samoziejmé.
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Nebudeme se tu konstrukei ¢iselnych obort podrobné zaby-
vat a pfedpoklddame, Ze Ctenér ¢isla raciondlni (Q), redlna (R) a
komplexni (C) davérné zna.

Budeme jen obcas pfipominat teoretické i praktické souvis-
losti pfi dalsim vykladu. Podrobné bude konstrukce racionalnich
Cisel z prirozenych diskutovana v [[.37] Konstrukei redlnych ¢&-
sel bude vhodné zminit pfi studiu limitnich procesi pozdéji a jiz
diive budeme z rtiznych algebraickych pohledi zkoumat ¢isla kom-
plexni.

—

\(pv«(f(ex»\: Tou\nA
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Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s ¢isly ma-
nipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, at uz jejich
hodnota je nebo neni pfedem znama.

1.2. Skalarni funkce. Casto pracujeme s &selnou hodnotou,
ktera neni dana jako konkrétni ¢islo. Misto toho néco vime o zavis-
losti nasi hodnoty na hodnotach jinych. Formalné piseme, ze hod-
nota y = f(z) nasi ,zavislé“ proménné velic¢iny y je dana ,nezavis-
lou“ veli¢inou z. Pfitom miZeme znalost f brat formalné (prosté
je to néjaka, blize nespecifikovana, zivislost) nebo operacné, tj.
f(z) je dédno vzorcem posklddanym z (prozatim si pfedstavme
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kone¢né mnoha) znamych operaci. Pokud je hodnotou skalér, ho-
vofime o skaldrni funkci. Kazda funkce je definovdna na néjaké
mnoziné, mluvime o definicnim oboru funkce, a mnozina vsSech
hodnot je pak tzv. obor hodnot funkce.

Také mohou byt ale hodnoty funkce f dany pouze priblizné
nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych avah pak byva z neformalniho po-
pisu zavislosti najit explicitni vzorce pro funkce, které je popisuji,
nebo aspon explicitni hodnoty pro konkrétni hodnoty zavislych
proménnych, pfipadné jejich priblizeni. Podle typu tlohy a cile
pracujeme:

e s piesnym a koneénym vyrazem

e s nekonecnym vyrazem

e s piiblizenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétsi-
nou s vyéislenou moznou chybou)
s odhadem hodnot s vycislenim jejich pravdépodobnosti
apod.

Skalarni funkci je napf. roéni mzda pracovnika néjaké firmy
(hodnoty nezavislé veli¢iny, tj. definiéni obor funkce, jsou jednot-
livi pracovnici x z mnoziny vSech sledovanych pracovnikd, f(x) je
jejich ro¢ni mzda za dané obdobi). Stejné tak muizeme sledovat
mési¢ni mzdu konkrétniho pracovnika v ¢ase (nezavislou hodno-
tou je ¢as v mésicich, zévislou pfijem v jednom kazdém mésici).
Jinym prikladem je tfeba plocha obrazce v roving, objem télesa v
prostoru, rychlost konkrétniho auta v case atd. Dovedeme si jisté
predstavit, ze ve vSech uvedenych pripadech muze byt hodnota
dana néjakou volné popsanou souvislosti nebo namétrena ptiblizné
nebo odhadnuta atd.

1.3. Operacéné definované funkce. Funkce miiZzeme mit dany
vyc¢tem jejich hodnot — napf. ve firmeé je jen kone¢né mmnoho za-
méstnanct a umime sestavit tabulku s jejich aktudlnimi mesi¢nimi
platy. Castéji ale mame misto hodnot pravidla, jak k hodnotam
dojit.

Dilezitou takovou opera¢né definovou skalarni funkci na pii-
rozenych ¢islech je faktoridl, ktery definujeme vztahy

f0)=1, fln+1) = (n+1)- f(n).

Pigeme f(n) = n! a definice zjevné znamend n! =n-(n —1)---1.
Ptvodni definice fik4, jak se zméni hodnota f(n), kdyZ zménime
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hodnotu n o jedni¢ku. Vzorec pro n! jiz explicitné ¥ika kolik to je
doopravdy. V tomto pfipadé to neni pfilis efektivni vzorec, protoze
se jeho slozitost zvétsuje s rostoucim n, lepsi ale tézko hledat.

Podivejme se jesté na obycejné séitani prirozenych cisel jako
na operacné definovanou skaldrni funkci. Definicnim oborem je
mnozina vSech dvojic (a,b) pfirozenych ¢isel. Definujeme a + b
jako vysledek procedury, ve které k a nékolikrat po sobé pri¢itame
1. Tak jsme vlastné obecné a + 1 definovali v rovnicich . Pri
kazdém pricteni odebereme z b nejvétsi prvek a postupujeme tak,
dokud neni b prazdnd (tj. b se postupné zmensuje o jednic¢ku a v
kazdém kroku ndm ¥ika, kolik jesté zbyva pFicist).

Je evidentni, Ze takto definované séitani sice je dano (iterativ-
nim) vzorcem, postup ale neni vhodny pro praktické poéitéani. Tak
tomu bude v naSem vykladu ¢asto — teoreticky korektni definice
pojmu ¢i operace neznamend, ze tkony s nimi spojené jsou efek-
tivné vykonavatelné. Pravé k tomu budeme postupné rozvijet celé
teorie, abychom praktické nastroje ziskavali. Co se tyce pfiroze-
nych éisel, od skolky je umime séitat zpaméti a rychle (pokud jsou
mald) a s vétsimi si poradi poéitace (pokud nejsou ptilis velka).

2. Kombinatorické veliéiny

Typickym ,kombinatorickym* problémem je napocitat, ko-
lika rdznymi zptisoby se miize néco stat. Napt. kolika zptsoby lze
vybrat v samoobsluze dva riazné sendvice z dané nabidky? Mys-
lime si pfitom, Ze jsou vSechny sendvice v regalu po dvou ruzné
nebo rozlisSujeme jen razné typy sendvicu? Pripoustime pak, Ze si
také mizeme vzit dva stejné? Nepfeberné takovych otazek mame
u kartnich a jinych her.

1.4. Permutace, kombinace a variace. Jestlize z mnoziny n
predméti vytvarime néjaké poradi jejich prvkid, mame pro volbu
prvniho prvku n moznosti, dalsi je volen z n — 1 moznosti atd.,
az nam nakonec zbude jediny posledni prvek. Zjevné tedy je na
dané kone¢né mnoziné S s n prvky pravé n! rtiznych pofadi. Ho-
vofime o permutacich prvkt mnoziny S. Jestlize si pfedem prvky
v S odislujeme, tj. ztotoznime si S s mnozinou S = {1,...,n}
n prirozenych c¢isel, pak permutace odpovidaji moznym poradim
¢isel od jedné do n. Mame tedy piiklad jednoduché matematické
véty a nasi predchozi diskusi je mozné povazovat za jeji dukaz:
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Tvrzeni. Pocet riznyjch potadi na koneéné mnoZiné s n proky je
ddn zndmou funkci faktoridl:

(1.2) f(n)=n!

Dalsim jednoduchym piikladem hodnoty uréené formuli jsou
tzv. binomickd cisla, ktera vyjadiuji, kolika zptsoby lze vybrat
k rtznych rozlisitelnych pfedmétd z mnoziny n predméta. Zjevné
mame n(n—1) - - - (n—k+1) moZnych vysledkt postupného vybéru
nasich k prvkt, pfitom ale stejnou vyslednou k-tici dostaneme v
k! raznych poradich.

Pokud nam ale zalezi i na poradi vybrané k-tice prvki, ho-
vofime o variaci k-t€ho stupné. Jak jsme si jiz ovérili, pocet kom-
binace a variace udavaji nasledujici vzorce, které také nejsou pro
vypocet moc efektivni pii velikych k a n, protoze obsahuji vyrazy
pro faktorialy.

Tvrzeni. Pro pocet kombinact k-tého stupné zn prvki plati (0 <
k<n)

k(k—1)...1 C(n— k)

(1.3) c(n, k) = <Z>_n(n—1)...(n—k+1) nl

Pro variace plati
(1.4) vin,k)=nn—-1)---(n—k+1)
pro vSechny 0 < k < n (a nula jinak).

2: Kombinace a variace

Binomicka ¢isla dostala sviij nazev od tzv. binomického roz-
voje, tj. roznasobeni n-té mocniny dvojclenu. Pocitame-li totiz
(a + b)", bude koeficient u mocniny a*"~* pro kazdé 0 < k <n
roven pravé poc¢tu moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v sou-
¢inu (ty, kde bereme do vysledku a). Plati proto

(L5) @ip =3 @ -

k=0

a vSimnéme si, ze pro odvozeni jsme potiebovali pouze distribu-
tivitu, komutativnost a asociativitu nasobeni a sc¢itani. Formule
(1.5) proto plati v kazdém komutativnim okruhu.
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Jako dalsi jednoduchou ukézku, jak vypadd matematicky di-
kaz si odvodme né&kolik jednoduchych tvrzeni o kombinacénich éis-
lech. Pro zjednoduseni formulaci definujme (Z) = 0, kdykoliv je
bud k£ < 0 nebo k > n.

1.5. Tvrzeni. Pro vSechna pvirozend c¢isla k a n plati
M) ()= ()
) (= 0+ ()
(3) S0 (1) = 2"
(4) Xyook(p) =n2n7"

DUkAZ. Prvni tvrzeni je zjevné piimo z formule ([1.3)). Jestlize
vy¢islime pravou stranu z tvrzeni (2), dostdvame

(Z) * <k | 1) - k!(nni PIRRCE: 1)!(2!_ K1)

(k+1n!+ (n —k)n!
(k+Dl(n—k)!

(n+1)!
(k+D(n—k)!
coz je ale leva strana tohoto tvrzeni.

Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoZe (8) =1=2°
(Stejné tak je piimo vidét i pro n = 1.) Pfedpoklddejme, Ze plati
pro néjaké n a spoctéme piislusnou sumu pro n + 1 s vyuzitim
tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

"i(ny) —ki (Z)Jr%(?;) =2" 42" =2t

k=0 =-1 k=0

Prakticky stejné dokdzeme i (4). Zjevné plati pro n = 0, pfed-
pokladejme, Ze plati pro néjaké n, a spoc¢téme prislusnou sumu pro
n+ 1 s vyuzitim tvrzeni (2). Dostaneme

gk(nzl) - é:l(kﬂ)(;‘) +§k<z>
-3 ()2 -2 ()

0
=2" 42" 2"l = (n 4 1)27
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Druha vlastnost z naseho tvrzeni umoznuje sestavit vSechna
kombinaéni ¢isla do tzv. Pascalova trojuhelniku, kde kazdé ¢islo
obdrzime jako soucet dvou bezprosttedné nad nim lezicich sou-
sedi:

n=20: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=3: 0 1 3 3 1 0
n=4: 0 1 4 6 4 1 0
n=>=5: 1 5 10 10 5 1

Vsimnéme si, ze v jednotlivych fadcich mame pravé koeficienty u
jednotlivych mocnin z vyrazu (1.5)), napf. posledni uvedeny radek
Fiké&

(a+b)° = a® + 5a*b + 10a>b? + 10ab> + 5ab* + b°.

1.6. Permutace, kombinace a variace s opakovanim. Po-
fadi n prvkd, z nichz mezi nékterymi nerozlisujeme, nazyvame
permutace s opakovanim. Necht je mezi n danymi prvky p; prvki
prvniho druhu, ps prvki druhého druhu, ..., pi prvkid k-tého
druhu, p; +p2 + - - - + pr = n, potom pocet potradi téchto prvki s
opakovanim budeme znaéit P(py, ..., pr). Podobné jako u permu-
taci a kombinaci bez opakovani, pro vybér prvniho z nich mame n
moznosti, pro dalsi n — 1 a tak dale, az po posledni, ktery zbude.
Pritom ale za stejnd povazujeme poradi nerozlisitelnych objektii.
Té&ch je pro kazdou skupinku o p; objektech praveé p;!, takze ziejmé
plati

n!
mlped

Volny vybér prvkd z n moznosti, véetné pofadi, nazyvame
variace k-tého stupné s opakovdanim, jejich pocet budeme znacit
V(n, k). Pfedpokladdme, Ze stale mame pro vybér stejné moznosti,
napft. diky tomu, Ze vybrané prvky pred dals$im vybérem vracime
nebo tfeba hazime porad stejnou kostkou. Zfejmé plati

V(n, k) = nk.

P(pla"'apk) =

Pokud néas vybér zajima bez zohlednéni potradi, hovofime o kom-
binacich s opakovdnim a pro jejich pocet piseme C(n, k). Zde se
na prvni pohled nezdé tak jednoduché, jak vysledny pocet zjis-
tit. Dtkaz néasledujici véty je pro matematiku typicky — podaii se
nam novy problém pfrevést na problém jiny, ktery jsme uz drive



3. DIFERENCNI ROVNICE 11

zvladli. V nasem pripadé je to pfevedeni na problém standardnich
kombinaci bez opakovani:

Véta. Pocet kombinaci s opakovdnim k-té tridy z n prvki je pro
vsechny 0 <k a0 <n

Cln k) = <”+:1>.

3: Kombinace s opakovanim

DUkAz. Dikaz je opfen o trik (jednoduchy, kdyz ho nékdo
uz znd). Necht x1, ...,z je kombinace libovolnych prvki z dané
mnoziny

S = {al,...,an},

na které si zafixujeme uvedené poradi prvki. Jednotlivé volby
x; pridame do potradi ai,... tam, kde je shodny prvek. Napr.
pro S = {a,b,c,d} a volbu 21 = b, x5 = ¢, 3 = b dostaneme
S’ = la,b,b,b,c,c,d]. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpoznani pu-
vodni kombinace nam staci védét, kolik je prvkua v jednotlivych
skupinéch (je tam vzdy pravé o jeden prvek vice nez kolik patii
do kombinace). MiZeme si to znézornit

a | bbb

protoze prislusnost jednotlivych prihradek k prvkam S je nami
pevné zvolena.

V obecném pripadé vybéru k prvki z n moznych tedy mame
Fetézec n + k znakl a pocet C(n,k) je roven po¢tu moznych
umisténi prihradek | mezi jednotlivé znaky. To odpovida vybéru
n — 1 pozic z n + k — 1 moZnych. Protoze je c¢(k,n +k — 1) =
cn+k—1—kn+k—1),je véta dokazana. O

ccC

d > x| wokok |k |k,

3. Diferenéni rovnice

V predchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadavaly
hodnotu skaldrni funkce definované na ptirozenych ¢islech (fakto-
ridl) nebo dvojicich ¢isel (binomicka ¢isla) pomoci predchézejicich
hodnot. Tomu lze rozumét také tak, ze misto hodnoty nasi funkce
zadavame jeji zménu pii odpovidajici zméné nezavislé proménné.
Porovnejte si formule v[I.4a v[I.6] Takto se skutec¢né velice ¢asto
postupuje pfi matematické formulaci modeld, které popisuji re-
alné systémy v ekonomice, biologii apod. My si tu povSimneme
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jen nékolika jednoduchych pripadi a budeme se k této tématice
postupné vracet.

1.7. Linearni rovnice prvniho ¥adu. Obecnou diferencni rov-
nict prontho rddu rozumime vyraz

f(n+1) = F(n, f(n)),

kde F je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich pfirozenych
¢isel. Je zfejmé, Ze takovy vztah, spolu s volbou pro f(0), zaddva
jednoznacné celou nekone¢nou posloupnost hodnot

f0), f(1),.... f(n),....

Jako ptiklad muze slouzit defini¢ni formule pro faktorial, tj.
nl=n-(n—1)!

Vidime, Ze skuteéné vztah pro f(n+1) zavisi na n i hodnoté f(n).
Po konstantni zavislosti je nejjednodussi tzv. linedrni dife-
rencni rovnice

(1.6) fn+1)=a-f(n)+0,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno fesit, je-li b = 0. Pak
totiz zjevné
f(n) =a”f(0).

To je napf. vztah pro tzv. Malthusidnsky model popula¢niho ristu,
ktery vychazi z predstavy, ze za zvoleny ¢asovy interval vzroste po-
pulace s konstantni imérou a vuci predchozimu stavu. Dokazeme
si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu, které se podobaji
linearnim, ale pfipousti proménné koeficienty a a b, tj.

(1.7) f(n+1)=a, - f(n)+by,.

Pokud si budeme interpretovat linearni rovnici [I.6] jako matema-
ticky model pro spofeni nebo splaceni Gvéru s pevnou trokovou
mirou a pevnou splatkou (tyto dva p¥ipady se lisi pouze znamén-
kem u parametru b, tj. splatky), pak proménné parametry po-
vedou na obdobny model, ovsem s proménlivymi jak troky, tak
splatkami. Mtzeme si predstavit tfeba n jako pocet mésici, a,
bude vyjadfovat trokovou miru v mésici n, b,, prislusnou splatku
v meésici n.

Nedéste se zdanlivé slozitého s¢itani a nasobeni v nasleduji-
cim vysledku. Jde o typicky pfiklad technického matematického
tvrzeni, kdy tézké je ,uhodnout®, jak zni. Naopak dukaz je uz pak
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jen docela snadné cvi¢eni na zakladni vlastnosti skalari a mate-
matickou indukci. Skuteéné zajimavé jsou teprve diisledky, viz
nize.

1.8. Tvrzeni. Obecné resend diferencni rovnice pruntho radu
s poédtecni podminkou f(0) = yo je ddno vztahem

n—1
(1.8) (H‘%) y0+z < H ) -
r=0 \i=r—+1
DUKAZ. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukci. Pro zjed-
noduseni zapisu uzivame konvenci, ze koneény soucin s prazdnou
mnozinou soucinitelt je roven jedné (podobné jako soucet s prazd-
nou mnozinou s¢itanct je roven nule). To je zapotiebi v samotné
formuli v pravém sc¢itanci pro hodnotu r = n — 1, kde neni zadné
vyhovujici .
Zjevné pak tvrzeni plati pro n = 1, kdy se jedna pravé o
definiéni vztah f(1) = aoyo + bo. Pfedpokladame-li, Ze tvrzeni
plati pro libovolné pevné zvolené n, miizeme snadno spocist:

fn+1)=a, ((H%)yo—kZ(H ) >+b
r=0 \i=r+1
- (H) yo+z( 11 « ) .
r=0 \i=r+1
jak se primo vidi roznasobenim vyrazt. ]

Opét si vSimnéme, Ze jsme pro dukaz nepotiebovali o pouzi-
tych skalarech nic vic nez vlastnosti komutativniho okruhu.

1.9. Dusledek. Obecné teseni linedrni diferencéni rovnice (@ s
a # 1 a pocatecni podminkou f(0) = yo je

(1.9) F(n) = a™yo + 11__“: b.

DUKAZ. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do obecné
formule dostavame zjevné prvni séitanec okamzité. Pro vycisleni
souctu soucint v druhém si je tfeba vSimnout, Ze se jedna o vyrazy
(1+a+--+a™ 1)b. Soucet této geometrické fady spocteme ze
vztahu 1 —a” = (1 —a)(14+a+ - -+ a"!) a dostaneme pravé
pozadovany vysledek. a
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Vsimnéme si, ze pro soucet geometrické fady jsme vyuzili exis-
tence inverze pro nenulové skalary. To bychom nad celymi ¢isly
neumeéli. Posledni vysledek tedy plati pro pole skalér.

1.10. Rovnice druhého fadu. Uzavieme tuto kapitolku néko-
lika poznamkami o obecnéjsich diferen¢nich rovnicich. Obecné na-
zyvame diferencni rovnict 7ddu k vztah

fn+k) = F(n, f(n),..., f(n+k—1)) =0,

kde F' je znama skalarni funkce v k£ + 1 proménnych skalarnich
veli¢inach. Stejné jako v pripadu rovnice prvniho fadu vyse je cela
poslounost hodnot f(n) jednozna¢éné urcena volbou k-tice ¢isel
f(0),..., f(k—1).

V praktickych problémech se ¢asto vyskytuji vztahy zavise-
jici na dvou pfedchozich hodnotach. Linearni diferenc¢ni rovnici
druhého fadu rozumime

(1.10) fn+2)=a-f(n+1)+b- f(n)+ec,

kde a, b, ¢ jsou znamé skalarni koeficienty.

Napft. v populac¢nich modelech mizeme zohlednit, ze jedinci
v populaci dospivaji a poradné se rozmnozuji se az o dvé obdobi
pozdéji (tj. pfispivaji k hodnoté f(n + 2) ndsobkem b - f(n) s
kladnym b > 1 zatimco nedospéli jedinci vysili a znic¢i ¢ast dospélé
populace (tj. koeficient a mtize byt i zdporny). Navic je moznéd
nékdo péstuje a pribézné ujida si konstantni pocet ¢ < 0.

Specialnim takovym piikladem s ¢ = 0 je napf. Fibonacciho
posloupnost ¢isel yo, y1, .. ., viz pfiklad ??, kde yn12 = Ynt1+Yn-

Jestlize pii feSeni matematického problému nemame zadny
novy napad, vidy muzeme zkusit, do jaké miry funguje FeSeni
podobnych tloh. Zkusme proto dosadit do rovnice s koefi-
cientem ¢ = 0 podobné feSeni jako u linedrnich, tj. f(n) = A" pro
néjaké skalarni A. Dosazenim dostavame

A2 g\ A = AW —a) —b) = 0.
Tento vztah bude platit bud pro A = 0 nebo pii volb& hodnot

1 1
AL = E(a—i— a? +4b), A= i(a —Va? +4b).

Zjistili jsem tedy, Ze skutec¢né opét takova feSeni funguji, jen mu-
sime vhodné zvolit skaldr A. To nédm ale nestaci, protoze my
chceme najit feSeni pro jakékoliv poc¢ateéni hodnoty f(0) a f(1),
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a zatim jsme nasli jen dvé konkrétni posloupnosti spliujici da-
nou rovnici (a nebo dokonce jen jednu, pokud je Ay = A1). A
jesté k tomu potiebujeme obecné pocitat nad komplexnimi ¢isly,
abychom mohli spocitat vSechny odmocniny. Co s tim?

Dostéavame se k velice podstatné tivaze. Dvé posloupnosti ska-
lard f1(n) a fo(n) mizeme s¢itat po jednotlivych hodnotach a také
nasobit libovolnymi pevné zvolenymi skalary a, b po jednotlivych
hodnotach. Dostaneme pak posloupnost

g(n) = afi(n) + bfz(n).

Protoze soucet dvou feseni rovnice f(n+2)—a-f(n+1)—b-f(n) =0
je zjevné opét feSenim téZe rovnice a totéz plati pro konstatni
nasobky feSeni, nase dvé konkrétni feseni vlastné poskytuji daleko
obecnéjsi feSeni f(n) = C1A} + CaAy pro libovolné skaldry C
a Cy a pro jednoznacné vyfeSeni konkrétni tlohy se zadanymi
pocateénimi hodnotami f(0) a f(1) ndm zbyva jen najit pfislusné
konstanty C7 a Cs. (A také si musime ujasnit, zda to pro vSechny
pocateéni hodnoty ptijde). Ukazme si, Ze to mize fungovat alespoii
na jednom ptikladé.

1
(1.11) Yn+2 = Yn+1 T+ iyn

y0:27y1:0'

V nasem pfipadé je tedy A\ = %(1 +/3) a zjevné yo = Cy +
Co=2ay = %Cl(l +/3) + %Cg(]. —1/3) je splnéno pro pravé

’

jednu volbu téchto konstant. Pfimym vypocétem C; = 1 — %\/g,
Co=1+ %\/g

Tento postup je velice pou¢ny z mnoha divodt. Na prvni
pohled je vidét, Ze pouzitd metoda muze fungovat i pro obecné
linearni diferenc¢ni rovnice vyssich radu. Vratime se k této proble-
matice pozdéji.

Déle si vSimnéme, ze i kdyz nalezena feseni pro rovnice s ce-
loc¢iselnymi koeficienty vypadaji slozité a jsou vyjadifena pomoci
iracionalnich (pfipadné komplexnich) ¢isel, o samotném Feseni do-
predu vime, Ze je celociselné téz. Bez tohoto ,ikroku* do vétsiho
oboru skalarti bychom ovSem obecné feSeni napsat neuméli. S po-
dobnymi jevy se budeme potkavat velice ¢asto. Obecné feseni ndm
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také umoznuje bez pfimého vycislovani konstant diskutovat kvali-
tativni chovani posloupnosti éisel f(n), tj. zda se budou s rostou-
cim n blizit k néjaké pevné hodnoté nebo utecou do neomezenych
kladnych nebo zapornych hodnot.

1.11. Nelinearni p¥iklad. Vratme se na chvili k rovnici prvniho
fadu, kterou jsme pouzili na velice primitivni model popula¢niho
ristu zavisejici primo timérné na okamzité velikosti populace p.
Na prvni pohled je zfejmé, ze takovy model vede pfi tméie a > 1
k prili§ rychlému a hlavné neomezenému ristu.

Realistictéjsi model bude mit takto timérnou zménu popu-
lace Ap(n) = p(n + 1) — p(n) jen pii malych hodnotéach p, tj.
Ap/p ~ r > 0. Pfi ur¢ité limitn{ hodnoté p = K > 0 ale nao-
pak uZz populace neroste a pii jesté vétsich uz klesé (t¥eba protoze
zdroje pro jeji obzivu jsou omezené, jedinci ve veliké populaci
si navzdjem piekdzi apod.). Pfedpokladdejme, Ze pravé hodnoty
yn = Ap(n)/p(n) zavisi na p(n) linedrné. Chceme tedy popsat
pfimku v roviné proménnych p a y, kterd prochézi body [0,7] a
[K,0]. Polozime proto

o
y=—qeptr

Dosazenim y, za y a p(n) za p dostavame p(n + 1) — p(n) =
p(n)(—%p(n) +r), tj. diferen¢ni rovnici prvniho fadu

(1.12) p(n+1)=p(n)(1 - %p(n) + 7).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovani tohoto modelu pro
rizné hodnoty r a K. Na obrazku je priibéh hodnot pro parametry
r = 0,05 (tj. pétiprocentni narist v idedlnim stavu), K = 100 (tj.
zdroje limituji hodnotu na 100 jedinc) a po¢ateéni stav jsou pravé
dva jedinci.
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4. Pravdépodobnost

Ted se podivame na jiny obvykly piipad skalarnich hodnot
funkci — sledované hodnoty ¢asto nejsou znamy ani explicitné vzor-
cem, ani implicitné néjakym popisem. Jsou vysledkem néjaké na-
hodilosti a my se snazime popsat s jakou pravdépodobnosti nastane
ta ¢i ona moznost.

1.12. Co je pravdépodobnost? Jako jednoduchy ptiklad mize
slouzit obvyklé hazeni kostkou s Sesti stranami s oznacenimi 1, 2,
3,4, 5, 6. Pokud popisujeme matematicky model takového hazeni
,poctivou“ kostkou, budeme ocekavat a tudiz i predepisovat, zZe
kazda ze stran pada stejné casto. Slovy to vyjadiujeme ,kazda
pfedem vybrana strana padne s pravdépodobnosti %“. Pokud ale
si tfeba sami nozikem vyrobime takovou kostku z kusu dfeva, je
jisté, ze skutecné relativni cetnosti vysledkd nebudou stejné. Pak
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miizeme z velikého poc¢tu pokusti usoudit na relativni ¢etnosti jed-
notlivych vysledkti hodi a tyto ustanovit jako pravdépodobnosti
v naSem matematickém popisu. Nicméné pii sebevétsim poctu po-
kusi nemizeme vyloucit moznost, Ze se ndhodou povedla velice
nepravdépodobnd kombinace vysledkt a ze jsme proto nas mate-
maticky model skute¢nosti pro nasi kostku vybrali nedobfe.

V dalsim budeme pracovat s abstraktnim matematickym po-
pisem pravdépodobnosti v nejjednodusim pfiblizeni. To, do jaké
miry je takovy popis adekvatni pro konkrétni pokusy ¢i jiny pro-
blém, je zalezitosti mimo samotnou matematiku. To ale nezna-
mena, ze by se takovym pfemyslenim neméli zabyvat matema-
tikové také (nejspiSe ve spoluprici s jinymi experty). Pozdéji se
vratime k pravdépodobnosti coby teorii popisujici chovani naho-
dilych procest nebo i plné determinovanych déji, kde ovsem ne-
zname pfesné vSechny urcujici parametry. Matematicka statistika
pak bude teorii umoznujici posoudit, do jaké miry lze ocekavat,
ze vybrany model je ve shodé s realitou, resp. umoznujici urcit
parametry modelu tak, aby dochézelo k co nejlepsi shodé s pozo-
rovanim a odhadnout miru spolehlivosti. K tomu ovSem bude jiz
potiebny dosti rozsahly matematicky aparat, ktery budeme mezi-
tim nékolik semestri budovat. Na prikladu nasi neumélé kostky si
to mizeme predstavit tak, ze v teorii pravdépodobnosti budeme
pracovat s parametry p; pro pravdépodobnost jednotlivych hodnot
stran a budeme pozadovat pouze aby p1 +p2+ps+ps+ps+ps = 1.
Pii volbé konkrétnich hodnot p; pro konkrétni kostku pak v mate-
matické statistice budeme schopni odhadnout s jakou spolehlivosti
tento model nasi kostce odpovida.

Nagim skromnym cilem je ted pouze naznacit, jak abstraktné
zachytit pravdépodobnostni vahy ve formalizovanych matema-
tickych objektech. Nasledujici odstavce tak budou ve své podstaté
pouhymi cvicenimi v jednoduchych operacich nad mnozinami a
kombinatorice.

1.13. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné
zvolenou mnozinou €2 vSech moznych vysledku, kterou nazyvame
zdkladni prostor. Pro jednoduchost bude pro nas €2 kone¢na mno-
Zina s prvky wy, . . . , Wy, predstavujicimi jednotlivé mozné vysledky.
Kazdd podmnozina A C Q predstavuje mozny jev. Systém pod-
mnozin A zakladniho prostoru se nazyva jevové pole, jestlize

o () € A, tj. zdkladni prostor, je jevem,
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e je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich mnozinovy rozdil,
e jsou-li A, B € A, pak AU B € A, tj. pro kazdé dva jevy
je jevem 1i jejich sjednoceni.
Slovy se tak da jevové pole charakterizovat jako systém podmno-
7in (koneéného) zékladniho prostoru uzavfeny na priniky, sjedno-
ceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny A € A nazyvame ndhodné jevy
(vzhledem k A).
Zjevné je i komplement A¢ = Q\ A jevu A je jevem, ktery
nazyvame opacny jev k jevu A. Prunik dvou jevl opét jevem,
protoze pro kazdé dvé podmnoziny A, B C 2 plati

A\ (Q\ B)=AnB.

Pro naSe hézeni kostkou je Q = {1,2,3,4,5,6} a jevové pole
je tvofeno vSemi podmnozinami. Nap¥. ndhodny jev {1, 3,5} pak
interpretujeme jako ,padne liché ¢islo“.

Néco malo terminologie, ktera by méla dale pfipominat sou-
vislosti s popisem skute¢nych modelt:

e cely zadkladni prostor €2 se nazyva jisty jev, prazdna pod-
mnoZina () € A se nazjva nemozny jev,



20 1. PRVNI KRUCKY K RESENI MATEMATICKYCH PROBLEMU

e jednoprvkové podmnoZiny {w} € € se nazyvaji elemen-
tarni jevy,
e spolecné nastoupent jevi A;, i € I, odpovida jevu N;erA;,
nastoupent alespori jednoho z jevi A;, i € I, odpovida
jevu Uier A;,
e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B = (),
e jev A mé za disledek jev B, kdyz A C B,
e je-li A € A, pak se jev B = Q\ A nazyva opacny jev k
jevu A, pisSeme B = A°.
Prestavte si priklady vSech uvedenych pojmi pro jevovy prostor
popisujici hazeni kostkou nebo obdobné pro hazeni minci!

1.14. Definice. Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A pod-
mnozin (kone¢ného) zakladniho prostoru €2, na kterém je defino-
véna skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:
e je nezdporna, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aA BeA,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli ({2, .A).

Zjevneé je okamzitym disledkem nasich definic fada prostych
ale uziteénych tvrzeni. Napf. je pro vSechny jevy

P(A°) =1 — P(A).

Dale muZzeme matematickou indukei snadno rozsifit aditivnost na
jakykoliv koneény pocet neslucitelnych jevia A; C Q, i € I, tj.

P(UicrAi) = Y P(A;), kdykoliv je A;NA; =0, i +#j,i,j € 1.
el

1.15. Definice. Necht Q je kone¢ny zakladni prostor a necht
jevové pole A je pravé systém vSech podmnozin v Q. Klasickd
pravdépodobnost je pravdépodobnostni prostor (Q,.A, P) s prav-
dépodobnostni funkci

P:A—=R, P(A):||g||.

Zjevné takto zadana funkce skutecné definuje pravdépodob-
nost, ovéite si samostatné vsechny pozadované axiomy.
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1.16. Sc¢itani pravdépodobnosti. U nesluditelnych jevu je séi-
tani pravdépodobnosti pro vyskyt alespon jednoho z nich pfimo
pozadovano v zdkladni definici pravdépodobnostniho prostoru.
Obecneé je s¢itani pravdépodobnosti pro vyskyty jevi slozité. Pro-
blém totiz je, ze pokud jsou jevy slucitelné, Castecné mame v
souctu pravdépodobnosti zapocteny priznivé vyskyty vicekrat.

Nasledujici véta je pfimym promitnutim tzv. kombinatoric-
kého principu inkluze a exkluze do nasi konecné pravdépodobnosti
a Tika, jakym zpusobem vicendsobné zapocitavani vysledku kom-
penzovat.

Véta. Budte A1,...,Ar € A libovolné jevy na zdkladnim pro-
storu 0 s jevovym polem A. Pak plati

k k-1 k
P(U_1Ai) = ZP(Ai) - Z P(A;NA))
i=1 i=1 j=i+1
k—2 k-1 k
+ P(A;NA;jNA)

+ (=) 1P(A N Ay NN Ay).

Jde patrné o dobry priklad matematického tvrzeni, kde nej-
t8z81 je najit dobrou formulaci a pak se d4 Fici, Ze (intuitivné) je
tvrzeni zfejmé.

Skutecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti si mi-
Zeme predstavit, ze kazdy jev rozlozime na elementarni (tj. jedno-
bodové), jakkoliv ve skutecnosti nemusi jednoprvkové podmnoziny
do jevového pole obecné patfit. Pak je pravdépodobnost kazdého
jevu dana souc¢tem pravdépodobnosti jednotlivych elementarnich
jevi do néj patficich a tvrzeni véty muzeme Cist nasledovneé: se-
éteme vSechny pravdépodobnosti vysledki ze vSech A; zvlast, pak
ovéem musime odecist ty, které tam jsou zapoéteny dvakrat (tj.
prvky v prunicich dvou). Ted si ovSem dovolujeme odeéist ptili§
mnoho tam, kde ve skutecnosti byly prvky trikrat, tj. korigujeme
pri¢tenim pravdépodobnosti ze tietiho ¢lenu, atd.

Aby se takovy postup stal dikazem, je zapotiebi si ujasnit,
ze skute¢né vSechny korekce, tak jak jsou napséany, jsou skutecné
s koeficienty jedna. Misto toho mzeme snaze dat dohromady for-
malnéjsi dikaz matematickou indukei pres pocet k jevi, jejichz
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pravdépodobnosti s¢itdme. Zkuste si priubézné porovnavat oba po-
stupy, mélo by to vést k vyjasnéni, co to znamena ,,dokazat* a co
,porozumét®.

DUKAZ. Pro k =1 tvrzeni zjevné plati a predpokladejme, Ze
plati pro vSechny pocty mnozin mensi nez pevné zvolené k > 1.
Nyni si uvédomme, Ze pro libovolné dva jevy plati

P(B)=P(BNA)+P(B\A).
Odtud muZzeme dosazenim spocist
P(AUB)=P(A)+ P(B\A)=P(A)+ P(B)— P(BNA)

a to je ale tvrzeni nasi véty pro k& = 2. Nyni mtzeme pracovat
v indukénim kroku se vztahem pro k + 1 jevi, kdyz sjednoceni
prvnich k jevi bereme jako A ve formuli vySe, zatimco zbyvajici
jev hraje roli B:

P(Uf=+11Ai) = P((U?:1Ai) U Apt1)

k
:Z<—1)j+1 > P(Al-lm-ﬂAij))JrP(AkH)

j=1 1§i1<"'<ij§k
— P((Al U--- UAk) ﬁAk+1).

To uz ptripomind formuli pro k£ + 1 s¢itanych jevi, nicméné nam
ve velké sumé chybéji vSechny vyrazy obsahujici Apy1 a Clen s
pravdépodobnosti soucasného nastoupeni vsech jevi. Zato nam
vsak pfrebyva posledni ¢len. Tento ¢len vyrazu muzeme nahradit
vyrazem

—P((A1 N Apy1) U U (Ap N Apr))

a pro tento vyraz opét pouzit indukéni predpoklad, tj. formuli ve
vété. Pri troSe trpélivosti (a dostatecné velkém papiru na roze-
psani vech ¢lent) ovéfime, ze tim pravé priddme vSechny dosud
chybéjici ¢leny. O

1.17. Kombinatoricky princip inkluze a exkluze. Specidl-
nim pripadem predchozi véty je pripad klasické pravdépodobnosti,
tj. situace, kdy vSechny kone¢né podmmnozniny zakladniho pro-
storu jsou jevy a vSechny elementarni jevy maji stejnou pravdépo-
dobnost. Ve vzorci z predchozi véty pak vSechny pravdépodobnosti
davaji pravé pocet prvki prislusnych podmnozin, az na spole¢ny
faktor %, kde n je pocet prvkt zakladniho prostoru. Pak mizeme
veéty[1.16|vycist nasledujici tvrzeni pro mohutnosti obecné konecné
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mnoziny M a jejich podmnozin Ay, ..., Ax. Jako obvykla piSeme
| M| pro poéet prvka mnoziny M.

(113) [M\ (U, 4)] =

=|M|+Zk:<(—1)i > |Ailm--~mAij|).

1<iy<--<ij<k
Skutecng, | UF_| A;| + | M \ (UF_, A;)| = |M], tzn.
M\ (Ui A3)| = [M] — [ UL Al

a dosazenim z nasi véty dostavame pravé pozadované tvrzeni. Rika
se mu princip inkluze a exkluze.

1.18. Nezavislé jevy. Uvazme libovolny pravdépodobnostni pro-
stor (2, A, P) a v ném néjaké jevy Ay,..., Ax. Rekneme, ze tyto
jevy jsou stochasticky nezdvislé (vzhledem k pravdépodobnosti
P), jestlize pro libovolné z nich vybrané jevy A LA, 1T <
¢ < k plati

TR

P(A“ﬂﬂA”):P<A“)P(AW)

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevii opét sto-
chasticky nezavisly. Déle si pro dva stochasticky nezavislé jevy
A, B spoctéme
P(ANB°) =P(A\B)=P(A)— P(ANB) =
= P(A)(1—-P(B)) = P(A)P(B°).

Odtud uz snadno dovodime, Ze zaménou jednoho nebo vice sto-
chasticky nezavislych jevl za jejich opacné jevy obdrzime opét
stochasticky nezavislé jevy.

Casto se hled4 pravdépodobnost, Ze nastane alespoii jeden
ze stochasticky nezavislych jevi, tzn. hleddme P(A; U--- U Ag).

Mizeme pak pouzit elementarni vlastnosti mnozinovych operaci,
tzv. de Morganova pravidla,

AU UAG= (4500 AY)°

a dostavame:

(1.14) P(A1U---UA) =1—P(ASN---NAR) =
=1—(1—=P(A1))...(1 — P(Ap)).



24 1. PRVNI KRUCKY K RESENI MATEMATICKYCH PROBLEMU

1.19. Podminéna pravdépodobnost. Obvyklé je také klast
dotazy s dodatecnou podminkou. Napt. ,jaka je pravdépodob-
nost, ze pri hodu dvémi kostkami padly dvé pétky, je-li soucet
hodnot deset?*. Formalizovat takové potieby umime nésledovneé.

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli
A v pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Podminénd pravdé-
podobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H je defino-
vana vztahem
P(ANH)

P(H)

Jak je vidét primo z definice, hypotéza H a jev A jsou neza-
vislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H). Pfimo z definice
také vyplyva tzv. ,véta o nasobeni pravdépodobnosti“ pro jevy
Ay, ..., Ay splitujict P(A;N---NAg) > 0:

P(A1 NN Ay) = P(AD)P(A]Ay) - P(Ay] AL 0+ 0 Ay_y).

P(AIH) =

Skutecné, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti vsech priniki,
které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové. Pokracenim
citatel a jmenovatelti ziskdme i napravo pravé pravdépodobnost
jevu odpovidajiciho priniku vsech uvazovanych jevi.

1.20. Geometricka pravdépodobnost. V praktickych problé-
prostor neni kone¢nou mnozinou. Nemame momentalné k dispo-
zici ani zdkladni néstroje pro dostateéné zobecnéni pojmu pravdé-
podobnosti, nicméné mizeme uvést alespon jednoduchou ilustraci.

Uvazme rovinu R? dvojic redlnych ¢isel a v ni podmnozinu
se zndmym obsahem vol 2 (symbol ,vol“ od anglického ,volume*,
tj. obsah/objem). Ptikladem muze slouzit tfeba jednotkovy ¢tve-
rec. Nahodné jevy budou reprezentovany podmnozinami A C 2
a za jevové pole A bereme néjaky vhodny systém podmnozin, u
kterych umime urcit jejich obsah. Nastoupeni nebo nenastoupeni
jevu je dano vybérem bodu v €, kterym se trefime nebo netrefime
do mnoZiny reprezentujici jev A.

Podobné jako u klasické pravdépodobnosti pak definujeme
pravdépodobnostni funkci P : A — R vztahem

vol A
vol Q'

Uvazme jako piiklad problém, kdy ndhodné vyberem dvé hod-
noty a < bv intervalu (0,1) C R. VSechny hodnoty a i b jsou stejné

P(A) =
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pravdépodobné a otazka zni ,,jaka je pravdépodobnost, Ze interval
(a,b) bude mit velikost alespoii jedna polovina?¢.

Odpovéd je docela jednoduché: volba éisel a, b je volbou libo-
volného bodu (a, b) ve vnitiku trojihelniku Q s hraniénimi vrcholy
[0,0], [0, 1], [1,1] (viz obrazek). Potfebujeme znét plochu podmno-
ziny, kterad odpovida bodim s b > a + %, tj. vnittku trojuhelniku
A ohrani¢eného vrcholy [0, 3], [0,1], [3,1]. Evidentné dostavédme
P(A) = i. Zkuste si samostatné odpovédét na otazku ,,pro jakou
poZzadovanou minimélni délku intervalu (a,b) dostaneme pravdé-
podobnost jedna polovina?“.

\lq r(oua\és

4

Jednou z t¢innych vypocetnich metod pfibliznych hodnot je
naopak simulace znamé takovéto pravdépodobnosti pomoci rela-
tivni Cetnosti nastoupeni vhodné zvoleného jevu. Napf. znama
formule pro obsah kruhu o daném poloméru fika, ze obsah jed-
notkového kruhu je roven pravé konstanté m = 3,1415..., ktera
vyjadiuje pomér obsahu kruhu a ¢tverce poloméru obecné. (Tady
si také povsimnéme vychodiska, které jsme nedokazali — pro¢ by
meél byt obsah kruhu roven konstantnimu nasobku ¢tverce polo-
méru? Matematicky to budeme umét ukazat, az zvladneme tzv.
integraci. Experimentalné si to ale mizeme ovérit nize uvedenym
postupem s riznymi velikostmi strany Gtverce.)



.23

26 1. PRVNI KRUCKY K RESENI MATEMATICKYCH PROBLEMU

Pokud zvolime za 2 jednotkovy ¢tverec a za A prunik Q a jed-
notkového kruhu se stifedem v pocatku, pak vol A = iw. Méme-li
tedy spolehlivy generator ndhodnych ¢isel mezi nulou a jednickou
a pocitame relativni Cetnosti, jak ¢asto bude vzdalenost vygenero-
vané dvojice (a,b) mensi nez jedna, tj. va? + b? < 1, pak vysledek
bude pfi velkém poctu pokust s velikou jistotou dobfe aproximo-
vat ¢islo %w. Numerickym postuptim zalozenym na tomto principu
se Iika metody Monte Carlo.

5. Geometrie v roviné

Na konci minulé kapitoly jsme intuitivné pouzivali elemen-
tarni pojmy z geometrie realné roviny. Budeme ted podrobnéji
zkoumat jak se vypotraddavat s potfebou popisovat ,,polohu v ro-
viné“, resp. dadvat do souvislosti polohy riznych bodt roviny. Na-
strojem k tomu budou opét zobrazeni, tentokrat to ale budou
velice specidlni pravidla ptifazujici dvojicim hodnot (x,y) dvojice
(w,2) = F(z,y).

1.21. Vektorovy prostor R2. Podivejme se na ,rovinu® ja-
koZto na mnozinu dvojic redlnych é&isel (z,y) € R?. Budeme jim
fikat vektory v R2. Pro takové vektory umime definovat s¢itani
,Do slozkdch®, tj. pro vektory v = (x,y) a v = (2/,3’) klademe

utv=(z+2,y+y).

Protoze pro jednotlivé slozky plati vSechny vlastnosti komutativni
grupy, evidentné budou platit i pro nase nové scitani vektort.
Zejména tedy mame tzv. nulovy vektor 0 = (0,0), jehoZ pFictenim
k jakémukoliv v dostaneme opét vektor v. Zamérné ted pouzivame
tentyz symbol 0 pro vektor i jeho skalarni slozky — z kontextu musi
byt vzdy jasné, jakou ,nulu“ mame kdy na mysli.

Déle definujeme nasobeni vektoru a skalaru tak, ze pro a € R
av = (z,y) € R? klademe

a-v=(azx,ay).
Zpravidla budeme znak - vynechavat a pouhé zietezeni znakd a v
bude oznacovat skalarni nasobek vektoru. Pfimo se oveéii dalsi
vlastnosti pro nasobeni skalary a, b a sc¢itani vektord u, v, napt.
a(u+v)=au+av, (a+bu=au+bdbu, albu)= (ab)u

(kde opét pouzivame stejny znak plus pro s¢itani vektort i ska-
lara).
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Tyto operace si muzeme dobfe predstavit, jestlize uvazujeme
vektory v jako Sipky zaéinajici v pocatku 0 = (0,0) a konéici v
bodé (z,y) v roviné. Takové Sipky pak mizeme ptikladat jednu za
druhou a to pfesné odpovida s¢itani vektorid. Nasobeni skalarem
a pak odpovida natazeni dané Sipky na a—nasobek.

Nyni mizeme udélat podstatny krok: jesltize si zapamatujeme
dva vyznamné vektoru e; = (1,0) a ex = (0, 1), pak kazdy vektor
dostaneme jako

u=(z,y) =ze1tyes.

Vyrazu napravo fikdme linedrni kombinace vektori e; a ez. Dvo-
jici vektortim e = (ey, ez) ¥ikdme bdze vektorového prostoru R2.

Jestlize si ale vybereme jiné dva vektory u, v, které nejsou
jeden nasobek druhého, tj. jinou bazi, budeme moci udélat totéz.
Linearni kombinace w = z u + y v ndm pro vsSechny rtzné dvojice
(z,y) da pravé vSechny vektory w v roving.

Nakonec mtizeme nahlizet vektory jako nase Sipky v abstraktni
poloze, tj. zapomeneme na ztotoznéni bodt v roviné s dvojicemi
Cisel. Ziistanou ndm operace s¢itani a nasobeni skalary a teprve
volbou béze ei, ey ztotoznime nasi rovinu sipek s R2.
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1.22. Afinni rovina. Kdyz si pevné vyvolime néjaky vektor u €
R?, miizeme jej pficitat (tj. coby Sipku piikladat) k libovolnému
bodu w = (z,y). Mdme tak tedy s pevnym vektorem definované
posunuti, které kazdy bod w zobrazi na w + u.

Zkusme ted Gplné zapomenout na soufadnice a vnimat celou
rovinu jako mnozinu, na které funguji nase posunuti. Takovou
mnozinu A = R? si mtZeme predstavit z pohledu pozorovatele,
ktery sedi v nékterém pevné zvoleném misté (mizeme mu Fikat
tteba bod O = (w9,y0) € R?). Pfedpoklddejme, Ze ji vnima jako
nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych méritek a popisi a
jenom vi, co to znamenda posunout se o libovolny nasobek néjakého
vektoru u € R2. Takové roviné budeme fikat ,afinni rovina®“.

?t—-—‘)?ﬁ-u

P
:
A

5

e

Aby mohl vidét kolem sebe ,dvojice redlnych ¢isel“, musi si
vybrat néjaky bod Ej, kterému fekne ,bod [1,0]“ a jiny bod Es,
kterému zac¢ne fikat ,bod [0,1]“. Jinymi slovy, zvoli si bazi e; =
(1,0),e2 = (0,1) mezi vektory posunuti. Do vSech ostatnich se
pak dostane tak, ze poskoci ,a—krat ve sméru e;“ a pak ,b—krat
ve sméru e a takovému bodu bude Fikat ,bod [a,b]*. Pokud
to bude délat obvyklym zptsobem, nebude vysledek zaviset na
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poradi, tzn. mtze také napred jit b—krat ve sméru e, a pak teprve
v tom druhém.

To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) soutadného
systému v rovine, bod O je jeho pocatkem, a obecné kazdy bod P
roviny je ztotoZnén s dvojici éisel [a,b], které také budeme psat
jako posunuti P — O.

Budeme déle pracovat v pevné zvolenych soufadnicich, tj. s
dvojicemi redlnych cisel, ale pro lepsi orientaci budeme vektory
zapisovat s kulatymi zadvokami misto hranatjch u souradnic boda
v afinni roviné.

1.23. Primky v roviné. KdyZ se nas pozorovatel umi posouvat
o libovolny nasobek pevného vektoru, pak také vi, co je to primka.
Je to podmnozina p C A v roviné takova, ze existuji bod O a
vektor v takové, ze

p={Pe€eA; P-0O=t-v, t R}
Popisme si P = P(t) € p ve zvolenych soufadnicich s volbou
v = (o, f):

x(t)=zo+a-t, ylt)=yo+pL-t.
Jednoduchym vypoctem dostaneme (vylouéime ¢ z parametric-

kého vyjadieni pro x a y, kdyz pro urcitost predpokldadame, ze
tieba o # 0)

—Br + ay = (—Bxo + ayo).

To je obecna rovnice primky
(1.15) ax + by = c,

se zndmym vztahem dvojice ¢isel (a,b) = (—f8,«) a smérového
vektoru piimky v = (a, 3)

(1.16) ao + b3 = 0.

Vyraz nalevo v rovnici primky muzeme vidét jako ska-
larni funkci F' zavislou na bodech v roviné a s hodnotami v R,
samu rovnici pak jako pozadavek na jeji hodnotu. Casem uvi-
dime, Ze vektor (a,b) je v tomto pFipadé pravé smérem, ve kterém
F' nejrychleji roste. Proto bude smér kolmy na (a,b) pravé tim
smérem, ve kterém ztstava naSe funkce F' konstantni. Konstanta
¢ pak urcuje, pro které body bude tato konstanta nula.
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Méjme nyni dvé piimky p a ¢ a ptejme se po jejich pruniku
p N gq. Ten bude popsan jako bod, spliujici obé rovnice pifimek
naraz. PiSme je takto

|17 axr +by=r
(1.17) cr +dy = s.

Opét miuzeme levou stranu vnimat jako prifazeni, které kazdé dvo-
jici soufadnic [z, y] bodd P v roviné pfifadi vektor hodnot dvou
skalarnich funkci F} a Fy danych levymi stranami jednotlivych
rovnic . Mizeme tedy nase rovnice napsat jako jediny vztah
F(v) = w, kde F je pfifazeni, které vektor v popisujici polohu
obecného bodu v roviné (v nasich soufadnicich) zobrazi na vektor
zadany levou stranou rovnic, a pozadujeme, aby se toto zobrazeni
strefilo do pfedem zadané hodnoty w = (r, s).

1.24. Linearni zobrazeni a matice. Pfifazeni F', se kterymi
jsme pracovali pri popisu pruniku pifimek, maji jednu velice pod-
statnou spole¢nou vlastnost: respektuji operace s¢itani a nasobeni
s vektory a skalary:

Fla-v+b-w)=a-F)+0b-F(w)

pro viechny a,b € R, v, w € R2. Rikdme, ze F je linedrni zobrazeni
z R? do R?, a piseme F : R? — R2. Obdobné, v rovnici m pro
pfimku $lo o linedrni zobrazeni F' : R2 — R a jeho pfedepsanou
hodnotu c. To je také diivodem, pro¢ jsou hodnoty zobrazeni z =
F(x,y) na obrazku vyobrazeny jako rovina v R3.
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fraf Reode T =2
N ?C)‘)DX: C"\

2

p—

Bale=r ’(7‘)"5)

B

Stru¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci tzv. matic
a jejich nésobeni. Matici rozumime obdélnikové schéma skalart,

napft.
A= <a b) nebo v = (x) ,
c d y

hovoiime o (&tvercové) matici A a vektoru B. Jejich ndsobeni
definujeme takto:

Aow— <a b> . (3:) _ (ax—kby)'

c d y cx +dy
Podobné, mtzeme misto vektoru v zprava nasobit jinou matici B
stejného rozmeéru jako je A. Prosté aplikujeme predchozi formule
po jednotlivych sloupcich matice B a obrdrzime jako vysledek opét
étvercovou matici. Neumime ale nasobit vektor v zprava matici A
protoze nam nevychazi pocty skalari na fadcich v s pocty skalari
ve sloupcich A. Umime vSak napsat vektor w do fadku skalart
w? = (a b) a ten zprava nasimi maticemi A nebo vektory v jiz
nasobit umime.
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Snadno ovéfime tzv. asociativitu nésobeni (propoditejte pro
obecné matice A, B a vektor v detailné):

(A-B)-v=A-(B-v).

Stejné snadno je vidét i distributivita A-(B+C)=A-B+ A-C,
neplati vsak komutativita a existuji ,,délitelé nuly“. Napft.

0 1\ (0 0y _(0 1 0 0\ (0 1)y _ (0 0

0 0 0 1) \0 0/ \0 1 0 0/ \0 O/

Body v roviné jsou tedy obecné vzory hodnot linearnich zob-
razeni F' roviny do roviny, pfimky jsou obecné vzory hodnot li-

nearnich zobrazeni z roviny do redlné primky R. S maticemi a
vektory umime rovnice pro pfimky a body psat

oot () e o () ()= () =

Samoziejmé, ve zvlastnich situacich tomu tak byt nemusi. Tak
tfeba prinikem dvou stejnych piimek je opét sama piimka (a
vzorem vhodné hodnoty pro takové linedrni zobrazeni bude cela
pfimka), nulové zobrazeni mé za vzor nuly celou rovinu. V prvém
pfipadé to pozname pomoci vztahu
(1.18) ad —bc=0
tj. vyjadfeni, kdy jsou nalevo v rovnicich (1.17) stejné vyrazy az
na skaldrni nasobek (nebo jinak fefeno, sloupce matice A jsou
stejné az na skaldrni nasobek). V takovém piipadé bud nebude v
pruniku zddny bod (rovnobézné rizné pfimky) nebo tam budou
vSechny body pfimky (stejné pfimky). Ovéite!

1.25. Determinant matice. Vyrazu nalevo v (1.18)) fikdme de-
terminant matice A a piSeme pro néj det A = ad — be, pripadné
a b

A =

det e d

Nasi tvahu ted mtzeme vyjadiit takto:

’:ad—bc.

Tvrzeni. Determinant je skaldrni funkce det A definovand na
vSech maticich A a rovnice A -v = u je jednoznacné tesitelnd
prave, kdyz je det A #£ 0.

Zkuste promyslet, Ze pro tuto tivahu bylo podstatné, Zze pra-
cujeme s polem skalarti. Nad celymi ¢isly obecné neplati — kdyz
prosté spoCteme pro rovnice s celoCiselnymi koeficienty vysledek,
tak celociselny byt nemusi.
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1.26. Afinni zobrazeni. Posunuti v afinni roviné R? o pevny
vektor ¢t = (r,s) € R? umime v maticové formé snadno zapsat
takto:

r_x+4r

P="wpPtt="4"= .
Y y r xT+r

Jestlize k vysledku linedrniho zobrazeni jesté dovolime pficist
pevny vektor t = (r, s), pak naSe zobrazeni bude mit tvar

[z _fax+by+r
v = <y) — A v+t= <cac+dy—|—s>'

Takto jsou popsana pravé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny do
sebe.

Znamymi priklady jsou vSechny afinni podobnosti. Linearni
zobrazeni samoziejmé odpovidaji pravé tém afinnim zobrazenim,
které zachovavaji pevny pocatek O, tj. nezahrnuji zddné posunuti.

Jsou to pravé ta zobrazeni, kterd potfebujeme k prepocita-
vani soufadnic vzniklych rtiznymi volbami pocatkt a bazi sméra
pro posunuti. Co se stane, kdyZ nas pozorovatel z odstavce [L.21
bude tutéz rovinu shlizet z jiného bodu nebo si aspon vybere jiné
body E;, Es? Zkuste si promyslet, Ze na trovni soufadnic to sku-
teéné bude pravé zména realizovand pomoci afinniho zobrazeni.
Casem budeme vidét obecné diivody, pro¢ tomu tak je ve vsech
dimenzich.
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Celldr v ~= C—‘F, e

1.27. Euklidovska rovina. Pridejme nyni schopnost naseho po-
zorovatele vidét vzdalenosti. Napt. mtze vérit obvyklému vzorci
pro velikost vektoru v = (a, b)

ol = V> +77

v jim zvolenych afinnich soufadnicich. Okamzité pak mizeme de-
finovat pojmy jako jsou thel a oto¢eni v roviné.

Jednoduse si to mizeme predstavit takto: nas ¢lovék se roz-
hodne o néjakych bodech F; a Fs, Ze jsou od néj ve vzdalenosti
jedna, a zaroven si fekne, Ze jsou na sebe kolmé. Vzdalenosti
ve smérech souradnych os pak jsou dany prisluSnym pomérem,
obecné pouziva Euklidovu vétu. Odtud vyjde pravé vyse uvedeny
vzorec.

N4&s pozorovatel roviny samoziejmé postupovat i jinak. Muze
pouzit néjaky standard pro skuteéné méreni vzdalenosti bodu P
a () v roviné a Tici, Ze to je pravé velikost vektoru @@ — P, ktery
potiebujeme na posunuti z P do Q). Pak si vybere néjaky z vek-
tort, které skutec¢né maji velikost 1 a tfeba pomoci trojihelniku o
stranach s velikostmi 3, 4 a 5 zkonstruuje kolmy vektor o velikosti
jedna a dale pokracuje jako vyse.
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Euklidovska rovina je afinni rovina se zavedenym pojmem
vzdalenosti.

1.28. Uhel vektort. Uhel ¢ dvou vektorii v,w v roviné zpra-
vidla popisujeme s vyuzitim tzv. goniometrické funkce cos . Jak
jsem jiz vyuzivali pti diskusi komplexnich ¢isel coby bodt v roviné,
vzorec pro funkci cos je dan hodnotou realné prvni soufadnice
jednotkového vektoru, jehoz thel s vektorem (1,0) je ¢. Zjevné
je pak druhé souradnice takového vektoru déna realnou hodnotou
0 < sing < 1 splitujici (cosp)? + (sinp)? = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w muzeme jejich thel popsat
pomoci soufadnic v = (vg,vy), w = (ws, w,) takto:

Tento vztah si snadno ovéfime, pokud vérime, Ze otoceni roviny
kolem pocatku neméni thly. Pak totiz mtizeme napied libovolné
zvolené vektory vynasobit vhodnymi skalary tak, abychom dostali
vektory velikosti jedna (nd$ vzorec totiz po nasobeni vektort libo-
volnymi skaldry dava pochopitlené neménné vysledky). Poté mu-
zeme vhodnym otocenim nasi roviny dosdhnout toho, ze prvni z
vektoriit bude pravé prvnim bazovym vektorem (1,0) a nas vzorec
uf je pouze opakovanim definice funkce cosinus.

Zminéné otoceni je pak samoziejmé prikladem linedrniho zob-
razeni, které zachovava velikosti, tj. zobrazeni F : R? — R2, pro
které plati, ze || F(u)| = |lu|-
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1.29. Rotace kolem bodu v roviné a zrcadleni. Matici li-
bovolného zobrazeni F : R?2 — R? lIze vcelku snadno uhddnout:
Je-1i totiz vysledkem matice A se sloupci (a, ¢) a (b, d), pak prvni
sloupec dostaneme nasobenim matice A s prvnim vektorem baze
(1,0) a druhy je vy¢islenim na druhém vektoru baze (0,1). Proto
dostavame tvrzeni v ramecku.

Rotace o predem dany thel ¢ kolem pocatku soufadnic je dana
matici Ry:

(= __[cosy —siny x
=)= (@ ay) 6)

4: Matice rotace

Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu P =
O +w, P = [w,,w,y|, snadno opét napiSeme potiebny vzorec
pro matici pomoci translaci. Staéi si ktomu uvédomit, ze mizeme
misto rotace kolem daného bodu P napted posunout P do naseho
pocatku, pak provést rotaci a pak udélat opa¢né posunuti, kterym
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celou rovinu vratime tam, kde méla celou dobu byt. Pocitejme:

()
v = = v —w
Y

= Ry - (v —w)
= Ry (v—w)+w
_ (cost(z — wy) —sin(y — wy) + wy
siny(x — wy) +cosP(y —wy)) +wy )
Dalsim dobfe znamym piikladem zobrazeni, ktera zachovévaji
velikosti, je tzv. zrcadleni vzhledem k primce. Opét nam bude sta-
Cit popsat zrcadleni vzhledem k pfimkam prochazejicim pocatkem
O a ostatni se z nich odvodi pomoci translaci, resp. rotaci.
Hledejme tedy matici Z, zrcadleni vzhledem k piimce s jed-

notkovym smérovym vektorem v svirajicim thel v s vektorem
(1,0). Nejprve si uvédomme, Ze

1 0
=6 5)

a obecné mizeme psat (otoéime do ,nulové“ polohy, odzrcadlime
a vratime zpét)

Zy =Ry -Zy-R_y.
MiZeme proto (diky asociativité ndsobeni matic) spocist:

. — (cos Y —siny 1 0 costy  siny
v~ \singy  cosyp ) \0 —1) \—siny cose
__[cosy —siny costy  siny
~ \siny  cosyy ) \—siny cosv
_ (cos2 ¥ —sin® ¢ 2sin cos Y )

2sintpcostyy  —(cos?1p — sin® 1))

__(cos2y  sin2y
T \sin2¢ —cos2y )/’

Pouzili jsme pfitom obvyklé souc¢tové vzorce pro goniometrické
funkce. PovSimnéme si také, ze

7 g (cos 2¢  sin2¢ \ (1 0 _ (cos2¢y —sin2y
V0T (sin2¢  —cos 20 0 —1) \sin2¢ cos2y |~
Toto pozorovani lze zformulovat jako

Tvrzeni. Otocent o uhely obdrzime ndslednym provedenim dvou
zrcadlent vzhledem ke smerum, které spolu sviraji whel %w.
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Pokud umime odiivodnit predchozi tvrzeni ryze geometrickou
uvahou (zkuste si zhrat na ,syntetického geometra®), dokazali
jsme pravé standardni vzorce pro goniometrické funkce dvojna-
sobného hlu.

Hlubsi je nésledujici rekapitulace pfedchozich tivah (skoro si
miizeme Fici, ze uz umime dokazat skuteéné zajimavy matema-
ticky vysledek):

1.30. Véta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno ze
zrecadlent prave, kdyz je ddno matict R splniugict

d

To nastane prave, kdyz toto zobrazeni zachovdvd velikosti. Otoce-
nim je pritom prdvé tehdy, kdyz je determinant matice R roven
jedné, coz odpovidd sudému poctu zrcadleni. Pri lichém poctu zdr-
cadleni je determinant roven —1.

R:<(cl b), ab+cd=0, +F=V+d®=1.

DUKAZ. Zkusme napied spod¢ist, jak mize vypadat obecné
matice A, kdyz pFislusné zobrazeni zachovava velikosti. Tj. Mame

zobrazeni
T a b x ax + by
— . = )
Y c d Y cx + dy
Zachovani velikosti tedy znamend, Ze pro vSechna x a y je

22 +y? = (ax + by)? + (cx + dy)* =
(a® + a4+ (b* + d*)y? + 2(ab + cd)xy.

Protoze ma tato rovnost platit pro vSechna z a y, musi si byt
rovny koeficienty u jednotlivych mocnin z2, ¥ a zy na pravé i
levé strané. Tim jsme spocetli prvni tvrzeni dokazované véty.

Diky vztahu a? + ¢ = 1 miizeme predpokladat, Ze a = cos ¢
pro vhodny thel a ¢ = sin ¢. Jakmile takto zvolime prvni sloupec
matice A, aZ na nasobek ndm vztah ab + c¢d = 0 uréuje i druhy
sloupec. Zaroven ale vime, ze i velikost vektoru ve druhém sloupci
je jedna a dostédvame tedy pravé dvé moznosti pro matici A:

cosp —singp cosp  singp
sing cosy )’ sing —cosg)/’
V prvém pfipadé jde o rotaci o tthel ¢, ve druhém pak o rotaci

slozenou se zrcadlenim podle prvni souradné osy. Jak jsme vidéli v
piedchozim tvrzeni[I.29] kazda rotace odpovida dvéma zrcadlenim
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a determinant je v téchto dvou pfipadéch skuteéné jedna nebo
minus jedna a rozliSuje je. O

1.31. Obsah trojuhelnika. Zavérem naseho malého vyletu do
geometrie se zaméfme na pojem obsah rovinnych objektti. Bu-
dou nam stacit trojuhelniky. Kazdy trojuhelnik je vymezen dvo-
jici vektorti v a w, které prilozeny do jednoho z vrcholt P zadaji
zbylé dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit vzorec (skalarni funkei
vol), kterd dvéma vektoriim piiradi ¢islo rovné obsahu vol A(v, w)
takto definovaného trojuhelniku A(v,w), kde si pro ur¢itost za P
volime pocatek a posunutim se obsah stejné neméni.

Ze zadani je vidét, ze hledand hodnota je polovinou plochy
rovnobézniku natazeného na vektory v a w a snadno se spocte
(nebo prosté vidi z obrazku), Ze nutné plati

vol A(v + v, w) = vol A(v, w) + vol A(v', w)

vol A(av, w) = avol A(v,w).

shael, = e FOVLo5e vl fi Liteavita, O

TR S

Pridejme jesté k nasemu zadani pozadavek
vol A(v,w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida predstave, ze opatfime plochu znaménkem podle
toho, v jakém potradi bereme vektory (tj. jestli se na ni divame
shora nebo zespodu).

Pokud vektory v a w napiseme do sloupcti matice A, pak

A= (v,w)+— det A

splnuje vSechny tfi nasSe pozadavky. Kolik takovych zobrazeni ale
miuze byt? Kazdy vektor umime vyjadfit pomoci dvou bazovych
vektortt v = (1,0) a w = (0,1) a evidentné tedy kazdd moznost
pro vol A je jednoznac¢né urcena uz vyc¢islenim na téchto vekto-
rech. Protoze ale pro obsah, stejné jako pro determinant, je zjevné
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vol A(v,v) = vol A(w,w) = 0 (kvili pozadované antisymetrii), je
nutné kazda takova skalarni funkce jednoznac¢né zadana hodnotou
na jediné dvojici argumenti (v, w). Jsou si tedy v8echny moznosti
rovny az na skalarni nadsobek. Ten umime urcit pozadavkem

vol A(v,w) = %,

tj. volime orientaci a méritko pomoci volby bazovych vektora a
chceme aby jednotkovy ¢vtverec mél plochu jedna.

Vidime tedy, Ze determinant zadava plochu rovnobézniku ur-
¢eného sloupci matice A a plocha trojuhelniku je tedy polovi¢ni.

1.32. Viditelnost v roviné. Predchozi popis hodnot pro ori-
entovany objem nam dava do rukou elegantni nastroj pro urco-
vani viditelnosti orientovanych tsecek. Orientovanou tseckou ro-
zumime dva body v roviné R? s urenim pofadim. MiZeme si ji
predstavovat jako sipku od prvého k druhému bodu. Takova ori-
entovana usecka nam rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme
jim  levou® a ,pravou“.

Jestlize uvazujeme obvyklou orientaci ,proti sméru hodino-
vych rucicek” pro hranici mnohothelniku, pak pozorovatel nalevo
od orientované tsecky (tj. uvnitt takového mnohotihelnika) tuto
vidi a naopak pozorovatel napravo ji nevidi. M4 tedy smysl ptat
se, jestli je orientovand tisecka [A, B] v roviné viditelna z bodu C.

Spoctéme orientovanou plochu pfislusného trojihelniku za-
daného vektory A — C' a B — C. Pokud jsme s bodem C' nalevo
od tusecky, pak pfi nasi orientaci bude vektor A — C dfive nez
ten druhy a proto vyslednd plocha (tj. hodnota determinantu)
bude kladna. To odpovida situaci, kdy tsecku vidime. Naopak,
pri opacéné poloze bude vysledkem zaporna hodnota determinantu
a podle zaporné hodnoty determinantu zjistime, ze tsecku nevi-
dime.

Uvedeny jednoduchy postup je ¢asto vyuzivan pro testovani
polohy pfi standardnich Glohach v 2D grafice.
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“rv%oL’ A:in«’*\ /

6. Relace a zobrazeni

V této zavérecné Casti ttvodni motivaéni kapitoly se vratime
k formalnimu popisu matematickych struktur, budeme se je ale
prubézné snazit ilustrovat na jiz zndmych piikladech. Zaroven mi-
Zeme tuto ¢ast brat jako cviceni ve formalnim pristupu k objekttm
a konceptim matematiky.

1.33. Relace mezi mnozinami. Bindrni relaci mezi mnozi-
nami A a B rozumime podmnozinu R kartézského soucinu A x B.
Casto piseme a ~pr b pro vyjadieni skutecnosti, ze (a,b) € R, tj.
7e body a € A a b € B jsou v relaci R. Defini¢nim oborem relace
je podmnozina

DcA, D={a€ A;3be B,(a,b) € R}.
Podobné oborem hodnot relace je podmnozina
IcB, I={beB;JacA,labd)c R}

Specidlnim pfipadem relace mezi mnozinami je zobrazeni z
mnoziny A do mnoZiny B. Je to pfipad, kdy pro kazdy prvek
defini¢niho oboru relace existuje pravé jeden prvek z oboru hod-
not, ktery je s nim v relaci. Nam zndmym piipadem zobrazeni jsou
vsechny skalarni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni je mnozina
skalari, treba celych nebo redlnych ¢isel. Pro zobrazeni zpravidla
pouzivame znaceni, které jsme také u skalarnich funci zavedli. Pi-
Seme

f:DCA—ICB,f(a)=b

pro vyjédieni skutecnosti, ze (a,b) patii do relace, a fikdme, ze b
je hodnotou zobrazeni f v bodé a. Dale fikdme, ze f je
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e zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, jestlize je D = A,

e zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, jestlize je D = A a
I = B, casto také surjektivni zobrazeni

o injektivni zobrazent, jestlize je D = A a pro kazdé b € 1
existuje pravé jeden vzor a € A, f(a) =b.

Vyjadfeni zobrazeni f : A — B jakozto relace

fCcAxB, f={(a f(a));ac A}

zname také pod nazvem graf zobrazeni f.

1.34. Skladani relaci a funkci. U zobrazeni je jasna koncepce,
jak se skladaji. Mame-li zobrazeni f : A — B ag: B — C, pak
jejich slozeni g o f je definovano

(90 f)(a) = g(f(a)).

Ve znaceni pouzivaném pro relace totéz mtizeme zapsat jako

fCAxB, f={(a f(a));ac A}
gC BxC, g={(bg(b);be B}

gofCAxC, gof={(ag(f(a));ac A}.

Zcela obdobné definujeme skldddni relaci, v predchozich vzta-
zich jen doplnime existen¢ni kvantifikatory, tj. musime uvazovat
vSechny ,vzory“ a vSechny ,obrazy“.Uvazme relace R C A x B,
S C B x C. Potom

SoRCAxC, SoR={(a,c);3be B,(a,b) € R,(b,c) €S}
Zvlastnim pripadem relace je identické zobrazeni
ida = {(a,a) € Ax A;a € A}

na mnoziné A. Je neutralni vzhledem ke sklddéani s kazdou relaci
s defini¢nim oborem nebo oborem hodnot A.
Pro kazdou relaci R C A x B definujeme inverzni relaci

R~ ={(b,a);(a,b) € R} C B x A.

wevs

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uzivan ve specifictéjsi situaci.
Samoziejmé, ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho invezni relace,
ta vSak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky proto hovofime o
existenci inverzniho zobrazeni, pokud kazdy prvek b € B je obra-
zem pro pravé jeden vzor v A. V takovém pripadé je samoziejmé
inverzni zobrazeni pravé inverzni relaci.
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Vsimnéme si, ze slozenim zobrazeni a jeho inverzniho zob-
razeni (pokud obé existuji) vidy vznikne identické obrazeni, u
obecnych relaci tomu tak byt nemusi.

1.35. Relace na mnoziné. V piipadé A = B hovofime o relaci
na mnoziné A. Rikdme, Ze R je:
e reflexivni, pokud idy C R (tj. (a,a) € R pro vSechny
a€ A,
e symetrickd, pokud R~! = R (tj. pokud (a,b) € R, pak i
(b,a) € R),
e antisymetrickd, pokud R™'N R C id4 (tj. pokud (a,b) €
R a zaroven (b,a) € R, pak a =),
e tranzitivni, pokud Ro R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € R vyplyva i (a,c) € R.
Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni, syme-
trickd i tranzitivni. Relace se nazyva uspordddni jestlize je refle-
xivni, tranzitivni a antisymetricka.

Dobrym ptikladem uspoiaddani je inkluze. Uvazme mnozinu
24 viech podmnozin koneéné mnoziny A (znaceni je specidlnim
piipadem obvyklé notace B4 pro mnozinu viech zobrazeni A —
B) a na ni relaci X C Z danou vlastnosti ,byt podmnoZinou®.
Evidentné jsou splnény vSechny t¥i vlastnosti pro usporadani: sku-
tecné, je-li X C Y a zaroven Y C X musi byt nutné mnoziny X
aY stejné. Je-li X CY C Z je také X C Z a také reflexivita je
zfejma.

Rikdme, Ze uspofadani je dpiné, kdyz pro kazdé dva prvky
plati Ze jsou srovnatelné, tj. bud a < b nebo b < a. V§imnéme si,
7e ne vSechny dvojice (X,Y) podmnozin v A jsou srovnatelné v
tomto smyslu. Presnéji, pokud je v A vice nez jeden prvek, existuji
podmnoziny X a Y, kdy neni ani X C Y ani Y C X.

Pfipomertime rekurentni definici pfirozenych ¢isel N = {0, 1,2, 3, ...

kde

0=0, n+1={0,1,2,...,n}.
Definujeme relaci m < n pravé, kdyz m € n. Evidentné jde o
uplné tsporadéani. Napt. 2 < 4, protoze

Jinak fe¢eno, samotné rekurentni definice zadéva vztah n <n+1
a tranzitivné pak n < k pro vSechna k, kterd jsou timto postupem
definovana pozdéji.
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1.36. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na
mnoziné A zadava zaroven rozklad mnoziny A na podmnoziny
vzajemné ekvivalentnich prvku, tzv. tridy ekvivalance. Klademe
pro libovolné a € A

R, ={be A;(a,b) € A}.

Casto budeme psat pro R, prosté [a], je-li z kontextu zfejmé, o
kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = R, pravé, kdyz (a,b) € R a kazda takova pod-
mnozina je tedy reprezentovana kterymkoliv svym prvkem, tzv.
reprezentantem. Zaroven R, N Ry # 0 pravé, kdyz R, = Ry, tj.
t¥idy ekvivalence jsou po dvou disjunktni. Konetné, A = Uyec 4 Rq,
tj. celd mnozina A se suktecné rozlozi na jednotlivé tridy.

Muizeme také tfidam rozkladu rozumét tak, ze t¥idu [a] vni-
mame jako prvek a ,az na ekvivalenci“.

1.37. Priklad — konstrukce celych a racionalnich é&isel. Na
prirozenych ¢islech umime sice sc¢itat a vime, ze prictenim nuly se
¢islo nezméni. Umime i definovat odecitani, pfi ném ale jen nékdy
existuje vysledek.

Zakladni ideou konstrukce celych ¢isel z pfirozenych je tedy
pridat k nim chybéjici rozdily. To miizeme udélat tak, ze misto vy-
sledku odecitani budeme pracovat s usporadanymi dvojicemi cisel,
které nam samoziejmé vzdy vysledek dobfe reprezentuji. Zbyva
jen dobfe definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku odeciténi) ta-
kové dvojice ekvivalentni. Potfebny vztah tedy je:

(a,b) ~ (a',b) <= a—-b=d -V < a+b =d +0.

Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v priroze-
nych ¢islech neumime, vyrazy v pravo uz ano. Snadno ovéfime,
ze skutecné jde o ekvivalenci a jeji tfidy oznacime jako cela cisla
Z. Na nich definujeme operaci s¢itdni (a s ni i ode¢itani) pomoci
reprezentantti. Napf.

[(a,0)] + [(e; )] = [(a + ¢, b+ d)],

coz zjevné nezavisi na vybéru reprezentantti. Lze si pfitom vzdy
volit reprezentanty (a,0) pro kladna ¢isla a reprezentanty (0, a)
pro ¢isla zaporna, se kterymi se ndm bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy prklad ukazuje, jak dilezité je umét nahli-
zet na tridy ekvivalence jako na celistvy objekt a soustfedit se
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na vlastnosti téchto objektl, nikoliv formalni popisy jejich kon-
strukci. Ty jsou vSak dilezité k ovéreni, ze takové objekty viibec
existuji.

U celych ¢isel ndm uz plati vSechny vlastnosti skalari (KG1)—
(KG4) a (01)-(04), viz a Pro néasobeni je neutralnim
prvkem jednicka, ale pro vSechna ¢isla a rtizna od nuly a jednicky
neumime najit ¢islo ¢! s vlastnosti @ - ¢~ = 1, tzn. chybi nam
inverzni prvky. Zaroven si povsimnéte, ze plati vlastnost oboru
integrity (OI), viz[L.2] tzn. je-li sou¢in dvou ¢sel nulovy, musi byt
alespon jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti mtzeme zkonstruovat ra-
cionalni ¢isla Q pridanim vsech chybéjicich inverzi zcela obdob-
nym zpisobem, jak jsme konstruovali Z z N. Na mnoziné uspora-
danych dvojic (p,q), ¢ # 0, celych ¢isel definujeme relaci ~ tak,
jak ofekévame, ze se maji chovat podily p/q¢:

p.a)~(.d) <= pla=v/d <= p-d-p-q
Opét neumime oc¢ekavané chovani v prostiedni rovnosti v mnoziné
Z formulovat, nicméné rovnost na pravé strané ano. Zjevné jde o
dobfe definovanou relaci ekvivalence (ovéfte podrobnosti!) a raci-
onalni ¢isla jsou pak jeji tridy ekvivalence. Kdyz budeme forméalné
psat p/q misto dvojic (p, ¢), budeme definovat operace nésobeni
a séitani pravé pomoci formuli, které nam jsou jisté dobre znamy.

1.38. Priklad — zbytkové tfidy. Jinym dobrym a jednodu-
chym piikladem jsou tzv. zbytkové tiidy celych ¢isel. Pro pevné
zvolené prirozené ¢islo k definujeme equivalenci ~y tak, ze dvé
¢isla a, b € Z jsou ekvivalentni, jestlize jejich zbytek po déleni ¢is-
lem k je stejny. Vyslednou mnozinu tiid ekvivalence oznacujeme
Zy.

Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dostéavame
Zs = {0,1}, kde nula reprezentuje sudé ¢isla, zatimco jednicka
¢isla licha. Opét 1ze snadno zjistit, Ze pomoci reprezentantt mu-
zeme definovat nasobeni a séitani. Zkuste si ovéfit, ze vysledna
mnozina ,skalari“ je komutativnim télesem (tj. spliiuje i vlast-
nost (P) z pravé kdyz je k prvocislo.
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