Priklad 1. Vypoctem determinantu vhodné matice rozhodnéte o linedrni nezavislosti vek-
tori (1,2,3,1), (1,0,—1,1), (2,1,-1,3) a (0,0,3,2).

ResSeni. Protoze

12 3 1
10 -1 1
21 -1 3|~ 1070
00 3 2
uvedené vektory jsou linearné nezavislé. 0

Priklad 2. Necht jsou ddny podprostory U a V' generované po tadé vektory
(1,1,-3),(1,2,2) o (1,1,-1),(1,2,1),(1,3,3)
vektorového prostoru R3. Naleznéte prinik téchto podprostori.

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze podprostor V mé dimenzi pouze 2 (nejedna se tedy
o cely prostor R?), nebot
1 -1 11
2 1|= 2 3|=0
13 3 -1 1 3
a nebof libovolné dvojice z uvazovanych tfech vektort je o¢ividné linedrné nezavisla. Stejné
snadno vidime, ze také podprostor U méa dimenzi 2. Soucasné je

1 1
1 1

1 1 1
1 2 1]=24#0,
-3 2 -1

a proto vektor (1,1, —1) nemize nalezet do podprostoru U. Prinikem rovin prochazeji-
cich pocatkem (dvojrozmérnych podprostori) v trojrozmérném prostoru musi byt alespon
pfimka. V naSem pfipadu je jim pravé piimka (podprostory nejsou totozné). Uréili jsme
dimenzi priniku — je jednodimenzionalni. VSimneme-li si, zZe

1-(1,1,-3)+2-(1,2,2) = (3,5,1) = 1- (1,1, -1) + 2 (1,2,1),

dostavame vyjadieni hledaného priniku ve tvaru mnoziny vSech skaldrnich nasobkt vekto-
ru (3,5,1) (jedna se o pfimku prochézejici poc¢atkem s timto smérovym vektorem). O

Ptiklad 3. Ve vektorovém prostoru R* jsou ddny tridimenziondini (trojrozmérné) podpro-
story

U = <U1,U2,U3>, V = <U1,U2,U3>,
pricemz
1 1 1 1 1 1
Uy = ! Uy = L Uz = 0 vy = 1 Vg = -1 V3 = -1
1]’ o™ I -1 ™ I I -1
0 1 1 —1 —1 1

Urcete dimenzi a libovolnou bazi podprostoru U NV,



Reseni. Do podprostoru U NV nélezi pravé ty vektory, které je mozné obdrzet jako
linedrni kombinaci vektord u; a také jako linearni kombinaci vektort v;. Hledame tedy
¢isla x1, x2, 3, Y1, Y2, y3 € R takova, aby platilo

1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 —1 —1
Ty | T2 0 T3 T | T o | T |

0 1 1 -1 -1 1

tj. hledame feseni soustavy

1 + T2 + T3 = Y1 + Y2 + Y3,
T + T2 = Y1 — Y2 — Y3
x + T3 = —y1 + Y2 — Ys,
Ty + T3 = —y1r — Y2 + Y3
Pfi maticovém zapisu této homogenni soustavy (a pfi zachovani pofadi proménnych) je
111 -1 -1 -1 11 1 -1 -1 -1
110 -1 1 1 o 0 -1 0 2 2
101 1 -1 1 o -1 0 2 0 2
011 1 1 -1 o 1 1 1 1 -1
11 1 -1 -1 -1 111 -1 -1 -1
01 1 1 1 -1 011 1 1 -1
00 -1 0 2 2 001 0 -2 =2
o0 1 3 1 1 000 1 1 1
1110 0 O 1000 0 2
0110 0 =2 0100 2 0
0010 —2 =2 0010 —2 =2
0001 1 1 0001 1 1

Dostavame tak reseni
1 =2, 19 =25, 13 =25+2l,y1 =—s—t, g2 =5, y3=1t, t,s€R.

Odtud dosazenim ziskavame obecny vektor priiniku

T1+ To + T3 0

1 + T | =2t —2s

T, + T3 o 2s

172+ZE3 2t

Vidime, ze
0 0

. -1 -1
dim UNV =2, UOV:< Lo >



Priklad 4. Uvedte néjakou bdzi podprostoru
1 2 01 -1 0 -2 -1
U= < 341,12 3,11 2,10 1 >
5 6 4 5 3 4 2 3

vektoroveho prostoru realnych matic 3 X 2. Tuto bdzi doplite na bdzi celého prostoru.

Reseni. Pripomenme, ze bazi podprostoru tvoii mnozina linearné nezéavislych vektori,
které generuji uvazovany podprostor. Protoze

12 0 1 -1 0 12 0 1 —2 -1
1|3 4] +2-[23)|=(1 2], 2|3 4]+3-[23]|=[0 1],
5 6 45 3 4 5 6 45 2 3

cely podprostor U je generovan pouze prvnimi dvéma maticemi. Ty jsou potom lineadrné
nezavislé (jedna neni nasobkem druhé), a tak zadavaji bazi. Chceme-li ji doplnit na bazi
celého prostoru redlnych matic 3 x 2, musime najit dalsi ¢tyfi matice (dimenze celého
prostoru je zjevné 6) takové, aby vysledna Sestice byla linedrné nezavisla. Mtuzeme vyuzit
toho, ze zname napt. standardni bazi

10 01 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0], 0 0}, 1 0], 0 1], 0 0}, 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 10 01

prostoru realnych matic 3 x 2, ktery lze piimo ztotoznit s R6. SepiSeme-li dva vektory baze
U a vektory standardni baze celého prostoru v tomto poradi, vybérem prvnich 6 linearné
nezavislych vektori dostaneme hledanou bazi. Pokud vsak uvazime, ze kupf.

100000
210000
32100 0f 1
4 30100 ’
540010
6 50001
miizeme ihned bazového vektory

1 2 01

3 41, 2 3

5 6 4 5

podprostoru U doplnit maticemi (vektory prostoru matic)

00 00 00
10|, (o1], (oo,
00 00 10

S O O
_ o O



na bazi. Upozornéme, Ze vyse uvedeny determinant lze vy¢islit velmi snadno — je roven sou-
¢inu prvki na diagondle, nebof matice je v dolnim trojihelnikovém tvaru (nad diagonalou
jsou vSechny prvky nulové). O

Priklad 5. Stanovte vektorovy podprostor (prostoru R*) generovany vektory

uy = (_1737 _27 1)’ Ug = (27 _17 _1a2)7 Uz = (_47 77 _3a 0)7 Uy = (1757 _5a4)

vybrdnim néjaké mazimdlni mnoZiny linedrné nezavislych vektori u; (tj. vybranim bdze).

Reseni. Sepiseme vektory u; do sloupcii matice a obdrzenou matici upravime pomoci
rfadkovych elementarnich transformaci. Takto ziskame

-1 2 —4 1 1 2 0 4 1 2 0 4
3 -1 7 5 -1 2 -4 1 0 4 -4 5
—2 -1 -3 573 -1 7 5|7 o -7 7 -7
1 2 0 4 —2 -1 -3 =5 0 3 -3 3
12 0 4 12 0 4 10 2 0
01 —1 5/4 01 -1 5/4 01 -1 0
“fo1 -1 1 [Tloo 0 -1/4 00 0 1
00 0 O 00 0 O 00 0 0

Odtud vyplyva, zZe linearné nezavislé jsou pravé vektory wq,us,uq, tj. pravé ty vektory
odpovidajici sloupciim, které obsahuji prvni nenulové ¢islo néjakého rfadku. Navic odsud
plyne (viz tfeti sloupec)

2.(=1,3,-2,1) — (2,-1,-1,2) = (-4, 7, —3,0).
O

Priklad 6. Pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu ziskejte ortogondlni bazi
podprostoru

U= {($1>$2>$3,!E4)T ERY 2y + 1o+ a3+ 14 = 0}

prostoru R*.

Reseni. Mnozina feseni uvedené homogenni linedrni rovnice je zfejmé vektorovym
prostorem s bazi

—1 —1 —1
1 0 0
Uy = 0 , Uz = 1 , U3z = 0
0 0 1

Vektory ortogonalni baze ziskané uzitim Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu bu-
deme znacit vy, vy, v3. Nejprve polozme v; = uy. Déale

T. 1 1 1 r
e T Ulv1=Uz——’U1:(_§7_§alaO) )



resp. zvolme nasobek vy = (=1, —1,2, O)T. Nésledné je
T T T
vy = — 3 UL, U3 U2 :u—lfu—}v: _1_}_}1

Mame tedy celkem

—1 —1 -1

1 —1 -1

V1 = 0 ) V2 9 ) U3 = -1
0 0 3

Dodejme, Ze pro jednoduchost ptikladu lze bezprostiedné uvést ortogonalni bazi z vektort
(1,-1,0,00", (0,0,1,-1)", (1,1,—1,-1)"

nebo
(-1,1,1,-1)", (1,-1,1,-1)", (-1,-1,1,1)".

O

Priklad 7. Naleznéte matici rotace v kladném smyslu o thel w/3 kolem primky prochdzejict
pocdtkem s orientovanym smérovym vektorem (1,1,0) ve standardni bdzi R3.

Reseni. Uvedené otoceni lze ziskat slozenim po fadé téchto t¥i zobrazeni:

e rotace o 7/4 v zaporném smyslu podle osy z (osa rotace piejde na osu x);
e rotace o 7/3 v kladném smyslu podle osy z;

e rotace o 7/4 v kladném smyslu podle osy z (osa = pfejde na osu rotace).

Matice vysledné rotace bude souc¢inem matic odpovidajicich uvedenym tfem zobrazenim,
pricemz poradi matic je dano pofadim provadéni jednotlivych zobrazeni — prvnimu zobra-
zeni odpovida v souc¢inu matice nejvice napravo. Takto dostaneme hledanou matici

3 1 o8 vz 2 1 0 0 V2oV
CIR T (N . S S I (N S IO BV .

BRI I 0 0 1 0 ¥ 1 0 0 1
4 4 2 2 2

Uvédomme si, ze vyslednou rotaci bylo mozné ziskat napi. také slozenim nésledujicich
t11 zobrazeni:

e rotace o /4 v kladném smyslu podle osy z (osa rotace prejde na osu y);
e rotace o /3 v kladném smyslu podle osy y;

e rotace o 7/4 v zaporném smyslu podle osy z (osa y prejde na osu rotace).



Analogicky tak dostavame

2

3.1 6 V22 1 9 8B vZo_¥2
4 4 4 2 2 2 2 2 2
13 V6| = [ _VE V2 0 1 0 va V2o
%%14 2 2 V3 1 2 2
- 22 0 0 1 —° 3 0 0 1

O

Piiklad 8. Urcete matici A, kterd ve standardni bdzi prostoru R?® zaddvd kolmou projekci
do vektorového podprostoru generovaného vektory uy = (—1,1,0) a uy = (—1,0,1).

Reseni. Nejprve poznamenejme, ze uvedeny podprostor je rovinou prochazejici poc¢at-
kem s normalovym vektorem uz = (1,1, 1). Uspofadana trojice (1,1, 1) je totiz o¢ividnym
feSenim soustavy

—x1 + X9 = 0,
—I + x3 = 0,

tj. vektor us je kolmy na vektory ui, us. Podotknéme rovnéz, Ze jsme tento priklad jiz
vytesili (matici A zndme z d¥ivéjsiho piikladu).

Pti dané projekci se vektory u; a us museji zobrazit na sebe a vektor us potom na
nulovy vektor. V bazi slozené po radé z vektort uq, us, us je proto matice této projekce

1 00

010

0 00

Pomoci matic prechodu

1 - 1 - ! 12 1
11011 1101}—%3123
’ -\ v
0 1 1 0 1 1 3 3 3

od béaze (uy, us, uz) ke standardni bazi a od standardni baze k bazi (uq, us, us) ziskdme

12 1 2 1 1
TN N (s A (A
S R CERINC R
3 3 3 3 73 3
O
Priklad 9. Zjistéte, zda je mnoZina
U = {(z1, 2, 23) € R?; |21 | = | 22| = | 23]}

podprostorem vektorového prostoru R a mnoZina
Uy = {az® + ¢; a,c € R}

podprostorem prostoru polynomi stupné nejvyse 2.



Reseni. Mnozina U; neni vektorovym (pod)prostorem. Vidime napf., Ze je
(1,1,1)+ (—1,1,1) = (0,2,2) ¢ U;.
Mnozina U, ov§em podprostor tvoii (nabizi se pfirozené ztotoznéni s R?), protoze
(@12 + 1) + (a2® + ¢2) = (a1 + a2) 2° + (c1 + ¢2), k- (az® + ¢) = (ka) 2* + ke
pro vSechna ¢isla aq, ¢y, as, o, a,c¢, k € R. O

Priklad 10. Necht jsou ddny libovolné linedrné nezdvislé vektory u, v, w, z ve vektorovém
prostoru V. Rozhodnéte, zda jsou ve V' linedrné zavislé, ¢i nezdvislé, vektory

u—2v, 3ut+w-—z u—4v+w+2z 4v+ 8w+ 4z.

Reseni. Lze ukéazat, Ze z linearni nezavislosti u, v, w, z plyne, Ze uvazované vektory
jsou linearné nezavislé prave tehdy, kdyz jsou linedrné nezavislé vektory

(1,-2,0,0), (3,0,1,—-1), (1,-4,1,2), (0,4,8,4).

Nebof je
1 -2 0 0
3 0 1 -1
141 2|” 3070
0 4 8 4
spravna odpovéd zni ,linedrné nezavislé*. d

Piiklad 11. Najdéte ortogondlni doplnék U+ podprostoru
U = {(z1, 22,73, 74); 1 = T3, T2 = 3 + 634} C R

Reseni. Ortogonélni doplnék UL tvoif pravé ty vektory, které jsou kolmé na kazdé
feseni soustavy
T — I3 = 0,
$2—I3—6ZE4:0.

Vektor je ovsem feSenim této soustavy tehdy a jenom tehdy, kdyz je kolmy na oba vekto-
ry (1,0,—1,0), (0,1,—1,—6). Je tedy

Ut ={a-(1,0,-1,0)+b-(0,1,—1,—6); a,b € R}.

Priklad 12. Urcete, zda jsou podprostory
U=1{(21,2,2), V=(-1,0-1,2),(-1,0,1,0), (0,0,1,-1))

prostoru R* na sebe kolmé. Pokud ano, je R* =U ®V, tj. je U+ =V ?



Reseni. Vektor, ktery zadava podprostor U, je kolmy na kazdy ze tii vektort, které
generuji V. Podprostory jsou tak na sebe kolmé. Avsak neni pravda, ze R* = U @ V.
Podprostor V' je totiz pouze dvojdimenzionalni, protoze

(=1,0,—1,2) = (=1,0,1,0) — 2(0,0,1, —1).
O

Priklad 13. V zdwislosti na parametru t € R stanovte dimenzi podprostoru U vektorového
prostoru R?, je-li U generovdn vektory

(a) up = (1,1,1), wuy=(1,¢t,1), wuz=(2,2,¢);
(b) uy = (t,t,t), U = (—4t, —4t,4t), Uz = (—2, —27 —2)

Reseni. V prvnim piipadu je dim U = 2 pro t € {1, 2}, jinak je dim U = 3. Ve druhém
piipadu je dim U =2 prot #0 a dim U =1 pro ¢t = 0. O

Priklad 14. Sestrojte ortogondlni bazi podprostoru
((1,1,1,1), (1,1,1,-1), (—1,1,1,1))
prostoru R*.
Reseni. Gram-Schmidtovim ortogonaliza¢nim procesem lze obdrzet vysledek
((1,1,1,1), (1,1,1,-3), (—2,1,1,0)) .
0J

Piiklad 15. V prostoru R* naleznéte néjakou ortogondini bdzi podprostoru vsech linedr-
nich kombinaci vektori (1,0,1,0), (0,1,0,—7), (4, —2,4,14) a podprostoru generovaného
vektory (1,2,2,-1), (1,1,-5,3), (3,2,8, =7).

Reseni. Pii zachovani poradi podprostort ze zadani jsou ortogonalnimi bazemi napr.

((1,0,1,0),(0,1,0,—7))

((1,2,2,-1),(2,3,-3,2),(2,-1,—1,-2)).

Priklad 16. Pro jaké hodnoty parametri a,b € R jsou vektory
(1,1,2,0,0), (1,-1,0,1,a), (1,b,2,3,—2)

v prostoru R® po dvou ortogondlni?



Reseni. Vysledek je a = 9/2, b = —5, nebot musi mj. platit

14b+4+04+40=0, 1—b+0+3—2a=0.

Piiklad 17. V prostoru R® wvaZujte podprostor generovany vektory
(1,1,-1,-1,0), (1,-1,-1,0,-1), (1,1,0,1,1), (-1,0,—1,1,1).
Najdéte néjakou bazi jeho ortogondlniho dopliiku.

Reseni. Hledana baze obsahuje jediny vektor. Je jim néjaky nenulovy skaldrni nasobek
vektoru
(3,-7,1,-5,9).

O

Piiklad 18. Popiste ortogondini doplnek podprostoru V- prostoru R*, je-li V generovdn
vektory (—1,2,0,1), (3,1,-2,4), (—4,1,2,—4), (2,3,-2,5).

Reseni. Ortogonalni doplnék (komplement) V- je mnozina vech skalarnich nasobki
vektoru (4,2,7,0). d

Piiklad 19. V prostoru R® urcete ortogondini doplnék W+ podprostoru W, jestlize
(a) W={(r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+t);rstecR};
(b) W je mnozina Teseni soustavy rovnic x1 — x3 =0, 1 — 29 + x3 — x4 + x5 = 0.
Reseni. Plati
(a) W+ =((1,0,-1,1,0), (1,3,2,1,-3) );
(b) W+

((1,0,-1,0,0), (1,—1,1,—1,1)).

Piiklad 20. Necht jsou v prostoru R* ddny vektory
(1,-2,2,1), (1,3,2,1).

Dopliite tyto dva vektory libovolnym zpiisobem na ortogondlni bdzi celého R*. (MiiZete
k tomu vyuzit Gram-Schmidtiv ortogonalizacni proces.)

Reseni. Hledanych doplnéni je pochopitelné nekoneéné mnoho. Jednim (skuteéné jed-
noduchym) je napf.

(1,-2,2,1), (1,3,2,1), (1,0,0,—1), (1,0,—1,1).



Piiklad 21. Je mnozina V = {(1,z); © € R} s operacemi
@:VxV-=V, (Ly@(l,z)=(1,2+y) proviechnay,z € R,
O:RxV =V, z0(lL,y)=1,y-2) provSechnay,z € R
vektorovym prostorem?

Reseni. Lehce se oveéri, Ze se jedna o vektorovy prostor. Prvni souradnice neovliviiuje
vypocty souctlt vektort ani hodnoty skaldrnich nasobkt vektorti: jedna se o pfeznaceny
prostor (R, +,-). O

Piiklad 22. Pro jaké hodnoty parametri a,b,c € R jsou vektory (1,1,a,1), (1,b,1,1),
(¢,1,1,1) linedrné zdvislé?

Reseni. Vektory jsou zéavislé, je-li splnéna alespoii jedna z podminek
a=b=1, a=c=1, b=c=1.
O

Priklad 23. Necht je ddn vektorovy prostor V' a néjakd jeho bdze sloZend z vektori u, v,
w, z. Zjistete, zda jsou vektory

u—3v+z, v—>Oow-—z Jw—Tz, u—w+z
linedrné (ne)zdvislé.
Reseni. Vektory jsou linearné nezavislé. (|

Piiklad 24. Doplite vektory 1 — 2% 423, 1+2% + 22, 1 —x — 22 na bdzi prostoru polynomai
stupné nejvyse 3.

Reseni. Sta¢i piipojit napf. polynom z. O
Priklad 25. Twori matice
(1 0 ) (1 4 ) (—5 o) (1 —2)
1 -2/’ 0 -1/’ 3 0/)° 0 3
bazi vektoroveého prostoru ctvercovych dvourozmérngch matic?

Reseni. Uvedené ¢tyii matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic linedrné neza-
vislé. Vyplyva to z toho, ze matice

1 1 -5 1
0O 4 0 -2
1 0 3 0
-2 -1 0 3

je tzv. regularni (tj. jeji hodnost je rovna rozméru; tj. lze z ni pomoci fadkovych elemen-
tarnich transformaci obdrzet jednotkovou matici; tj. existuje k ni matice inverzni; tj. ma
nenulovy determinant, roven 116; tj. ji zadand homogenni soustava linedrnich rovnic ma
pouze nulové Teseni; tj. kazdy nehomogenni linearni systém s levou stranou urcenou touto
matici mé prave jedno feseni; tj. obor hodnot linearniho zobrazeni, jez zadava, je vektorovy
prostor dimenze 4; tj. toto zobrazeni je injektivni). O



