Drsna matematika

Martin Panak, Jan Slovak

Pokus o uéebni text pro zac¢inajici studenty informatiky pfiblizujici podstatnou ¢ast
matematiky v rozsahu ¢tyr semestralnich prednasek. Prozatim jsou zaznamenany
prvni t¥i semestry priblizné v odpfedneseném rozsahu. Posledni semestr je zapisovan
pribézné.
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Predmluva

Tento ucebni text vznikd pribézné pii pripravé prednasek pro predméty Ma-
tematika I-IV na Fakulté informatiky MU. Text se snazi prezentovat standardni
vyklad matematiky s akcentem na smysl a obsah prezentovanych matematickych
metod. Resené tilohy pak procvi¢uji zakladni pojmy, ale zaroveti se snazime dévat co
nejlepsi priklady uziti matematickych modeli. Studenti navic maji fesit a odevzda-
vat kazdy tyden zadavané piiklady. Seminarni skupiny pak obdobné standardnim
Levicenim® vytvari podporu pro feSeni domécich tloh. V tomto textu podavame
forméalni vyklad proloZeny feSenymi ptiklady.

Ne vSe se dafi pribézné naplnovat tak, jak bychom si predstavovali. Samotny te-
oreticky text by mél byt podrobnéjsi a 1épe formulovany, feSenych prikladi bychom
chtéli mit podstatné vice a mély by pokryvat celou skalu slozitosti, od banalnich
az po perlicky ke skuteénému premysleni.

Posluchace bychom radi naucili:

e presné formulovat definice zakladnich pojmt a dokazovat jednoducha matema-
ticka tvrzeni,

e vnimat obsah i pfiblizné formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhledi pouziti,

e vstiebat navody na uzivani matematickych modelt a osvojit si jejich vyuziti.

K témto ambiciéznim cilim nelze dojit lehce a pro vétsinu lidi to znamena
hledat si vlastni cestu s tdpanim rtiznymi sméry (s potfebnym piekondvanim odporu
¢ nechuté). I proto je cely vyklad strukturovan tak, aby se pojmy a postupy vzdy
nékolikrat vracely s postupné rostouci slozitosti a siii diskuse. Jsme si védomi, ze
tento postup se muze jevit jako chaoticky, domnivame se ale, ze dava mnohem lepsi
Sanci na pochopeni u téch, ktefi vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtizny — pokud uz ,,vime“, nechce
se nam premyslet, pokud ,nevime“, je to jesté horsi. Jediny spolehlivy postup pro
orientaci v matematice je hledat porozumnéni v mnoha pokusech a hledat je pti
¢etbé v riznych zdrojich. Urcité nepovazujeme tento text za dostatecny jediny zdroj
pro kazdého.

Pro ulehceni vicekolového pristupu ke Cteni je text strukturovan také pomoci
barev, resp. sazby, takto

e normalni text je sdzen cerné

e iesené pitklady jsou sazeny barvou NN
sézen barvou [ ENGN

e niroéné pasaze, které mohou (nebo by radéji mély byt) byt pi studiu pfinejmen-
§im napoprvé pieskakovany jsou sazeny v barve I .

VSechny ¢tyfi semestry vyuky uz jednou probéhly a vyslednych 11 kapitol méate
v rukou, vSechny jsou ovSem jen v rtizném stavu rozpracovanosti. Stru¢né shrnuto
je obsah takovyto:
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1. semestr: Uvodni motivaéni kapitola se snazi v rozsahu pfiblizné 4-5 tydnt
prednasek ilustrovat nékolik pristupti k matematickému popisu problémi. Zaci-
ndme nejjednodussimi funkcemi (zékladni kombinatorické formule), naznadujeme
jak pracovat se zavislostmi zadanymi pomoci okamzitych zmén (jednoduché dife-
rencni rovnice), uziti kombinatoriky a mnozinové algebry diskutujeme prostfednic-
tvim konecéné klasické pravdépodobnosti, predvadime maticovy pocet pro jednodu-
ché tlohy rovinné geometrie (prace s pojmem pozice a transformace) a zavérem vse
trochu zformalizujeme (relace, uspotddni, ekvivalence). Nenechte se zde uvrhnout
do chaotického zmatku piilis rychlym stiidanim témat — cilem je nashromazdit néco

vvvvvv

vvvvvv

avodni kapitoly se ¢asem vratime.

Dalsich priblizné 5 tydnu prednések je vénovano zakladim poctu, ktery umoz-
nuje praci s vicerozmérnymi daty i grafikou. Jde o postupy tzv. linedrni algebry,
které jsou zakladem a kone¢nym vypocetnim nastrojem pro vétsinu matematickych
modelti. Jednoduché postupy pro praci s vektory a maticemi jsou obsahem kapitoly
druhé, dalsi kapitola je pak vénovana aplikacim maticového poctu v riznych li-
nearnich modelech (systémy linedrnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferencni
rovnice, Markovovy procesy, linedrni regrese).

Posledni 2-3 prednéasky prvniho semestru jsou vénovany pouzitim maticového
poctu v geometrickych tlohach a lze se z nich dozvédét néco malo o afinni, eukli-
dovské a projektivni geometrii.

2. semestr: Dalsi semestr je vénovan tzv. spojitym modeltim. Chceme co nej-
nazornéji ukazat, ze zakladni ideje, jak s funkcemi pracovat, byvaji jednoduché.
jednoduchych linearnich trik a postupt linearni algebry. Slozitosti se poji skoro
vyhradné se zvladnutim rozumné velké tiidy funkci, pro které maji nase postupy
byt pouzitelné.

Prvné proto pfisla na fadu kapitola pata, kde diskutujeme jaké funkce potiebu-
jeme pro nelinedrni modely. Zaciname s polynomy a spliny, pak postupné diskutu-
jeme pojmy spojitosti, limity poslouponosti a funkci a derivace funkci a seznamime
se se vsemi zakladnimi elementdrnimi funkcemi a s mocninnymi radami.

Tim je pfipravena puda pro klasicky diferencialni a integralni pocet. Ten pre-
zentujeme v kaptole Sesté s dirazem na co nejjednodussi pochopeni aproximact,
integracnich procesu a limitnich procesi.

Posledni sedma kapitola se vénuje naznaktim aplikaci a snazi se co nejvice pripo-
minat analogie k postuptim jednoduché linearni algebry z minulého semestru. Misto
linearnich zobrazeni mezi kone¢né rozmérnymi vektorovymi prostory tak pracujeme
s linedrnimi operacemi mezi nekoneéné rozmérnymi vektorovymi prostory funkei,
definovanych bud integralnimi nebo diferencidlnimi operdtory. Zatimco studium
diferencialni rovnic ponechéavame do semestru dalsiho, zde studujeme nejprve apro-
ximace funkci s pomoci vzdalenosti definované integralem (tzv. Fourierovy fady)
abychom vzapéti mohli ukézat souvislost s nékterymi integralnimi transformacemi
(Fourirerova transformace).

3. semestr: Zde nejprve pokracujeme v nasem stru¢ném nastinéni analytickych
metod pro modely s mnoha proménnymi. Nejprve v osmé kapitole rozsime zakladni
postupy a vysledky tykajici se derivaci na funkce vice proménngch, véetné funkci
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zadangch implicitné a tzv. vazanych extrémai. Hned poté rozsifime teorii integrovani
0 tzv. nasobné integraly. Poté se vénujeme strucné modeliim zachycujim znamou
znénu nasich obejkt, tj. diferencidlnim rovnicim. Zavérem této kapitoly pak uva-
dime nékolik poznamek o odhadech a numerickych piiblizenich.

Devata kapitola smétuje zpét do svéta diskrétnich metod. Zabyvame se v ni
zékladnimi pojmy poznatky teorie grafii a jejich vyuzitim v praktickych problémech
(napt. prohleddvéani do $itky a hloubky, minimdlni pokryvagict kostry, toky v sitich,
hry popisované stromy). Zavérem uvadime par poznamek o vytvorujicich funkcich.

4. semestr: V poslednim semestru celého cyklu pfednasek se zabyvame nejprve
obecnymi algebraickymi strukturami s diirazem na teorii grup a naznaky aplikaci.
Tomuto tématu budeme vénovat 5—6 prednasek.

Konecné, zavérecna jedenacta kapitola je vénovana matematické pravdépodo-
dobnosti a statistice v rozsahu 6-7 prednasek. Sezndmime se s pojmy pravdépo-
dobnostni prostor, hustota pravdépodobnosti, normdlni rozdélent, stredni hodnota,
medidn, kvantil, rozptyl, priklady diskrétnich a spojitiych rozdéleni a budeme se né-
znakem vénovat statistickému zpracovdani dat.

Zari 2007, Martin Panak, Jan Slovak
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KAPITOLA 1

Uvod a motivace

,hodnota, zména, poloha*
— co to je a jak to uchopit?

1. Cisla a funkce

Lidé trpi chorobnou snahou mit jasno ,kolik néco je“, pripadné ,za kolik“,
»jak dlouho® apod. Vysledkem takovych tvah je vétsinou néjaké ,cislo“, fikejme
ucenéji ,hodnota“. Za ¢islo se pfitom povazuje néco, co umime scitat a nasobit
a spliiuje to obvyklé zakonitosti, af uz vSechny nebo jen nékteré. Nejjednodussim
piikladem jsou tzv. ¢isla ptirozend, budeme je zna¢it N = {1,2,3, ...}, asto zvlasté
v informatice brana vcetné nuly, a éisla celd Z = {...,—-2,-1,0,1,2,...}. Kdo si
libuje ve formalnim p¥istupu v rdmci nékteré z korektnich teorii mnozin a vi, co to
je prazdna mnozina (), miZze definovat

(1.1) 0:=0, 1:={0}, 2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Pak 1ze snadno formalné definovat séitani a nasobeni celych ¢isel, usporadani, uka-
zat, ze kazdd podmnozina v N mé nejmensi prvek a spoustu dalsich vlastnosti o
kterych zpravidla uz davno nepfemyslime a mame je za samoziejmé. Napt. o ¢islu
a fekneme, Ze je mensi nez b tehdy a jen tehdy, kdyz a # b a a € b. Nebudeme se
tu tim podrobné zabyvat a pfedpoklddame, Ze ¢tendf i ¢isla raciondlni (Q), redlné
(R) a komplexni (C) diivérné zna.* Prakticky budeme piipominat teoretické i prak-
tické souvislosti pti dalsim vykladu, viz piiklad 1.4(1). Podobné bude konstrukce
racionalnich ¢isel z prirozenych diskutovana v 1.47, konstrukei realnych ¢isel bude
vhodné zminit pri studiu limitnich procest pozdéji a jiz dfive budeme z riznych
algebraickych pohledd zkoumat ¢isla komplexni.

Pro nas dalsi rozlet ale bude ted uZiteéné vyjmenovat obvyklé vlastnosti, které
s¢itani a nasobeni ¢isel ma. Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s
¢isly manipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, at uz jejich hodnota
je nebo neni pfredem znama.

1.1. Vlastnosti séitani.

KG1) (a+b)+c=a+ (b+c), pro viechny a,b,c

KG2) a+b=b+a, pro viechny a,b

KG3) existuje prvek 0 takovy, ze pro vSechny a plati a + 0 =a

KG4) pro v8echny a existuje prvek (—a) takovy, ze plati a + (—a) = 0.

1Podrobné lze formalni zdklady matematiky nalézt napt. ve skriptech Pavla Hordka [7].

1



2 1. UVOD A MOTIVACE

Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikdme vlastnosti komutationi grupy. Celd éisla Z
jsou dobrym piikladem komutativni grupy, ptirozena cisla nikoliv, protoze nespliuji
KG4 (a pfipadné neobsahuji nulu pokud ji do N nezahrnujeme).

1.2. Vlastnosti nasobeni.

(01) (a-b)-c=a-(b-c), pro vSechny a,b,c

(02) a-b="b-a, pro viechny a,b

(03) existuje prvek 1 takovy, ze pro vSechny a plati 1-a =a
(04) a-(b+c¢)=a-b+a-c, proviechny a,b,c.

Posledni vlastnosti O4 se rika distributivita.
Mnoziny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)—(KG4), (01)—(04) se nazyvaji
komutativni okruhy. Potfebujeme vSak zpravidla jesté dalsi béznou vlastnost cisel:

(P) pro kazdy a # 0 existuje prvek o' takovy, ze plati, a-a~ ' = 1.

Kdyz nasSe objekty spliiuji navic i (P), hovofime o poli (Gasto také o komuta-
tivnim télese). Nékdy se ale setkdme se slabsi dodateénou vlastnosti. Napt. okruh
celych ¢isel Z nespliiuje (P), ale spliiuje

(01) a-b=0 = buda=0mnebodb=0.

Hovorime o oboru integrity.

Prvky néjaké mnoziny s operacemi + a - splitujicimi (ne nutné vSechny) vyse
uvedené vlastnosti (tj. komutativni okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat
skaldry. Budeme pro né vesmés uzivat latinska pismena ze zacatku abecedy.

Kdo chce postupovat co nejpiesnéji a forméalné, mél by piedchozi vlastnosti
brat jako aziomatickou definici prislusnych matematickych pojmi. Pro nase po-
tfeby bude stacit si priibézné uvédomovat, ze pri dalsich diskusich budeme diisledné
pouzivat pouze tyto vlastnosti skalart a ze tady i nase vysledky budou platné pro
vSechny objekty s témito vlastnostmi. V tomto je prava sila matematickych teorii
— nejsou platné jen pro konkrétni feseny priklad. Naopak, pfi rozumné vystavbé
maji vzdy univerzalni pouziti. Budeme se snazit tento aspekt vzdy zdtraznovat,
prestoze nase ambice mohou byt v ramci daného casového prostoru pro prednéasky
jen velice skromné.

1.3. Skalarni funkce. Casto pracujeme s hodnotou, kterd neni dana jako kon-
krétni ¢islo. Misto toho néco vime o zavislosti nasi hodnoty na hodnotéch jinych.
Formdlné piSeme, Ze hodnota y = f(x) nasi ,zavislé“ proménné velic¢iny y je ddna
yhezdvislou® veli¢inou z. Pfitom mtZzeme znalost f brat formélné (prosté je to
néjaka, blize nespecifikovand, zavislost) nebo operacné, tj. f(z) je déno formuli
posklddanou z (prozatim si predstavme koneéné mnoha) znadmych operaci. Pokud
je hodnotou skalar, hovorime o skaldrni funkci. Také muze byt ale hodnota dana
pouze priblizné nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych tvah pak byva z neformalniho popisu zavislosti najit
explicitni formule pro funkce, které je popisuji. Podle typu tlohy a cile se pak
pracuje:

e s pfesnym a koneénym vyrazem

e s nekonecnym vyrazem

e s pribliZzenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétsinou s vyéislenou moznou
chybou)
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e s odhadem hodnot s vycislenim jejich pravdépodobnosti apod.

Skalarni funkei je napf. roéni mzda pracovnika (hodnoty nezavislé veli¢iny jsou
jednotlivi pracovnici x z néjaké mnoziny, f(x) je jejich ro¢ni mzda za dané obdobi),
nebo mésiéni mzda konkrétniho pracovnika v ¢ase (nezévislou hodnotou je éas v
meésicich, zavislou pfijem). Jinym ptikladem je tfeba plocha obrazce v roving, objem
télesa v prostoru, rychlost konkrétniho auta v ¢ase atd. Dovedeme si jisté pfedstavit,
ze ve vSech uvedenych pripadech miize byt hodnota dana néjakou volné popsanou
souvislosti nebo naméfena priblizné nebo odhadnuta atd.

1.4. Priklady. (1) Podivejme se na obyc¢ejné s¢itani pfirozenych ¢isel jako na ope-
racné definovanou skalarni funkci. Definujeme a + b jako vysledek procedury, ve
které k a pric¢itdme 1. Tak jsme vlastné obecné a + 1 definovali v rovnicich (1.1).
Zaroven odebereme z b nejmensi prvek, dokud neni b prazdna. Je evidentni, ze takto
definované scitani sice je dano formuli, tato ale neni vhodna pro praktické pocitani.
Tak tomu bude v nasem vykladu ¢asto — teoreticky korektni definice pojmu nezna-
mend, ze tkony s nim spojené jsou efektivné vykonavatelné. Pravé k tomu budeme
postupné rozvijet celé teorie, abychom praktické néstroje ziskavali. Co se tyce pii-
rozenych ¢isel, od $kolky je umime s¢itat zpaméti a rychle (pokud jsou mald) a s
vétsimi si poradi poéitace (pokud nejsou pFilis velkd).

(2) Dilezitou opera¢né definovou skalarni funkei na p¥irozenych éislech je fak-
toridal, ktery definujeme vztahy

f0)=1, f(n+1) = (n+1)- f(n).

Piseme f(n) = n! a definice zjevné znamend n! = n-(n—1)---1. To také neni prili§
efektivni formule pro velka n, lepsi ale tézko hledat.

2. Kombinatorické formule

1.5. Permutace, kombinace a variace. Jestlize z mnoziny n pfedmétl vytva-
fime néjaké poradi jejich prvkd, méame pro volbu prvniho prvku n moznosti, dalsi
je volen z n — 1 moznosti atd., az ndm nakonec zbude jediny posledni prvek. Zjevné
tedy je na dané konecné mnoziné S s n prvky pravé n! riznych poradi. Hovotfime o
permutacich prvki mnoziny S. Jestlize si predem prvky v S ocislujeme, tj. ztotoz-
nime si S s mnozinou S = {1,...,n} n pfirozenych ¢&isel, pak permutace odpovidaji
moznym poradim ¢isel od jedné do n. Mame tedy priklad jednoduché matematické
véty a nasi predchozi diskusi je mozné povazovat za jeji dikaz:

Tvrzeni. Pocet riznijch potadi na koneéné mnoziné s n prvky je ddn zndmou
funkct faktorial:

(1.2) f(n)=nl!

Dalsim jednoduchym piikladem hodnoty urcené formuli jsou tzv. binomickd
c¢isla, kterd vyjadiuji, kolika zptsoby lze vybrat k rtiznych rozlisitelnych predmétt
z mnoziny n predmét. Zjevné mame n(n — 1)---(n — k + 1) moznych vysledku
postupného vybéru nasich k prvku, pritom ale stejnou vyslednou k-tici dostaneme
v k! riznych poradich. Proto pro pocet kombinaci k-tého stupné z n prvkia plati
(samoziejmé je k < n)

_(n\ nn-1)...(n—k+1) n!
(1.3) e(n, k) = <k> T kk—1)...1 -k
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Ani toto neni pro vypocet moc uspokojivd formule pfi velikych k i n, protoze
obsahuje vyrazy pro faktorialy.

Pokud nam ale zéalezi i na pofadi vybrané k-tice prvki, hovorime o wvariaci
k-teho stupne. Jak jsme si jiz ovérili, pro pocet variaci plati

v(n,k)=n(n—-1)---(n—k+1)

pro viechny 0 < k < n (a nula jinak).

Binomicka ¢isla dostala sviij nazev od tzv. binomického rozvoje, tj. roznasobeni
n-té mocniny dvojélenu. Poc¢itdme-li totiz (a+b)™, bude koeficient u mocniny a*b" "
pro kazdé 0 < k < m roven pravé poctu moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v
souc¢inu (ty, kde bereme do vysledku a). Plati proto

(L4) (@ip =% (Z) ap

k=0

a vSimnéme si, Ze pro odvozeni jsme potiebovali pouze distributivitu, komutativnost
a asociativitu ndsobeni a s¢itédni. Formule (1.4) proto plati v kazdém komutativnim
okruhu.

Jako dalsi jednoduchou ukdzku, jak vypadd matematicky dikaz si odvodme
nékolik jednoduchych tvrzeni o kombinacnich ¢&islech. Pro zjednoduseni formulaci
definujme (Z) = 0, kdykoliv je bud k < 0 nebo k > n.

1.6. Tvrzeni. Pro vSechna prirozend c¢isla k a n plati
0 () = (.2%)

(2) (ZE) - (Z) + (kil)

(3) Xh=o (2) =2"

(4) Xi=o k() = n27".

DUKAzZ. Prvni tvrzeni je zjevné piimo z formule (1.3). Jestlize vy¢islime pravou
stranu z tvrzeni (2), dostavame

n n n! n!
(k) + <k+ 1) T Mo - kD= k1)
(k+1)nl+ (n— k)n!
e+ 0)(n—h)!
(n+1)!
(k+1)(n— k)|

coz je ale leva strana tohoto tvrzeni.

Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoze (8) =1 = 29, (Stejné tak je pfimo
vidét i pro n = 1.) Pfedpokladejme, Ze plati pro n&jaké n a spoétéme piislusnou
sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

n+1 n+1 n n n+1 n . . _—
(1) 2 (W) g () e
=0 =—1 =0

Prakticky stejné dokézeme i (4). Zjevné plati pro n = 0, pfedpoklddejme, ze
plati pro né&jaké n, a spoc¢téme piislunou sumu pro n + 1 s vyuZitim tvrzeni (2).
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Dostaneme

3
(%
=
=~
/
S
= +
—
~
I
-
=~
_|_
_
S~—
PR
> 3
N
+
3
g
-
=N
PR
> 3
N

I
?T‘
(= 1
O
/\
Nl
3
O
=
A/
> 3
N
+
gk
o
PR
N

—2”+n2" 1+n2" ! (n+1)2".
O

Druha vlastnost z naseho tvrzeni umoznuje sestavit vSechna kombinacni ¢isla
do tzv. Pascalova trojuhelniku, kde kazdé c¢islo obdrzime jako soucet dvou bezpro-
stfedné nad nim lezicich sousedi:

n=0: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=3: 0 1 3 3 1 0
n=4: 0 1 4 6 4 1 0
n=>5: 1 5 10 10 5 1

Vsimnéme si, Ze v jednotlivych fadcich mame pravé koeficienty u jednotlivych moc-
nin z vyrazu (1.4), napf. posledni uvedeny radek #ika

(a+0)% = a® + 5a*b + 10a®b? + 10a?b> + 5ab* + b°.

Uvedme si piiklad demonstrujici kombinatorické avahy (berte to jako zahfivaci
rozevicku!):

1.7. Piiklady.

1.7.1. Maminka chce Jenikovy a Marence rozdélit pet hrusek a Sest jablek. Kolika
zpisoby to miZe udélat? (hrusky mezi sebou povaiujeme za nerozlisitelné, stejné
tak jablka)

ResSeni. Pét hrusek samostatné mtize maminka rozdélit Sesti zptisoby, Sest jablek
pak samostatné sedmi zpisoby. Podle pravidla soucinu pak obé ovoce soucasné
miuize rozdélit 42 zpusoby. g

1.7.2. Urcete pocet ctyrcifernych cisel sestavenyjch z pravé dvou rizngch cifer.

ReSeni. Dvé rizné cifry pouzité na zapis mizeme vybrat (120) zpusoby, ze dvou
vybrangch cifer mizeme sestavit 24 — 2 riiznych dvojcifernych ¢isel (dvojku odeci-
tame za dvé ¢isla slozend pouze z jedné cifry). Celkem méame (120) (2* — 2) = 630
¢isel. Nyni jsme ale zapoditali i ¢isla zaé¢inajici nulou. Téch je (§)(2° — 1) = 63.
Celkové dostavame 630 — 63 = 567 cisel. ]

1.7.3. Urcete pocet sudych ctyrcifernych cisel sestavenych z prdvé dvou ruznych
cifer.

ResSeni. Obdobné jako v piedchozim piikladu se nejprve nebudeme ohlizet na cifru
nula. Dostaneme tak (3)(2%—2)+5-5(2% —1) ¢isel (nejprve poéitame ¢isla pouze ze
sudych cifer, druhy sc¢itanec udava pocet sudych ¢tytcifernych ¢isel slozenych ze sudé
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a liché cifry). Opét musime odeéist ¢isla za¢inajici nulou, téch je (23 —1)4+(22—1)5.
Hledany pocet cifer tak je

<Z> (2* —2)+5-5(2° —1) — (2° —1)4 — (22 — 1)5 = 272.

O

1.7.4. Kolika zpisoby mohla skondit tabulka prund fotbalové ligy, vime-li o ni pouze,
Ze alespori jeden z tymi z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna.
(ligu hraje 16 muZstev)

ReSeni. Nejprve uréime tii mista, na kterych se umistily celky Brna, Olomouce
a Ostravy. Ty lze vybrat ¢(3,16) = (136) zpusoby. Z Sesti moznych poradi zminé-
nych tii tymt na vybranych tfech mistech vyhovuji podmince ze zadani ¢tyri. Pro
libovolné poradi téchto tymi na libovolné vybranych tfech mistech pak miizeme ne-
zavisle volit potfadi zbylych 13 tymt na ostatnich mistech tabulky. Podle pravidla
soucinu je tedy hledany pocet tabulek roven

16
-4-13!
(5)

1.7.5. V jisté zemi maji parlament, ve kterém zasedd 200 poslanci. Dvé hlavni
politické strany, které v zemi existuji si pri ,volbach® hdzeji o kaZdy poslanecky
manddt zvldst minci. Kazdd z téchto stran md ptidélenu jednu stranu mince. T¢
strané, jejiz strana mince padne, ndlezi manddt, o ktery se prave losovalo. Jaka je
pravdépodobnost, Ze kaZdd ze stran ziskd 100 manddti? (mince je ,poctivi®)

O

Reseni. Vsech moznych vysledkti losovani (uvazovanych jako dvousetélenné po-
sloupnosti rubti a lici) je 22°0. Pokud kazd4 strana ziska pravé sto mandatt, je ve
vylosované posloupnosti pravé sto lictt a sto rubti. Takovych posloupnosti je (fgg)
(takova posloupnost je jednoznaéné uréend vybérem sto ¢lent z dvé sta moznych,

na kterych budou napt. lice). Celkem je hledané pravdépodobnost

(200) 200!
100/ _ 1001-100!
9200 2200

O

1.8. Poznamka. Vsimnéme si, ze v pfedchozim piikladu jsme mimochodem kom-
binatoricky dokazali nerovnost
200
< 9200,
(100)

resp. malym zobecnénim dokonce pro libovolna k,n € N, kK <n

(0)x
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1.9. Permutace, kombinace a variace s opakovanim. Potadi n prvkd, z nichz
mezi nékterymi nerozliSujeme, nazyvame permutace s opakovanim. Necht je mezi
n danymi prvky p; prvka prvniho druhu, ps prvkid druhého druhu, ..., pr prvka
k-tého druhu, p; +p2+- - -+ pr = n, potom pocet potadi téchto prvki s opakovanim
budeme znacit P(ps,...,px). Ziejmé plati

n!
il

Volny vybér prvki z n moznosti, véetné potradi, nazyvame variace k-tého stupné
s opakovdnim, jejich pocet budeme znacit V' (n, k). Pfedpokladdme, Ze stile mame
pro vybér stejné moznosti, napt. diky tomu, ze vybrané prvky pred dal$im vybérem
vracime nebo tfeba hazime porad stejnou kostkou. Ziejmé plati

V(n, k) =n".

Pokud nés vybér zajima bez zohlednéni poradi, hovofime o kombinacich s opako-
vdnim a pro jejich pocet piseme C(n, k).

P(p17"':p]€):

Véta. Pocet kombinact s opakovanim k-té tridy z n prvkid je pro vsechny 0 < k a

0<n
Cln k) = (”H]j_l).

DUkAz. Diikaz je opfen o trik (jednoduchy, kdyz ho nékdo uz znd). Nechf
T1,...,T) je kombinace libovolnych prvku z dané mnoziny

S=A{ay,...,a,},
na které si zafixujeme uvedené poradi prvki. Jednotlivé volby z; pfiddme do poradi
ai,... tam, kde je shodny prvek. Napf. pro S = {a,b,¢,d} a volbu x1 = b, 25 = ¢,
x3 = b dostaneme S’ = [a,b,b,b,¢,c,d]. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpozndni
pivodni kombinace ndm stac¢i védét, kolik je prvki v jednotlivych skupinich (je
tam vzdy pravé o jeden prvek vice nez kolik patii do kombinace). MtzZeme si to
zndzornit
a|bbb|ce|d == x| %%%|xx]|x,

protoze prislusnost jednotlivych prihradek k prvkim S je nami pevné zvolena.

Pocet C(n, k) je proto roven po¢tu moznych umisténi ptihradek |, tj. vybér
n — 1 pozic z n + k — 1 moznych. O

Priklady na procviceni:
1.10. Priklady.

1.10.1. Uréeni poctu reSeni rovnice. Pro libovolné pevné n € N uréete pocet
vsech Tesent rovnice

T1+x2+--+Tp=n
v mnoziné prirozenych cisel.

ResSeni. Reseni je samoziejmé velice silné zavislé na tom, jestli povazujeme nulu
za prirozené ¢islo. Rozhodnéme se, Ze ne, ale ur¢eme nejprve pocet feSeni rovnice v
mnoziné celych nezédpornych ¢isel. Kazdé feseni (r1,...,7%), Zle r; = n muzeme
jednoznac¢né zasifrovat jako posloupnost jedni¢ek a nul, ve které napiseme nejprve
r1 jednicek, pak nulu, pak ro jednicek, nulu a tak dale. Posloupnost bude celkem
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obsahovat n jednicek a k — 1 nul. Kazda takova posloupnost navic zfejmé urcuje
néjaké feseni dané rovnice. Je tedy feseni tolik, kolik je posloupnosti, tedy ("+§_1).
Hledame-li feSeni v oboru prirozenych ¢isel, tak si vSimnéme, Ze prirozena ¢isla

T1,...T) jsou fesenim dané rovnice, pravé kdyz jsou cela nezaporna ¢isla y; = x;—1,
i=1,...,k, feSenim rovnice
ity ttye=n—k
v . PP SR I N s (n—1
Téch je podle prvni ¢asti feseni ( 1@71)' O

1.10.2. Kolika zpusoby lze do tii ruzngych obdlek rozmistit pét shodnych stokorun
a pét shodnych tisicikorun tak, aby Zddnd neziustala prdazdnd?

ResSeni. Nejdiive zjistime viechna rozmisténi bez podminky neprazdnosti. Téch je
podle pravidla sou¢inu (rozmistujeme nezavisle stokoruny a tisicikoruny) C(3,5)? =

2
(;) . Odecteme postupné rozmisténi, kdy je pravé jedna obalka prazdna, a poté kdy

jsou dvé obélky préazdné. Celkem C(3,5)2—3(C(2,5)2—2)—3 = (7)*—3(62—2)—3 =
336. O

1.10.3. Urcete pocet riznych vet, které vzniknou presmyckami v jednotlivych slo-
vech véty ,,Skokan na koks* (vzniklé véty ani slova nemuseji ddavat smysl).

Reseni. Uréime nejprve poéty presmycek jednotlivich slov. Ze slova ,skokan“ do-
staneme 6!/2 riiznych presmycek (permutace s opakovanim P(1,1,1,1,2)), obdobné
ze slova ,na‘ dvé a ze slova ,koks* 4!/2. Celkem podle pravidla souéinu 6!4!/2. O

1.10.4. Kolik existuje ruznych presmycek slova ,krakatit” takovych, Ze mezi pis-
meny ,k“ je prdvé jedno jiné pismeno.

ResSeni. V uvazovanych presmyckach je Sest moznosti, jak umistit skupinu dvou
Lk“. Fixujeme-li pevné mista pro dvé pismena ,k*, pak ostatni pismena mtzeme
rozmistit na zbylych Sest mist libovolné, tedy P(1,1,2,2) zptisoby. Celkem podle
pravidla soucinu je hledany pocet

(=)

- 6!
.97

6-P(1,1,2,2) =

N}

O

1.10.5. Kolika zpusoby muZeme do péeti ruznych dulki vybrat po jedné kouli, vybirame-
li ze ¢tyr bilych, ¢tyr modrych a tri éervenych kouli?

Reseni. Nejprve fesme tlohu v piipadé, ze bychom méli k dispozici alespoii pét
kouli od kazdé barvy. V tomto piipadé se jedna o volny vybér péti prvka ze tii
moznosti, tedy o variace s opakovanim tfeti t¥idy z péti prvkid (viz odstavec 2.4.
ucebnich text). Mame
V(3,5) = 35.

Nyni odeéteme ty vybéry, ve kterjch se vyskytuji bud pouze koule stejné barvy
(takové vybéry jsou tii), nebo préavé étyfi koule éervené (takovych vybéri je 10 =
2 - 5; nejprve vybereme barvu koule, kterd nebude ¢ervend — dvé moznosti — a poté
dtlek, ve kterém bude — pét moznosti). Celkem tedy méme

3% —-3-10 =230

moznych vybéri. (|
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3. Diferenéni rovnice

V predchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadavaly hodnotu skalarni
funkce definované na prirozenych ¢islech (faktorial) nebo dvojicich ¢éisel (binomicka
¢isla) pomoci predchézejicich hodnot. Tomu lze rozumét také tak, Ze misto hod-
noty nasi funkce zaddvame jeji zménu pti odpovidajici zméné nezavislé proménné.
Porovnejte si formule v 1.4 a v 1.6. Takto se skutecné velice ¢asto postupuje pfi
matematické formulaci modeld, které popisuji redlné systémy v ekonomice, biologii
apod. My si tu povS§imneme jen nékolika jednoduchyjch pripadu a budeme se k této
tématice postupné vracet.

1.11. Linearni rovnice prvniho fadu. Obecnou diferenéni rovnict proniho vadu
rozumime vyraz
f(n+1) = F(n, f(n)),
kde F' je zndmd skaldrni funkce zavisld na dvojicich prirozenych ¢isel. Je ziejmé,
Ze takovy vztah, spolu s volbou pro f(0), zaddva jednoznaéné celou nekone¢nou
posloupnost hodnot f(0), f(1),..., f(n),.... Jako piiklad mize slouzit defini¢ni
formule pro faktoriél, tj. n! = n- (n — 1)!. Vidime, ze skuteéné vztah pro f(n + 1)
zavisi na n i hodnoté f(n).
Po konstantni zavislosti je nejjednodussi tzv. linearni diferencéni rovnice

(L5) fn+1)=a- f(n)+b

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno fesit. Je-li b = 0, pak zjevné

f(n) =a"f(0).
To je napt. vztah pro tzv. Malthusiansky model populac¢niho rtustu, ktery vychézi
z predstavy, Ze za zvoleny casovy interval vzroste populace s konstantni imérou a
vici predchozimu stavu. Dokazeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu,
které se podobaji linedrnim, ale pripousti proménné koeficienty a a b, tj.

(1.6) fn+1)=a,- f(n)+b,

1.12. Vé&ta. Obecné Feseni diferenéni rovnice (1.6) proniho vddu s poédtecni podminkou
f(0) = yo je dano vztahem

(17) (H) yo+z<ﬁ ) y

i=r+1

DUKAz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei. Pro zjednodusSeni zépisu uzivame
konvenci, ze kone¢ny souéin s prazdnou mnozinou soucinitelt je roven jedné (podobné jako
soucet s prazdnou mnozinou s¢itanct je roven nule). To je zapotiebi v samotné formuli v
pravém séitanci pro hodnotu r» = n — 1, kde neni zadné vyhovujici i.

Zjevné pak tvrzeni plati pro n = 1, kdy se jedna pravé o defini¢éni vztah f(1) =
aoyo+bo. Predpokadame-li, Ze tvrzeni plati pro libovolné pevné zvolené n, mizeme snadno

spocist:
f('n/“l‘l an<<Haz>yO+Z<H > >+bn
=0 i=r+1

(e e (L)

jak se pfimo vidi roznasobenim vyrazu. O
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1.13. Dusledek. Obecné resent linedrni diferencni rovnice (1.5) s a # 1 a pocd-
tecni podminkou f(0) = yo je
an
b.
1—-a
DUKAZ. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do obecné formule dosté-
vame zjevné prvni sCitanec okamzité. Pro vycisleni souctu soucini v druhém si je
tfeba viimnout, Ze se jedna o vyrazy (14 a+ --- + a"~1)b. Se¢tenim této geomet-
rické fady (pfipometime, 7e 1 —a™ = (1 —a)(1 +a+ -+ +a""1)) dostaneme pravé
pozadovany vysledek. O

(1.8) f(n) = a"yo +

Uvedme si praktické piiklady na feSeni diferen¢nich rovnic prvniho ¥adu:

1.14. Piiklady.

1.14.1. Splaceni pujéky Mirek si chece koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K¢.
Mirek by chtel auto koupit na mésicni splatky. Proddvagici spolecnost mu nabizi
pijcku na koupi auta s rocnim turokem 6%. Mirek bych chtél auto splatit za t7i
roky. Jak vysokd bude mésicni spldatka?

ReSeni. Ozna¢me Mirkovu mési¢éni splatku S. Po prvnim mésici splati Mirek S
korun, z nichZ ¢ast piijde na vlastni splatku, ¢ast na splaceni troku. Castku, kterou
bude Mirek dluzit po uplynuti & mésicti ozna¢me dj. Po prvnim mésici bude Mirek
dluzit

0,06
(1.9) d; = 300000 — S + ’12 300000.
Obecné po uplynuti k-tého mésice

0,06
(1.10) dp =dp_1— S+ 2 dp_1.

Podle vztahu (1.8) je dj dano nasledovné

k
L, 0.06)" 18
12 0,06

Splaceni po tfech letech se rovnd podmince dss = 0, odkud dostavame

0,06
12

k
(1.11) dy, = (1 =+ ) 300000 —

0,06

(1.12) S =300000 | ——2 | =9127.
1— (1+ %%0)-36

O

Vsimnéme si, ze rekurentni vztah (1.10) mizeme pouzit na nas priklad pouze
tak dlouho, dokud budou vSechna y(n) kladn4, tj. dokud bude Mirek skute¢né néco
dluzit.
Otazka. Jak dlouho by Mirek auto splacel, kdyby chtél mésicné splacet 5000 K¢?
Reseni. Pfi oznaceni ¢ = 1,005, ¢ = 300000 ném podminka dj, = 0 dava vztah

& 2008
T 2005 — ¢’

jehoz logaritmovanim obdrzime
~ In200S —1In(200S — c)

K Ing

)
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coz pro S = 5000 dava priblizné k = 71,5, tedy splaceni ptjcky by trvalo Sest let
(posledni splatka by nebyla plngch 5000 K¢). O

1.14.2. Stavebni spofeni. Kolik penéz nasporim na stavebnim sporent za pét let,
vkldddm-li 3000 K¢ mésicné (vidy k 1. v mésici), vklad je drocen rocéni tdrokovou
mirou 3% (uroceni probihd jednou za rok) a od stdtu obdrzim roéné prispévek 1500
K¢? (statni prispévek se piipisuje vidy aZ 1.kvétna ndsledujictho roku)

Reseni. Ozna¢me mnozstvi naspofenych penéz po n-tém roce jako x,. Potom
dostavame (pro n > 2) nésledujici rekurentni formuli (navic pfedpoklddame, ze
kazdy mésic je piesné dvanéctina roku)

11 1
Tnt1 = 1,03(x,) + 36000 + 1500 + 0,03 - 3000 (1 + D +- 4 12> +
aroky z vkladt za aktualni rok
2
+ 0,03 - 3 1500 =
—_————

urok ze statniho prispévku pripsaného v aktualnim roce
= 1,03(x,) + 38115

Tedy
n—2
rn = 38115 ) (1,03)" + (1,03)" "2y + 1500,
=0
piicems 1 = 36000 4 3000 (1 + 5 + -~ + 15) = 36585, celkem
1,03)* — 1
x5 = 38115 ((03)3> +(1,03)* - 36585 + 1500 = 202136.

O

1.15. Poznamka. Ve skuteénosti tiro¢eni probiha podle poc¢tu dni, které jsou pe-
nize na uctu. Obstarejte si skuteény vypis ze stavebniho spofeni, zjistéte si jeho
aroceni a zkuste si spocitat pfipsané troky za rok. Porovnejte je se skutecné pii-
psanou sumou. Pocitejte tak dlouho, dokud sumy nebudou souhlasit ...

1.15.1. Urcete posloupnost {y, }52 1, kterd vyhovuje ndsleduje ndsledujicimu reku-
rentnimu vztahu

3
yn+1:§yn+1, n>1, y =1

Reseni. y, = 2(%)" —2. O
1.16. Rovnice druhého fadu. Obecné nazyvame diferencni rovnici ridu k vztah
fn+k)=F(n,f(n),....f(n+k—1)) =0,

kde F' je znama skalarni funkce v k& + 1 proménnych skalarnich veli¢inach. Cela
poslounost hodnot je jednozna¢né uréena volbou k-tice ¢isel f(0), ..., f(k —1).
Linearni diferenc¢ni rovnici druhého fadu rozumime

(1.13) fn+2)=a-f(n+1)+b-f(n)+c,

kde a,b,c jsou znamé skalarni koeficienty. Dobfe znamym piikladem s ¢ = 0 je
napf. Fibonacciho posloupnost ¢isel yo, y1, ..., viz pfiklad 1.17.1. Zkusme dosadit



el.9

12 1. UVOD A MOTIVACE

do rovnice (1.13) podobné feSeni jako u linedrnich, tj. f(n) = A\™ pro né&jaké skaldrni
A. Dosazenim dostavame

A2 gAML pAn = AP(A2 —aA —b) =0

a odtud vidime, ze bud je A = 0 nebo

1 1
AL = §(a+ VaZ+4b), A= 5(@ — Va2 + 4b).

Protoze soudet dvou feseni rovnice f(n+2) —a- f(n+1)—b- f(n) = 0 je opét
feSenim téze rovnice a totéz plati pro konstatni nasobky feseni, odvodili jsme obecné
fegeni f(n) = C1 A7+ C3A\} a pro jednoznacné vyfeseni konkrétni tlohy se zadanymi
pocateénimi hodnotami f(0) a f(1) ndm zbyva jen najit prislusné konstanty C a
C5. Ukazme alespon na jednom piikladé.

1
(114) Yn+2 = Yn+1 + iyn

Yo = 2,51 = 0.

V naSem pripadé je tedy Ao = %(1 +V3)azjemnéy =C, +Coy =2ay =
1011+ V3) + £C2(1 — V/3) je splnéno pro pravé jednu volbu téchto konstant.
Pfimym vypoctem C; =1 — %\/g, Co=1+ %\/3

Tento priklad je velice pou¢ny z mnoha divodi. Na prvni pohled je vidét, ze po-
uzitd metoda funguje pro obecné linearni diferen¢ni rovnice bez absolutnich ¢lent.
Regeni tu lze hledat pomoci kofentl tzv. charakteristického polynomu rovnice. Déle
si v§imnéme, Ze i kdyz nalezené feSeni pro rovnice s celoc¢iselnymi koeficienty vypa-
daji slozité a jsou vyjadfena pomoci iracionalnich (pfipadné komplexnich) éisel, o
samotném feseni dopredu vime, ze je celociselné téz. Bez tohoto ,ukroku“ do vét-
$iho oboru skalart bychom ovSem obecné feSeni napsat neuméli. S podobnymi jevy
se budeme potkavat velice casto. Obecné feseni nam také umoznuje bez pfimého
vyéislovani konstant diskutovat kvalitativni chovani posloupnosti ¢isel f(n), tj. zda
se budou s rostoucim n blizit k néjaké pevné hodnoté nebo utecou do neomezenych
kladnych nebo zapornych hodnot.

Ukazeme ,,popula¢ni model“, ktery je prikladem na rekurentni rovnici druhého
radu:

1.17. Piiklady.

1.17.1. Fibonacciho posloupnost. Na zacdatku jara prinesl ¢ap na louku dva
cerstvé narozen€ zajicky, samecka a samicku. Samicka je schopnd od dvou mésici
stdit povit kaZdy mésic dva malé zajicky (samecka a samicku). Nové narozent zajici
splodi potomky po jednom meésici a pak kazdy dalsi mésic. KazZda samicka je brezi
jeden mésic a pak opét porodi samecka a samicku. Kolik pdri zajici bude na louce
po deviti mésicich (pokud Zadny neumie a Zadny se tam ,nepristéhugje®)?

Reseni. Po uplynuti prvniho mésice je na louce poiad jeden par, nicméné samicka
otéhotni. Po dvou mésich se narodi prvni potomci, takze na louce budou dva pary.
Po uplynuti kazdého dalsiho mésice se narodi (tedy pfibude) tolik zajicti, kolik oté-
hotnélo zajecic pred mésicem, coz je presné tolik, kolik bylo pred mésicem part
schopnych splodit potomka, coz je pfesné tolik, kolik bylo part pred dvéma mé-
sici. Celkovy pocet p,, zajici po uplynuti n-tého mésice tak je tak souctem poctu
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part v predchozich dvou mésicich. Pro pocet part zajicii na louce tedy dostavame
homogenni linedrni rekuretni formuli

(1.15) DPnt2 =Dnt1 +Pny, n=1...,

ktera spolu s pocateénimi podminkami p; = 1 a py = 1 jednozna¢né urcuje pocty
part zajict na louce v jednotlivych mésicich. Linearita formule znamené, Ze vSechny
¢leny posloupnosti (p,,) jsou ve vztahu v prvni mocniné, rekurence je snad jasnéd
a homogenita znaci, ze v predpisu chybi absolutni ¢len (viz dale pro nehomogenni
formule). Pro hodnotu n-tého ¢lenu mtizeme odvodit explicitni formuli. V hledani
formule nam pomuZe pozorovani, Ze pro jista r je funkce r" feSenim rekurentni
formule bez pocatecnich podminek. Tato r ziskdme prosté tak, ze dosadime do
rekurentniho vztahu:

(1.16) T2 = Tl g po vydéleni 7 dostaneme
(1.17) o= r41,

coz je tzv. charakteristickd rovnice daného rekurentniho vztahu. NaSe rovnice ma
kofeny 1’2—\/5 a % a tedy posloupnosti a, = (177\/5)” ab, = (1+T‘/5)", n>1
vyhovuji danému vztahu. Ziejmé také jejich libovolna linearni kombinace ¢, =
Say, +tby,, s,t € R. Cisla s a t mfizeme zvolit tak, aby vysledna kombinace spliiovala
dané pocatecni podminky, v nasem pripadé ¢; = 1, ¢ = 1. Pro jednoduchost je
vhodné navic jesté dodefinovat nulty ¢len posloupnosti jako ¢y = 0 a spocitat s a ¢

z rovnic pro cg a cp. Zjistime, Ze s = —%, t= % a tedy

(L+VB)" — (1 - V5"
2n(V5) '

Takto zadané posloupnost splinuje danou rekurentni formuli a navic po¢atecni pod-
minky ¢g = 0, ¢c; = 1, jedna se tedy o tu jedinou posloupnost, kterd je témito
pozadavky jednozna¢né zadana. O

Posloupnost zadand rekurentni formuli (1.15) se nazyva Fibonacciho posloup-
nost. Tato formule je pfikladem homogenni linearni diferen¢ni rovnice. Dalsi piiklad
ukaze na ekonomickém modelu pfipad tzv. nehomogenni diferen¢ni rovnice

1.17.2. ZjednodusSeny model chovani narodniho produktu

(1.19) Ykv2 — a(1+b)yry1 + abyy = 1,

kde yy. je ndarodni produkt v roce k, konstanta a je takzvany mezni sklon ke spotiebé,
coZ je makroekonomicky ukazatel, ktery uddavd jaky zlomek penez, které maji oby-
vatelé k dispozici, utrati a konstanta b popisuje jak zdavisi mira investic soukromého
sektoru na meznim sklonu ke spotrebé.

Predpoklddame ddle, Ze velikost ndarodniho produktu je normovana tak, aby na
pravé strané rovnice vyslo cislo 1.

Spocitejte konkrétni hodnoty pro a = %, b= %, y=1,y =1.

Reseni.
Nejprve budeme hledat feeni homogenni rovnice (pravéa strana nulova) ve tvaru

r*. Cislo r musi byt FeSenim charakteristické rovnice

1
22 —a(l+b)x +ab=0, tj.x2—gc+Z:0,
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ktera ma dvojnasobny kotren % Vsechna feseni homogenni rovnice jsou potom tvaru
a(1)" +bn(1").

Déle si vS§imnéme, Ze najdeme-li néjaké feseni nehomogenni rovnice (tzv. par-
tikularni feseni), tak pokud k nému pric¢teme libovolné feSeni homogenni rovnice,
obdrzime jiné feseni nehomogenni rovnice. Lze ukazat, ze takto ziskdme vSechna
feSeni nehomogenni rovnice.

V nasem piipadé (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehommogenni ¢len kon-
stantami) je partikuldrnim fesenim konstanta y,, = ¢, dosazenim do rovnice méme
c—c+ %c =1, tedy ¢ = 4. VSechna feseni diferen¢ni rovnice

1
Yk+2 — Yk+1 + 2% = 1

jsou tedy tvaru 4 + a(%)" + bn(%)” Pozadujeme 39 = y1 = 1 a tyto dvé rovnice
dévaji a = b = —3, tedy Feseni nasi nehomogenni rovnice je

n\" "
Y =4 3(2> 3n<2) .
Opét, protoze vime, ze posloupnost zadana touto formuli splituje danou diferenéni
rovnici a zaroven dané pocatecni podminky, jedna se vskutku o tu jedinou posloup-
nost, ktera je témito vlastnostmi charakterizovana. O
V predchozim pfikladu jsme pouzili tzv. metodu neurcitych koeficienti. Ta spo-
¢iva v tom, ze na zakladé nehomogenniho ¢lenu danéneho diferenéni rovnice ,,uhod-

neme“ tvar partikularniho reseni. Tvary partikularnich feseni jsou zndmy pro celou
fadu nehomogennich ¢lenti. Napf. rovnice

(1.20) Yntk + @1Ynik—1+ -+ axyn = Pn(n),

s redlnymi kofeny charakteristické rovnice mé partikularni feSeni tvaru Q,,(n), kde
P, (n) a Q. (n) jsou polynomy stupné m.
Dalsi moznou metodou feSeni je tzv. variace konstant, kdy nejprve najdeme
TeSeni
k

y(n) =Y cifi(n)

i=1

zhomogenizované rovnice a po té uvazujeme konstanty ¢; jako funkce ¢;(n) pro-
ménné n a hleddme partikularni feseni dané rovnice ve tvaru

y(n) = ci(n) fi(n).

i=1

Ukazme si na obrazku hodnoty f; pro i < 35 a rovnici

fn)= 2= 1) = Sfn -2+ 5, f0)= F1) =1
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1.17.3. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovugjici ndsledujici linedrni
diferencni rovnici s pocdtecnimi podminkami:

Tpto =20, +n,21 = 2,29 = 2.
ReSeni. Zhomogenizovana rovnice je
Tnt2 = 2.’L’n

Jeji charakteristicky polynom je 22 — 2, jeho kofeny jsou ++/2. ReSeni zhomogeni-
zované rovnice je tedy tvaru

a(v/2)" +b(—v/2)", pro libovolné a,b € R
Partikularni feseni budeme hledat metodou neurcitych koeficienti. Nehomo-
genni ¢ast dané rovnice je linearni polynom n, partikularni reseni proto budeme
nejprve hledat ve tvaru linearniho polynomu v proménné n, tedy kn+1, kde k, [ € R.
Dosazenim do ptvodni rovnice dostavame

E(n+2)+1=2(kn+1)+n.

Porovnanim koeficienti u proménné n na obou stranich rovnice dostavame vztah
k =2k+1, tedy k = —1, porovnanim absolutnich ¢lent pak vztah 2k +1 = 2I, tedy
I = —2. Celkem partikularnim fesenim je posloupnost —n — 2.

Reseni dané nehomogenni diferenéni rovnice druhého fadu bez poéatecnich pod-
minek jsou tedy tvaru a(v/2)” +b(—v2)" —n — 2, a,b € R.

Nyni dosazenim do pocatec¢nich podminek urcime neznamé a,b € R. Pro po-
cetni jednoduchost pouzijeme malého triku: z pocatecnich podminek a daného re-
kurentniho vztahu vypoéteme ¢len z : 19 = 1 (22 — 0) = 1. Dany rekurentni vztah
spolu s podminkami o = 1 a 7 = 1 pak zfejmé splinuje tataz posloupnost, ktera
spliiuje pivodni pocatecni podminky. Mame tedy néasledujici vztahy pro a, b:

Zo a(vV2)°? +b(—v2)° —2=1, tedya+b=3
Ty V2a —V2b =4,

jejichZ feSenim dostévame a = 6+‘Z\/§, b= 6’2\/5. Resenim je posloupnost

R E A = TR, )
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1.17.4. Urcete redlnou bdzi prostoru teseni homogennd diferencni rovnice
Tn+4 = Tn+3 + Tn+1 — Tn,

ReSeni. Charakteristicky polynom dané rovnice je z* — 2% — x4 1. Hledame-li jeho
koteny, fesime reciprokou rovnici

=P —r+1=0

Standardnim postupem nejprve vydélime rovnici virazem x? a poté zavedeme sub-
stituci t = 2 + 1, tedy t* = 2% + % + 2. Obdrzime rovnici

t2—t—2=0,
s kofeny t; = —1, t3 = 2. Pro obé tyto hodnoty nezndmé t pak fesime zvlast rovnici
danou substitu¢nim vztahem: )
r+—=-1
x
Ta ma dva komplexni kofeny 1 = —3 4 iv/3 = co0s(120°) + isin(120°) a x5 =

—1 — V3 = cos(120°) — isin(120°).
Pro druhou hodnotu neznamé ¢t dostavame rovnici

1
r+—=2
T

s dvojnasobnym kofenem 1. Celkem je tedy bazi hledaného vektorového prostoru po-
sloupnosti, které jsou fesenim dané diferen¢ni rovnice nasledujici ¢tvetice posloup-
nosti: {—3 +iv3}52,, {—1 —iv3}52,,{1}52, (konstantni posloupnost) a {n}5;.
Hledame-li v8ak redlnou bazi, musime nahradit dva generatory (posloupnosti) z
této baze s komplexnimi hodnotami generatory realnymi. Protoze tyto generatory
odpovidaji geometrickym fadam, jejichz libovolné ¢leny jsou komplexné zdruzena
¢isla, mizeme vzit jako vhodné generatory posloupnosti dané polovinou souctu,
resp. polovinou i-nasobku rozdilu, danych komplexnich generatort. Takto dosta-
neme nasledujici realnou bazi feSeni: {1}2°; (konstantni posloupnost), {n}o2,
{cos(n - 120°)}5°,, {sin(n - 120°)}22 ;. O

1.17.5. Urcete explicitni vzorec pro n-ty célen jediné posloupnosti {x,}52; vyhovu-
jeet nasledujicim podminkdm:
Tn+2 = Tn4l — Tp, ,T1 = 17 To = 5.
Reseni. z, = 2v/3sin(n -60°) — 4 cos(n - 60°). O
1.17.6. Urcete explicitni vzorec pro n-ty clen jediné posloupnosti {x,}52; vyhovu-
jict nasledujicim podminkdm:
—ZTpt3 = 2Tpi2 +2Tp41 +Tp, 01 =1, 22 =1z =1

Reseni. z, = —3(—1)" — 2cos(n - 120°) — 2v/3sin(n - 120°). O

1.17.7. Urcete explicitni vzorec pro n-ty clen jediné posloupnosti {x, 152, vyhovu-
jict nasledujicim podminkdm:
—Tpy3 = 3Tpi2 +3Tpp1 + T, 21 =1, 22 =1, 23 =1

Reseni. z,, = (—1)"(—2n2 +8n — 7). O
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1.18. Nelinearni pfiklad. Vratme se na chvili k rovnici prvniho fadu, kterou
jsme velice primitivné modelovali populacni rist zavisejici pfimo tmeérné na oka-
mzité velikosti populace p. Realistictéjsi model bude mit takto tmérnou zménu
populace Ap(n) = p(n + 1) — p(n) jen pii malych hodnotéch p, tj. Ap/p ~r > 0.
P1i urcité limitni hodnoté p = K > 0 ale naopak uz populace neroste a pri jesté
vétsich uz klesé. Predpokladejme, Ze pravé hodnoty y,, = Ap(n)/p(n) zavisi na p(n)
linearné. Chceme tedy popsat pfimku v roviné proménnych p a y, kterda prochazi
body [0, r] a [K, 0]. Polozime proto

" +
= r.

Dosazenim za y dostavame p(n+1)—p(n) = p(n)(—fp(n)-+r), tj. diferencéni rovnici
prvniho fadu

(1.21) p(n+1) = p(n)(1 = 1=p(n) + 7).

Zkuste si promyslet nebo vyzkousSet chovani tohoto modelu pro rtuzné hodnoty r a
K. Na obrazku je prubéh hodnot pro parametry » = 0,05 (tj. pétiprocentni narust
v idedlnim stavu), K = 100 (tj. zdroje limituji hodnotu na 100 jedincit) a podatecni
stav jsou praveé dva jedinci.

L e e e R

0 50 100 150 200

4. Pravdépodobnost

Predchozi sekce naznacila, ze hodnoty skalarnich funkci umime definovat po-
moci popisu jejich zmén v zdvislosti na zméndach zavislé proménné. Ted se podivame
na dal$i obvykly pfipad — sledované hodnoty ¢asto nejsou zndmy ani explicitné for-
muli, ani implicitné néjakym popisem. Jsou vysledkem néjaké nahodilosti a my se
snazime popsat s jakou pravdépodobnosti nastane ta ¢i ona moznost.

1.19. Co je pravdépodobnost? Nejbanalnéjsim prikladem muze slouzit obvyklé
héazeni kostkou s Sesti stranami s oznacenimi 1,2,3,4,5,6. Pokud popisujeme ma-
tematicky model takového hazeni ,poctivou® kostkou, budeme ocekéavat a tudiz i
predepisovat, ze kazda ze stran pada stejné ¢asto. Slovy to vyjadiujeme ,kazda pre-
dem vybrand strana padne s pravdépodobnosti %“. Pokud ale si tfeba sami nozikem
vyrobime takovou kostku, je jisté, ze skutecné relativni cetnosti vysledktt nebudou
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stejné. Pak miizeme z velikého poc¢tu pokusti usoudit na relativni ¢etnosti jednotli-
vych vysledki hodii a tyto ustanovit jako pravdépodobnosti v nasem matematickém
popisu. Nicméné pri sebevétsim poc¢tu pokustt nemizeme vylouc¢it moznost, ze se
nahodou povedla velice nepravdépodobna kombinace vysledkt a Ze se tim nas ma-
tematicky model skuteénosti stal (pro tento konkrétni ptipad) nedobrym.

V dalsim budeme pracovat s abstraktnim matematickym popisem pravdépo-
dobnosti v nejjednodusim ptiblizeni. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitost! mimo samotnou matematiku. To
ale neznamena, ze by se takovym premyslenim neméli zabyvat matematikové také
(nejspise ve spolupraci s jingmi experty). Pozdéji se vratime k pravdépodobnosti
(jakozto teorii popisujici chovani nahodilych procesi nebo i plné determinovangch
déji, kde ovSem nezndme presné vSechny urcujici parametry) a matematické sta-
tistice (jakozto teorii umoznujici posoudit, do jaké miry lze ocekavat, Ze vybrany
model je ve shodé s realitou). K tomu ovSem bude jiz potfebny dosti rozsahly
matematicky aparat, ktery budeme mezitim nékolik semestrtt budovat.

1.20. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou
Q vsech moznych vysledkt, kterou nazyvame zdkladni prostor. Pro jednoduchost
bude pro nés 2 kone¢na mnozina s prvky wi,...,w,, predstavujicimi jednotlivé
mozné vysledky. Kazdad podmnozina A C ) predstavuje mozny jev. Systém pod-
mnozin A zdkladniho prostoru se nazyva jevové pole, jestlize
e () € A, tj. zakladni prostor, je jevem,
e je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i jejich mnozinovy
rozdil,
e jsou-li A,B € A, pak AU B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i jejich
sjednoceni.
Slovy se tak da jevové pole charakterizovat jako systém podmnozin (kone¢ného)
zékladniho prostoru uzavieny na priniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny
A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).

Zjevné je i komplement A¢ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvdme opacny
jev k jevu A. Prunik dvou jevii opét jevem, protoZe pro kazdé dvé podmnoziny A,
B C Q plati

A\ (Q\B)=ANB.

Pro nase hazen{ kostkou je Q = {1,2,3,4,5,6} a jevové pole je tvofeno vSemi
podmnozinami. Nap¥. ndhodny jev {1,3,5} pak interpretujeme jako ,padne liché
Cislo®.

Néco mélo terminologie, ktera by méla dédle pfipominat souvislosti s popisem
skutecnych modelti:

e cely zakladni prostor Q se nazyva jisty jev, prazdnd podmnozina () € A se
nazyva memozny jev,
e jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementdrni jevy,
spolecné nastoupent jevi A;, i € I, odpovida jevu N;crA;, nastoupent alespon
jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu U;erA;,
e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B =0,
e jev A ma za disledek jev B, kdyz A C B,
e je-li A€ A, pak se jev B = Q\ A nazyva opacny jev k jevu A, piSeme B = A°.

Prestavte si priklady vSech uvedenych pojmi pro jevovy prostor popisujici hazeni
kostkou nebo obdobné pro hazeni minci!



4. PRAVDEPODOBNOST 19

1.21. Definice. Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin (konec-
ného) zékladniho prostoru {2, na kterém je definovana skalarni funkce P: A — R s
nasledujicimi vlastnosti:

e je nezipornd, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(AUB) = P(A) + P(B), kdykolivje ANB=0a A, B € A,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1.
Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£2, A).
Zjevné je okamzitym dtsledkem naSich definic fada prostych ale uziteénych
tvrzeni. Napf. je pro vSechny jevy
P(A%) =1—-P(4).
Dale mtzeme matematickou indukei snadno rozsitit aditivnost na jakykoliv kone¢ny
pocet neslucitelnych jeva A; C Q, i € I, tj.
P(UiesAi) = > P(A;), kdykoliv je A; N A; =0, i #j, 4,5 € 1.
i€l
1.22. Definice. Necht € je konecny zakladni prostor a nechf jevové pole A je praveé

systém vSech podmnozin v Q. Klasickd pravdépodobnost je takovy pravdépodob-
nostni prostor (2,4, P) s pravdépodobnostni funkci P : A — R,

_ A
12
Zjevné takto zadana funkce skutecéné definuje pravdépodobnost, ovérte si sa-
mostatné vsechny pozadované axiomy.

1.23. Piiklady.

P(4)

1.23.1. Smrt na silnici. Rocéné zahyne na silnicich v CR priblizné 1200 ceskyjch
obcanii. Urcete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechii zemsie
v ndsledujicich deseti letech pri dopravni nehodé. Predpokladejte pro zjednodusent,

ze kazdy obcan md v jednom roce stejnou ,sanci” zemrit pri dopravni nehodé a to
1200/107.

Reseni. Spoéitejme nejprve pravdépodobnost, ze jeden vybrany ¢lovék v néasledu-
jicich deseti letech nezahyne na pii dopravni nehodé. Pravdépodobnost, ze neza-
hyne v jednom roce, je (1 — %) Pravdépodobnost, ze nezahyne v nasledujicich
deseti letech, je pak (1 — %)10. Pravdépodobnost, ze v nasledujicich deseti letech
nezahyne nikdo z danych péti set lidi, je opét podle pravidla souc¢inu (jedna se o
nezavislé jevy) (1 — ;)% Pravdépodobnost jevu opa¢ného, tedy toho, Ze nékdo
z vybranych péti set lidi zahyne, je tedy
12 5000 -
1—(1 105) =0,45.

O

1.23.2. Ruleta. Alesovi zbylo 2500 K¢ z pordadant tabora. Ales neni Zadny riouma:
50 K¢ pridal z kasicky a rozhodl se jit hrat ruletu na automaty. Ales sdzi pouze na
barvu. Pravdépodobnost viyhry pri sdzce na barvu je 18/37. Zacind sdzet na 10 K¢
a pokud prohraje, v dal$i sdzce vsadi dvojndsobek toho, co v predchozi (pokud na
to jesté md, pokud ne, tak konci s hrou — byt by mél jesté penize na néjakou mensi
sdzku). Pokud néjakou sdzku vyhraje, v ndsledujici sdzce hraje opét o 10 Ké. Jakd
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je pravdépodobnost, Ze pFi tomto postupu vyhraje dalsich 2550 K¢? (jakmile bude
2500 K¢ v plusu, tak konci)

ResSeni. Nejprve spoéitejme, kolikrat po sobé miize Ale§ prohrat. Zacina-li s 10
K¢, tak na n vsazeni potfebuje
n—1
10420+ +10-2"" = 100> 2) = 10(
i=0

2" — 1
21

)=10- (2" —1).

Jak snadno nahlédneme, ¢éislo 2550 je tvaru 10(2" — 1) a to pro n = 8. Ales tedy
miuize sazet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sazky, na devét sazek by potie-
boval jiz 10(2° — 1) = 5110 K¢ a to v pribéhu hry nikdy mit nebude (jakmile bude
mit 5100 K¢, tak konéi). Aby tedy jeho hra skonéila netispéchem, musel by prohrat
osmkrét v fadé. Pravdépodobnost prohry pii jedné sazce je 19/37, pravdépodbnost
prohry v osmi po sobé nésledujicich (nezévislych) sazkach je tedy (19/37)%. Prav-
dépodobnost, ze vyhraje 10 Ké (pii daném postupu) je tedy 1 — (19/37)8. Na to,
aby vyhral 2500 K¢, potfebuje 255 krat vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle
pravidla soucinu je pravdépodobnost vyhry

107 &) 2
1—-1 = =0,29.
(- ()) o

Tedy pravdépodobnost vyhry je nizsi, nez kdyby vsadil rovnou vsSe na jednu barvu.
O

1.23.3. Samostatné si muzete vyzkouset spocitat predchozi priklad za predpokladu,
Ze Ales sazi stejnou metodou jako v predchozim prikladé, konci vsak az v okamZiku,
kdy memd Zddné penize (pokud nemd na vsazeni dvojndsobku éastky prohrané v
predchozi sdzce, ale ma jesté néjaké penize, zacind sdzet znovu od 10 K¢).

1.23.4. Do vijtahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. KazZda z mich vystoupi
se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi. Jakd je pravdépodobnost, Ze
vsichni lidé vystoupi

(1) v Sestém poschody,

(2) wve stejném poschods,

(3) kazdyg v jiném poschodi?

ReSeni. Zakladni prostor véech mozngch jevii je prostor véech mozngch zpiisobi
vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8°.

V prvnim piipadé je jedina pfizniva moznost vystoupeni, hledana pravdépodob-
nost je tedy 8%, ve druhém pfipadé mame osm moznosti, hledand pravdépodobnost
je tedy 8% a konecné ve tfetim je pocet priznivych ptripadi dan pétiprvkovou variaci
z osmi prvkid (z osmi pater vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a dale kte¥i lidé
vystoupi ve vybranych poschodich), celkem je hledané pravdépodobnost ve tfetim
pripadé rovna (viz 1.5 a 1.9)

v(5,8) 8-7---4

= = = 0,2050781250.
Vv (5,8) 85 ’

O

1.23.5. Do tady v kiné o 2n mistech je nahodné rozmisténo n muzi a n Zen. Jakd
je pravdépodobnost, Ze Zadné dvé osoby stejného pohlavi nebudou sedét vedle sebe?
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Reseni. Viech moznych rozmisténi lidi v fadé je (2n)!, rozmisténi spliujicich pod-
minky je 2(n!)? (mame dvé moznosti vibéru pozice muzi, tedy i zen, na nich jsou
pak muzi i Zeny rozmistény libovolné). Vyslednd pravdépodobnost je tedy
2(n!)? . . .
p(n) = T p(2) = 0,33, p(5) =0,0079, p(8) = 0,00016
n)!
O

1.23.6. Ze skupiny osmi muzi a ctyr Zen ndhodné vybereme skupinu péti lidi. Jakd
je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespori tri Zeny?

Pravdépodobnost spocitame jako podil poctu priznivych piipadi ku poctu
vSech pripadii. Pfiznivé pripady rozdélime podle toho, kolik je v ndhodné vybrané
skupiné muz: mohou v ni byt bud dva, nebo jeden muz. Skupinek o péti lidech s
jednim muZem je osm (zdlezi pouze na vybéru muze, zeny v ni musi byt vSechny),
skupinek se dvéma muzi je potom ¢(8, 2)c(4, 3) = (g) (3) (vybereme dva muze z osmi
a nezavisle na tom tfi zZeny ze ¢tyr, tyto dva vybéry mizeme nezavisle kombinovat a
podle pravidla sou¢inu dostavdme uvedeny pocet skupin). VSech moznych skupin o
péti lidech pak muzeme sestavit ¢(12,5) = (152). Hledana pravdépodobnost je tedy

8+()6)

(5)

ReSeni.

O

1.23.7. Ndhodné vybereme prirozené ¢islo mensi nez 10°. Jakd je pravdépodobnost,
Ze bude sloZeno pouze z cifer 0,1,5 a zdroven bude délitelné cislem 52

2. 37 v LY . v/ 2
251 (v citateli i jmenovateli odecitdme nulu) O

Reseni.
1.23.8. Ze sacku s péti bilymi a péti cervenymi koulemi ndhodné vytahneme tri
(koule do sdcku nevracime). Jakd je pravdépodobnost, Ze dvé budou bilé a jedna
cervend?

Reseni. Napiiklad rozdélime uvazovany jev na sjednoceni t¥i disjunktnich jevi:
podle toho, kolikdtou vytahneme cervenou kouli. Pravdépodobnosti, ze vytahneme
koule ptesné ve zvoleném poradi jsou:

145 151 151
298" 292" 292
5
Celkem 3. O
1.23.9. Z klobouku, ve kterem je pét bilych, pét cervenych a Sest cerngych kouls,

nahodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jakd je pravdépodobnost, Ze pdtd vytaZend
koule bude cerna?

o

Reseni. Spocitame dokonce obecnéjsi tilohu. Totiz pravdépodobnost toho, Ze i-ta
vytazend koule bude Cernd, je stejna pro vSechna ¢, 1 < ¢ < 16. Mizeme si totiz
predstavit, ze vytdhneme postupné vSechny koule. Kazda takova posloupnost vyta-
Zenych kouli (od prvni vytazené koule po posledni), sloZzend z péti bilych, péti ¢erve-
nych a Sesti cernych kouli, ma stejnou pravdépodobnost vytazeni. Pravdépodobnost
toho, ze i-td4 vytazena koule bude cernd je tedy rovna podilu poétu posloupnosti
péti cervenych, péti bilych a Sesti cernych kouli, kdy je na i-tém misté cerna koule
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(t&ch je tolik, kolik je libovolych posloupnosti péti bilych, péti ¢ervenych a péti
¢ernych kouli, tedy P(5,5,5) = %) a poc¢tu vSech posloupnosti sloZzenych z péti
bilych, péti Gervenych a Sesti éernych kouli, tedy P(6,5,5) = #6,'5, Tedy celkem

15!

515151 3
16!~ Q"
615151 8

O

1.24. P¥iklad. Vratme se k hazeni kostkou a zkusme popsat jevy ze zdkladniho
prostoru €2 vznikajici pfi hazeni tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne vsak vice
nez stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zékladnim prostorem Sest ¢isel od jedné do Sesti a
jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série nasich hoda bude zakladni prostor
daleko vétsi — bude to mnozina koneénych posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky,
které bud kon¢i Sestkou, maji nejvyse 100 ¢lenii a vSechna predchozi ¢isla jsou mensi
nez Sest, nebo jde o 100 ¢isel od jedné do péti. Jevem A muze byt napt. podmnozina
»hazeni kon¢i druhjm pokusem®. VSechny priznivé elementarni jevy pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [5,6].

Ze znamé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime odvodit pravde-
podobnosti nasich jevi v €. Neni to ale jisté klasickd pravdépodobnost. Tak pro
diskutovany jev chceme popsat, s jakou pravdépodobnosti nepadne Sestka pti prvém
hodu a zaroven padne pfi druhém. Vnucuje se feSeni

5 1 5

6 6 36

protoZze v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — % jiné ¢islo nez Sest a druhy
hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela nezavisly na prvnim. Samo-
ziejmé toto neni pomér poctu priznivych vysledki k velikosti celého stavového
prostoru!

Obecnéji muzeme ¥ici, ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus skon¢i s pravdé-
podobnosti (%)"‘_1 . é. Ze vsech moznosti je tedy nejpravdépodobndjsi, ze skondi jiz
napoprvé.

Jiny priklad, jak z hazeni kostkou dostat rtizné pravdépodobné jevy je pozo-
rovat soucty pfi hodu vice kostkami. Uvazujme takto: pii hodu jednou kostkou je
kazdy vysledek stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pti hodu dvémi kost-
kami je kazdy pfedem zvoleny vysledek (a,b), tj. dvojice pfirozenych ¢isel od jedné
do Sesti (véetné pofadi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti 3—16. Pokud se
budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost poloviéni nez u dvou riiz-
nych hodnot bez uvedeni pofadi. Pro jednotlivé mozné soucty uvedené v hornim
fadku nam vychazi pocet moznosti v fadku dolnim:

P(A)

(2[3]4|5]6]7|8|9]10]11]12]
[1fz]3]4fs]6]5]4]3[2]1]

Podobné vyjde pravdépodobnost ﬁ jednotlivych vysledkt hodu tfemi kostkami,

vcetné urceného potfadi. Pokud se budeme ptat na pravdépodobnost vysledného
souctu pfi hodu vice kostkami, musime pouze urcit, kolik je moznosti, jak daného
souctu dosdhnout a prislusné pravdépodobnosti secist.
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Obecné je sc¢itani pravdépodobnosti slozité. Nasledujici véta je pfimym promit-
nutim tzv. kombinatorického principu inkluze a exkluze do nasi konecné pravdépo-
dobnosti:

1.25. Véta. Budte A, ..., A € A libovolné jevy na zdkladnim prostoru ) s jevo-
vym polem A. Pak plati

k-1 k
P(Ur A)_ZP )=> > P(ANA))
1=1 z:l]:zl

k—2 k-1
+ Z Z Z i N Aj N Ag)
i=1 j=i+14=5+1

+ (~DFIP(A N Ay NN Ay).

Jde patrné o dobry priklad matematického tvrzeni, kde nejtézsi je najit dobrou
formulaci a pak se da Fici, Ze (intuitivné) je tvrzeni zfejmé.

Skutecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti si mizeme predstavit, ze
kazdy jev rozlozime na elementédrni (tj. jednobodové), jakkoliv ve skute¢nosti ne-
musi jednoprvkové podmnoziny do jevového pole obecné patrit. Pak je pravdépo-
dobnost kazdého jevu dana souctem pravdépodobnosti jednotlivych elementarnich
jevil do néj patricich a tvrzeni véty muzeme ¢ist nasledovné: seCteme vSechny prav-
dépodobnosti vysledkii ze vSech A; zvlast, pak ovSem musime odecist ty, které
tam jsou zapocteny dvakrat (tj. prvky v primnicich dvou). Ted si ovSem dovolujeme
odecist prilis§ mnoho tam, kde ve skutecnosti byly prvky tiikrat, tj. korigujeme
prictenim pravdépodobnosti ze tietiho ¢lenu, atd.

Aby se takovy postup stal ditkazem, je zapotfebi si ujasnit, Ze skuteéné vSechny
korekce, tak jak jsou napsany, jsou skutecné s koeficienty jedna. Misto toho mtuzeme
snaze dat dohromady formalnéjsi dikaz matematickou indukci pres pocet k jevi,
jejichz pravdépodobnosti s¢itame. Zkuste si pribézné porovnavat oba postupy, mélo
by to vést k vyjasnéni, co to znamena ,,dokazat* a co ,,porozumét®.

DUKAZ. Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati a predpoklddejme, Ze plati pro vSechny
pocty mnozin mensi nez pevné zvolené k > 1. Nyni si uvédomme, ze pro libovolné
dva jevy plati P(B) = P(BN A)+ P(B\ A). Podobné

P(AUB) = P(A) + P(B\ A) = P(A) + P(B) — P(BN A).

Toto je ale tvrzeni nasi véty pro k = 2. Nyni mtizeme pracovat v indukénim kroku
na formuli s & + 1 jevy, kdyz sjednoceni k jevi bereme jako A ve formuli vyse,
zatimco zbyvajici hraje roli B:

P(UA;) = P((U§:1Ai) UAgtr)

k
Z(—w‘ﬂ > P(Ailm~~~mAij)>+P(Ak+1)

j=1 1<iy <--<i;<k

— P((A1 U+ UAy) N Ajyy).

To uz pripomind formuli pro k + 1 séitanych jevii, nicméné ndm ve velké sumé chy-
béji vSechny vyrazy obsahujici Ax11 a ¢len s pravdépodobnosti souc¢asného nastou-
peni vSech jevil. Zato nam vsSak prebyva posledni ¢len. Tento ¢len vyrazu muzeme
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nahradit vyrazem
—P((A1NApp1) U U (Ag N Ajgr))

a pro tento vyraz opét pouzit indukéni predpoklad, tj. formuli ve vété. Zjevné tim
pravé pridame vsechny dosud chybéjici cleny. (|

1.26. Poznamka. Specidlnim piipadem predchozi véty je situace, kdy vSechny ko-
nec¢né podmnozniny zakladniho prostoru jsou jevy a vSechny elementarni jevy maji
stejnou pravdépodobnost. Ve formuli z pfedchozi véty pak vsechny pravdépodob-
nosti davaji pravé pocet prvku prislusnych podmnozin, az na spole¢ny faktor %,
kde n je pocet prvku zakladniho prostoru. Pak muzeme vyc¢ist nasledujici tvrzeni
pro obecnou koneénou mnozinu M a jeji podmnoziny Ay, ..., Ax. Budeme psat | M|

pro pocet prvka mnoziny M, tj. pro mohutnost mnoziny M.

k
(1.22) M\(uf_1A1>=M|+Z<<—1>i > |Am---mAz,>|).

Jj=1 1<iy<-<ij<k

Skuteéns, |UF_, A;| 4+ |M \ (UF_,A;)| = | M|, tzn.
[M\ (Ui A4)| = [M] — | Uiy A

a dosazenim z nasi véty dostdvame pravé pozadované tvrzeni. Rika se mu princip
inkluze a exkluze.

Uvedme si pfiklad, jak vypada vyuziti principu inkluze a exkluze:

1.27. Priklady.

1.27.1. Neporadna sekretarka Sekretdrka md rozeslat pét dopist péti riznym
lidem. Dopisy pro ruzné adresaty vklada do obdlek s adresami ndhodné. Jaka je
pravdépodobnost, Ze alespon jeden clovéek dostane dopis uréeny pro néj?

Reseni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opacéného, tedy toho, ze ani jeden ¢&lo-
vék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vSech moznych jevi odpovida vsem
moznym pofadim péti prvki (obalek). Oznacime-li jak obélky tak dopisy ¢isly od
jedné do péti, tak vSechny priznivé jevy (tedy zadny dopis nepfijde do obélky se
stejnym ¢islem) odpovidaji takovym pofadim péti prvki, kdy -ty prvek neni na
i-tém misté (i = 1,...,5), tzv. pofadim bez pevného bodu. Jejich pocet spocitdme
pomoci principu inkluze a exkluze. Oznac¢ime-li M; mnozinu permutaci s pevnym
bodem ¢ (permutace v M; ale mohou mit i jiné pevné body), tak vysledny pocet d
permutaci bez pevného bodu je roven

d=5—|M;U--U Ms|

Pocet prvku priniku |M;, N---NM;, |, k= 1,...,5je (5—Fk)! (poradi prvkii iy, . .., ik
je pevné dano, ostatnich 5 — k prvka fadime libovolné). Podle principu inkluze a
exkluze je

My U---UM;| = (1) (2)(5 —k)!

k=1
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a tedy pro hledany pocet d dostavame vztah

d = 5 —i(—nk“(i) (n— k)!

k=1
5 5
5 (—1)k
— —1)k — k) =5l
= > (-1 <k>(5 k)l =5 o
-0 k=0
Pravdépodobnost toho, ze zadny clovek neobdrzi ,sviij“ dopis je tedy
(-
k!
k=0

a hledana pravdépodobnost pak

5
(-1)* 19
1— =_.
kZ:O k! 30

O

1.27.2. Kolika zpusoby lze rozestavit n shodnijch vézZi na Sachovnici n X n tak, aby
bylo kazdé neobsazené pole ohroZovano nékterou z vézi?

ReSeni. Dané rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnoZin: mnoziny rozestaveni,
kdy je alesponi v jednom fadku jedna véz (tedy v kazdém fadku préavé jedna; tato
mnozina ma n” prvki — v kazdém faddku vybereme nezavisle jedno pole pro véz)
a mnoziny rozestaveni, kdy je v kazdém sloupci alespon (tedy pravé) jedna véz
(stejnou tivahou jako u prvni mnoziny mé tato mnozina rovnéz n™ prvki). Prinik
téchto mnozin pak ma n! prvkd (mista pro véze vybirdme postupné od prvniho
rfadku — tam mame n moznosti, ve druhém pak jiz pouze n — 1 moznosti — jeden
sloupec je jiz obsazen, ...). Podle principu inkluze a exkluze je pocet hledanych
rozestaveni:
2n" — nl.
O

1.28. Nezavislé jevy. Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor (2,.A4, P)
a v ném néjaké jevy Ai,...,A. Rekneme, Ze tyto jevy jsou stochasticky nezd-
vislé (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro libovolné z nich vybrané jevy
Ay A, 1 <0 <k plati

P(A;,N---NA;,)=P(A4;,) ...- P(4;,).
Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevi opét stochasticky neza-
visly. Déle si pro dva stochasticky nezavislé jevy A, B spoc¢téme
P(ANB®) =P(A\ B)=P(A)— P(ANnB) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B°).

Odtud uz snadno dovodime, ze zaménou jednoho nebo vice stochasticky nezavislych
jevi za jejich opacné jevy obdrzime opét stochasticky nezavislé jevy.

Casto se hled4 pravdépodobnost, Ze nastane alespoii jeden ze stochasticky ne-
zavislych jevi, tzn. hleddme P(A; U --- U Ag). Mizeme pak pouZit elementarni
vlastnosti mnozinovych operaci, tzv. de Morganova pravidla,

AU UAp = (ATN---NAT)
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a dostavame:
P(AyU---UAp)=1—PATN---NA) =1—(1—-P(A1))...(1 = P(Ap)).

1.29. Podminéna pravdépodobnost. Obvyklé je také klast dotazy s dodatec-
nou podminkou. Napft. ,jaka je pravdépodobnost, ze pri hodu dvémi kostkami
padly dvé pétky, je-li soucet hodnot deset?“. Formalizovat takové potieby umime
nasledovné.

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, A, P). Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A
vzhledem k hypotéze H je definovana vztahem

P(ANH)
P(H)
Jak je vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou nezavislé tehdy a jen
tehdy, je-li P(A) = P(A|H). Piimo z definice také vyplyvé tzv. ,véta o ndsobeni
pravdépodobnosti“ pro jevy Aj,..., Ay spliujici P(A; N---N Ag) > 0:

P(AiN---NAg) = P(A1)P(Az|Ay) -+ - P(AR|A1 NN Ag_q).

P(AIH) =

Skutecné, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti vSech priniki, které jsou brany
ve vyrazu za hypotézy, nenulové. Pokracenim citatelti a jmenovateli ziskdme i na-
pravo pravé pravdépodobnost jevu odpovidajiciho priniku vSech uvazovanych jevii.

1.30. Priklady.

1.30.1. Jakd je pravdépodobnost toho, Ze pri hodu dvéma kostkami padne soucet
7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo cislo 2.

ResSeni. Ozna¢me jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka jako B, jev ,padne
soucet 7“ jako A. Mnozinu vSech moznych vysledki budeme znacit opét jako 2.

Pak
|ANB|

_ P(AnB)  Tar _ |ANB|
PAB = 5@y~ T

Cislo 7 mtize padnout ¢tyimi riiznymi zptisoby, pokud nepadne dvojka, tedy |A N
B| =4, |B| =5-5=25, tedy

4
P(A|B) = —.
(A1B) =
Vsimnéme si, ze P(A) = %, tedy jevy A a B nejsou stochasticky nezavislé. O

1.31. Geometricka pravdépodobnost. V praktickych problémech se ¢asto se-
tkavame s daleko slozitéjsimi modely, kde zakladni prostor neni kone¢nou mnozinou.
Nemame momentalné k dispozici ani zakladni nastroje pro dostatecné zobecnéni
pojmu pravdépodobnosti, nicméné miizeme uvést alespon jednoduchou ilustraci.

Uvazme rovinu R? dvojic redlnych éisel a v ni podmnozinu Q se znamym ob-
sahem volQ (symbol ,vol“ od anglického ,volume®, tj. obsah/objem). Piikladem
miize slouzit tfeba jednotkovy c¢tverec. Nahodné jevy budou reprezentovany pod-
mnozinami A C Q za jevové pole A bereme systém podmnozin, u kterych umime
urcit jejich obsah. Treba vSechna konec¢né sjednoceni trojuhelnikti. Nastoupeni nebo
nenastoupeni jevu je dano vybérem bodu v 2, kterym se trefime nebo netrefime do
mnoziny reprezentujici jev A.
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Podobné jako u klasické pravdépodobnosti pak definujeme pravdépodobnostni

funkci P : A — R vztahem
vol A

vol Q'

Uvazme jako priklad problém, kdy nahodné vyberem dvé hodnoty a < b v
intervalu (0,1) C R. VSechny hodnoty a i b jsou stejué pravdépodobné a otdzka
zni ,jaka je pravdépodobnost, Ze interval (a,b) bude mit velikost alesponi jedna
polovina?«.

Odpovéd je docela jednoducha: volba ¢isel a, b je volbou libovolného bodu (a, b)
ve vnittku trojihelniku © s hrani¢nimi vrcholy [0, 0], [0, 1], [1,1] (nacrtnéte si obra-
zek!). Potfebujeme znat plochu podmnoziny, kterd odpovida bodtim s b > a+ %, tj.
vnittku trojuhelniku A ohrani¢eného vrcholy [0, 1], [0,1], [3,1]. Evidentné dosté-
vame P(A) = %. Zkuste si samostatné odpovédét na otazku ,,pro jakou pozadova-
nou minimaln{ délku intervalu (a, b) dostaneme pravdépodobnost jedna polovina?*.

Jednou z tc¢innych vypocetnich metod pribliznych hodnot je naopak simulace
znamé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni ¢etnosti nastoupeni vhodné zvo-
leného jevu. Napft. znama formule pro obsah kruhu o daném poloméru fika, ze obsah
jednotkového kruhu je roven pravé konstanté m = 3,1415. .., kterd vyjadiuje pomeér
obsahu a ¢tverce poloméru. Pokud zvolime za ) jednotkovy ¢tverec a za A prinik
Q a jednotkového kruhu se stfedem v pocatku, pak volA = %71. Méme-li tedy
spolehlivy generator nahodnych ¢isel mezi nulou a jednickou a pocitame relativni
Cetnosti, jak ¢asto bude vzdalenost vygenerované dvojice (a,b) mensi nez jedna, tj.
va? + b2 < 1, pak vysledek bude pii velkém poctu pokusti s velikou jistotou dobie
aproximovat ¢islo iﬂ’. Numerickym postuptim zaloZenym na tomto principu se fika
metody Monte Carlo.

Obdobné ulohy na geometrickou pravdépodobnost lze bezezbytku formulovat
v R? a obecngji. Uvedme ale jesté raddji jednoduchy priklad v roving:

P(A) =

1.32. Piiklady.

1.32.1. Dvoumetrovd tyc je nahodné rozdélena na tri dily. Urcete pravdépodobnost,
Ze alespon jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

Reseni. Nahodné rozdéleni tyde na tii dily interpretujeme jako nédhodny vybér
dvou bodti fezu. Pravdépodobnostni prostor je tedy ¢tverec o strané 2 m. Umistime-
li ¢tverec C tak, aby dvé jeho strany lezely na kartézskych osidch v roviné, tak
podminka, ze alespon jeden dil mé byt nejvyse 20cm dlouhy ndm vymezuje ve
¢tverci nasledujici oblast O:

O = {(z,y) € C|(z < 20) V (z > 180) V (y < 20) V (y > 180) V (|= — y|) < 20}.

51

100 obsahu ¢tverce. [

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezend oblast O

1.32.2. Mirek vyjede nahodné mezi desatou hodinou dopoledni a osmou hodinou
vecerni z Brna do Prahy. Marek vyjede ndahodné ve stejném intervalu z Prahy do
Brna. Obéma trvd cesta 2h. Jakd je pravdépodobnost, Ze se po cesté potkaji (jezdi
po stejné trase). Cesta trvd obéma 2h.

Reseni. Prostor viech moznych jevi je ¢tverec 10 x 10, Mirek vyjizdéjici v ¢ase ,
potkd Marka vyjizdéjiciho v éase y pravé kdyz |x —y| < 2. Tato nerovnost vymezuje
v daném ¢tverci oblast ,priznivych jevi“. Obsah zbylé ¢asti spocitdme piimo jed-
noduseji, nebot je sjednocenim dvou pravouhlych rovnoramennych trojuhelniki o
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odvésnach 8, tedy je roven 64, obsah ¢asti odpovidajici ,pfiznivym jevam* je tedy
36, celkem je hledanéd pravdépodobnost

36 9

100 25
0

1.32.3. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Menza md otevreno
od 11h do 14h. KaZdy z mich stravi na obédé pul hodiny a dobu pFichodu (mezi
11h a 14h) si vybird ndhodné. Jakd je pravdépodobnost, Ze se na obédé v dany den
potkaji, sedavaji-li oba u stejného stolu?

ReSeni. Prostor viech moznych jevil je étverec 3 x 3. Oznaéime-li # dobu p¥ichodu
Mirka a y dobu pfichodu Marka, tak tito se potkaji pravé kdyz |x —y| < 1/2. Tato
nerovnost vymezuje ve ¢tverci moznych udalosti oblast, jejiz obsah je roven 11/38
obsahu ¢tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i hledana pravdépodobnost. (|

1.32.4. Jednou denné nekdy mezi osmou hodinou ranni a osmou hodinnou vecerni
vyjizdi nahodné autobus z Kolocavy do UzZhorodu. Jednou denné ve stejném casovém
rozmezi jezdi jing autobus ndhodné opacnym smerem. Cesta tam trvd pét hodin, zpét
téz pét hodin. Jakd je pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné
trase?

Reseni. Prostor viech moznych jevil je ¢tverec 12 x 12, Oznacime-li doby odjezdu
obou autobusii x, resp. y, pak se tyto na trase potkaji pravé kdyz |z — y| < 5.
Tato nerovnost vymezuje v daném ctverci oblast ,pfiznivych jevi“. Obsah zbylé
Gasti spocitame primo jednoduseji, nebot je sjednocenim dvou pravouhlych rovno-
ramennych trojihelnikd o odvésnach 7, tedy je roven 49, obsah ¢asti odpovidajici
»Priznivym jevim“ je tedy 95, celkem je hledana pravdépodobnost

95
144"
(|

1.32.5. Extreme games. Z Tésina vyjizdi vlaky co pil hodinu (smérem na Bo-
humin) a z tohoto sméru prijizdéji také kazdé pul hodiny. Predpoklddejme, Ze vlaky
se mezi témito dvéma stanicemi pohybuji rovnomérnou rychosti 72 km/h a jsou
dlouhé 100metri, cesta trva 30min, vlaky se mijeji nekde na trase. Hazarder Jarda
si vybere jeden z téchto vlakiu a béhem cesty z Tésina do Bohumina nahodné vystréi
hlavu z okna na pét vterin nad kolejisté pro protéjsi smer. Jakd je pravdépodobnost,
Ze mu bude uraZena? (predpokladdme, Ze jiné nez zminéné vlaky na trati nejezds)

Reseni. Vzajemna rychlost protijedoucich vlaki je 40m/s, protijedouci vlak mine
Jardovo okno za dvé a pil sekundy. Prostor v§ech mpzZnosti je tedy tsecka (0, 1800s),
prostor ,,pfiznivych® moznosti je tsecka délky 7,5 lezici nékde uvniti predchozi
usecky. Pravdépodobnost urazeni hlavy je tedy 7,5/1800. |

5. Geometrie v roviné

Na konci minulé kapitoly jsme intuitivné pouzivali elementarni pojmy z geome-
trie redlné roviny. Budeme ted podrobnéji zkoumat jak se vyporadavat s potiebou

X

popisovat ,,polohu v roviné“, resp. davat do souvislosti polohy rtiznych bodt roviny.
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1.33. Afinni rovina a vektorovy prostor R?. Zkusme si mnozinu A = R?
predstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi v nékterém pevné zvoleném misté
(miizeme mu ifkat tfeba bod O = (x9,%0) € R?). Pfedpokladejme, Ze ji vnima jako
nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych méritek a popisti a vi, co to znamena
posunout se v libovolném nasobku néjakého sméru. Casem takové roving budeme
fikat ,afinni rovina“. Aby mohl vidét kolem sebe ,dvojice readlnych ¢isel“, musi si
vybrat n&jaky bod FEj, kterému fekne ,bod [1,0]“ a jiny bod Es, kterému za¢ne
fikat ,bod [0,1]“. Do vSech ostatnich se pak dostane tak, ze poskoé¢i ,a—krat ve
sméru [1,0]“, pak ,b-krat ve sméru [0, 1]* a takovému bodu bude fikat ,bod [a, b]“.
Pokud to bude délat obvyklym zptisobem, nebude vysledek zaviset na poradi, tzn.
miize také napted jit b—krat ve sméru [0, 1] a pak teprve v tom druhém.

To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) soutadného systému v roviné,
bod O je jeho pocdtkem, posunuti Ey — O ztotoziiujeme s dvojici [1, 0], podobné u
E5 a obecné kazdy bod P roviny je ztotoznén s dvojici éisel [a,b] = P — O.

Vsimnéme si, Ze zaroven volbou pevného poc¢atku O jsou ztotoznény jednotlivé
body P roviny se sméry posuvu v = P — O a ze vSechny takové posuvy umime
skladat (budeme fikat ,séitat*) a také jednotlivé sméry ndsobit v poméru kazdého
redlného ¢isla (budeme fikat ,ndsobit skaldrem“). Takovéto operace s¢itani a néa-
sobeni spliuji hodné vlastnosti skalart, viz 1.1 a 1.2, zkuste si promyslet které.
Uvidime brzy, Ze se jednd o standarni piiklad (dvourozmérného realného) vektoro-
vého prostoru. Budeme proto uz ted misto o smérech posuvu mluvit o vektorech a
od bodt je budeme rozlisovat tim, ze budou dany dvojicemi soufadnic v kulatych
zévorkach misto hranatych.

1.34. Primky v roviné. KdyZ se nas pozorovatel umi posouvat o libovolny né-
sobek pevného vektoru, pak také vi, co je to primka. Je to podmnozina p C A v
roviné takova, Ze existuji bod O a vektor v takové, ze

p={Pe€A; P-O=t-v, t € R}
Popisme si P = P(t) € p ve zvolenych soufadnicich s volbou v = (o, 3):

z(t) =zo+a-t, ylt)=y+3- t
Jednoduchym vypoétem dostaneme (vylouéime ¢ z parametrického vyjadfeni pro z
a y, kdyZ pro uréitost predpokladédme, ze tfeba a # 0)

—Bx + ay + (Bxg — ayg) = 0.

To je obecna rovnice primky
(1.23) ar + by = c,
se zndmym vztahem dvojice ¢éisel (a,b) a vektoru v = («, )
(1.24) ac +bB = 0.

Vyraz nalevo v rovnici pfimky (1.23) mizeme vidét jako skaldrni funkci F
zavislou na bodech v roviné a s hodnotami v R, samu rovnici pak jako pozadavek
na jeji hodnotu. Casem uvidime, Ze vektor (a,b) je v tomto p¥ipadé préavé smérem,
ve kterém F nejrychleji roste. Proto bude smér kolmy na (a,b) pravé tim smérem,
ve kterém zustava nase funkce F' konstantni. Konstanta ¢ pak urcuje, pro které
body bude tato konstanta nula.
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Me¢jme dvé primky p a g a ptejme se po jejich priniku p N ¢g. Ten bude popsan
jako bod, spliiujici obé rovnice primek naraz. Pisme je takto
ar+by=r
(1.25)
cx +dy = s.
Opét mizeme levou stranu vnimat jako prifazeni, které kazdé dvojici soufadnic
[(P),y(P)] bodl v roviné pfifadi vektor hodnot dvou skaldrnich funkci Fy a Fh
danych levymi stranami jednotlivych rovnic (1.25). MuZzeme tedy naSe rovnice na-
psat jako jediny vztah F(v) = w, kde F je pfirazeni, které vektor v popisujici
polohu obecného bodu v roviné (v nasich soufadnicich) zobrazi na vektor zadany
levou stranou rovnic, a pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zada-
ného vektoru w = (r, s).

1.35. Linearni zobrazeni a matice. Pfifazeni F, se kterym jsme pracovali pii
popisu priuniku piimek, zjevné respektuje operace s¢itani a nasobeni s vektory a
skalary:
Fla-v+b-w)=a-F(v)+b-F(w)

pro véechny a,b € R, v,w € R2. Rikdme, Ze F je linedrni zobrazeni z R? do R?, a
piseme I : R2 — R2%. Obdobné, v rovnici 1.23 pro piimku $lo o linearni zobrazeni
F :R? — R a jeho pfedepsanou hodnotu c.

Struc¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci matic a jejich nasobeni,

které definujeme takto:
a b x
A= 0)o-()

_fa b x\ _ [(ax+by
o= (0 ()= (00

Podobné, miizeme misto vektoru v zprava nasobit jinou matici B stejného rozméru
jako je A. Prosté aplikujeme predchozi formule po jednotlivych sloupcich matice B
a obrdrzime jako vysledek opét matice. Snadno ovéfime tzv. asociativitu nasobeni
(zkuste propocitat!):

(A-B)-v=A-(B-v).
Stejné snadno je vidét i distributivita A- (B + C) = A- B+ A - C, neplati vsak
komutativita a existuji ,,délitelé nuly“. Napft.

o) 63 =6o) 636 o)-(0)

Body v roviné jsou tedy obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni F roviny do
roviny, piimky jsou obecné vzory hodnot linearnich zobrazeni z roviny do realné
primky R. Samoziejmé, ve zvlastnich situacich tomu tak byt nemusi. Tak tfeba
prunikem dvou stejnych piimek je opét sama pfimka (a vzorem vhodné hodnoty
pro takové linedrni zobrazeni bude celd pfimka), nulové zobrazeni méa za vzor nuly
celou rovinu. V prvém piipadé to pozndme pomoci vztahu

(1.26) ad —bc=0

tj. vyjadieni, kdy jsou nalevo v rovnicich (1.25) stejné vyrazy az na skaldrni né-
sobek. V takovém piipadé bud nebude v priniku zaddny bod (rovnobézné riizné
primky) nebo tam budou vSechny body piimky (stejné piimky). Ovéite!
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Vyrazu nalevo v (1.26) fikdme determinant matice A a piseme pro néj det A =
ad — be, pripadné

a b
det A = e d

Jestlize k vysledku linedrniho zobrazeni jesté dovolime pri¢ist pevny vektor
T = (z(T),y(T)), tj. nase zobrazeni bude

(= ' _ fax+ by +2(T)
v<y>»—>A U+T<cx+dy+y(T) ,

= ad — be.

méame popsana pravé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny do sebe. Znamymi pii-
klady jsou vSechny afinni podobnosti. Linearni zobrazeni pak odpovidaji tém afin-
nim zobrazenim, které zachovévaji pevny bod O.

Co se stane, kdyZ nas pozorovatel z odstavce 1.33 bude tutéz rovinu shlizet
z jiného bodu nebo si aspon vybere jiné body Fi, F2? Zkuste si promyslet, ze
na urovni soufadnic to bude pravé zména realizovand pomoci afinniho zobrazeni.
Casem budeme vidét obecné diivody, pro¢ tomu tak je ve viech dimenzich.

1.36. Euklidovska rovina. Pfidejme nyni schopnost naseho pozorovatele vidét
vzdalenosti. Okamzité pak muzeme definovat pojmy jako jsou thel a otoceni v
rovine€.

Jednoduse si to mtzeme predstavit takto: rozhodne se o néjakych bodech E; a
Fs, 7Ze jsou od néj ve vzdalenosti jedna, a zaroven si fekne, Ze jsou na sebe kolmé.
Vzdalenosti ve smérech soutadnych os pak jsou dany pfislusnym pomérem, obecné
pouzivd Euklidovu vétu. Odtud vyjde znadmy vzorec pro velikost vektoru v = (a, b)

ol = V> + .

Jing mozny postup by byl, kdyby pozorovatel vySel z pojmu vzdalenost (a védél
co znamend ,kolmy“ tieba diky Euklidové vét&), zvolil prvni z vektort velikosti
jedna, zvolil si orientaci (t¥eba proti sméru hodinovych ruciéek) a vybral jednotkovy
kolmy smér (jednoznaéné uréi z pozadavku platnosti Euklidovy véty tfeba pomoci
pravouhlého trojihelniku se stranami o velikostech 3, 4 a 5).

Uhel ¢ dvou vektorti v, w v roviné pak zpravidla popisujeme s vyuzitim tzv.
goniometrické funkce cos ¢. Pouzivany vzorec pro funkci cos je ddn hodnotou realné
prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoz thel s vektorem (1,0) je ¢. Zjevné
je pak druhé soutradnice takového vektoru dana redlnou hodnotou 0 < sinp < 1
splitujici (cos p)? + (sing)? = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w muzeme jejich tthel popsat pomoci soutadnic
v = (@), y(v)), w = (2(w), y(w)) takto:

z(v) - x(w) +y(v) - y(w)
[[of] - flwll

cosp =

Dobrym piikladem linearniho zobrazeni, které zachovava velikosti, je rotace o
predem dany thel 9. Je dano formuli s matici Ry:

[z __[cosY —siny T
=)= () G)

Specielng, aplikaci na jednotkovy vektor (1,0) dostdvame skuteéné pravé ocekavany
vysledek (cos,sin).
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Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu P = O + w, snadno
napiseme formuli pomoci translaci:

<§>:v»—>v—w»—>Rw-(v—w)

R (b — )+ = (03P = x(w)) —sing(y — y(w)) + z(w)
Ry - ( )+ (sin‘(/}(x — z(w)) + cost(y — y(w)) + y(w)) ‘

Dalsim piikladem je tzv. zrcadleni vzhledem k primce. Opét nam bude stacit
popsat zrcadleni vzhledem k pfimkam prochézejicim pocatkem O a ostatni se z nich
odvodi pomoci translaci. Hledejme tedy matici Zy zrcadleni vzhledem k primce s
jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim thel ¢ s vektorem (1,0). Napt.

10
o )

a obecné mtizeme psat (otoc¢ime do ,nulové“ polohy, odzrcadlime a vratime zpét)
Zy =Ry -Zy-R_y.
Mizeme proto (diky asociativité ndsobeni matic) spocist:
R, — cosyp —siny\ (1 0 [ cosyp sing
v~ \siny  cosy 0 -1 —sinYy  cosv
_ (cosy  —siny) [ cosy  sing
“ \sinty  cosv —sinY cos
~ [cos?p — sin? 1 2sin v cos _ [cos2y  sin2y
—\ 2sintcostyp  —(cos?ep — sin? P))  \sin2¢p —cos2y )’
Povsimnéme si také, ze
7 g = cos2¢p  sin2¢ \ (1 0  (cos2¢p —sin2¢
Y0 \gin2¢  —cos 20 0 —1) \sin2 cos2¢y )°
To 1ze zformulovat jako

Tvrzeni. Otocent o thel b obdrzime naslednym provedenim dvou zrcadlend vzhle-
dem ke smérum, které spolu sviraji thel %1/1.

Pokud umime odtvodnit pfedchozi tvrzeni ryze geometrickou tivahou (zkuste),
dokézali jsme pravé standardni formule pro goniometrické funkce dvojnasobného
ahlu.

Hlubsi je nasledujici rekapitulace predchozich tvah:

1.37. Véta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno ze zrcadleni prdvé,

kdyz je dano matici R spliujici

R—<z Z), ab+cd=0, a®>+2=p+d*=1.

To nastane prdve, kdyz toto zobrazeni zachovava velikosti. Otocenim je pritom prdavé
tehdy, kdyz je determinant matice R roven jedné, coZ odpovidd sudému poctu zrca-
dleni. Pri lichém poctu zdrcadleni je determinant roven —1.

Promyslete si podrobnéji iplny diikaz. Na tabuli vypadal jeho naznak takto:
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D= G- (o)

O
.1_\(141{ W ( L = a i (1 \\ A,
‘_L Y, = St a)+(€"““ B‘) 1 c\_‘C_L\K 5
- e R b
o= \2_@,\\34 CC)\B ~
S & gyl Sl SRy S ‘
T o~ e u"/ Q,f,q\ (.rﬂ\.tf 7 f‘»(‘r\-\? dok = |

L :\f 1 Noadl Ak
X \_t = L.:'\A"‘r J

1.38. Obsah trojihelnika. Zavérem naseho malého vyletu do geometrie se za-
méfme na pojem obsah. Trojihelnik je vymezen dvojici vektori v a w, které pfi-
lozeny do pocatku O zadaji zbylé dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit formuli
(skalarni funkci vol), kterd dvéma vektorim pfifadi ¢islo rovné obsahu vol A(v, w)
takto definovaného trojihelniku A(v, w).

Ze zadani je vidét, ze by mélo platit (nakreslete si a uvazujte plochu jako soucin
zékladny krat vysky podélené dvéma — vyska souctu bude jisté souétem vysek...)

vol A(v + v/, w) = vol A(v, w) + vol A(v', w)
vol A(av,w) = avol A(v, w)

a pridejme pozadavek
vol A(v,w) = —vol A(w, v),

ktery odpovida predstavé, ze opatfime plochu znaménkem podle toho, v jakém
poradi bereme vektory.
Pokud vektory v a w napiSeme do sloupctt matice A, pak

A= (v,w)— det A

splnuje vSechny tfi nase pozadavky. Kolik takovych zobrazeni ale mize byt? Kazdy
vektor umime vyjadfit pomoci dvou souradnych vektortt v = (1,0) a w = (0,1) a
evidentné tedy kazda moznost pro vol A je jednoznaéné uréena uz vycislenim na
této jediné dvojici argumentt (v, w). Jsou si tedy v8echny moznosti rovny az na
skalarni nasobek. Ten umime urcit pozadavkem

vol A((1,0),(1,0)) = év

tj. volime orientaci a meritko.
Vidime tedy, ze determinant zadava plochu rovnobéznosténu urceného sloupci
matice A (a plocha trojihelniku je tedy polovi¢ni).

1.39. Viditelnost v roviné. Ptedchozi popis hodnot pro orientovany objem nam
dava do rukou elegantni nastroj pro urcovani viditelnosti orientovanych tusecek.
Orientovanou tise¢kou rozumime dva body v roviné R? s uréenim poradim. Muzeme
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si ji predstavovat jako Sipku od prvého k druhému bodu. Takova orientovana tisecka
nam rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim ,levou* a ,pravou‘.

Jestlize uvazujeme obvyklou orientaci ,proti sméru hodinovych ruci¢ek” pro
hranici mnohotihelniku, pak pozorovatel nalevo od orientované tsecky (tj. uvnitf
takového mnohothelnika) tuto vidi a naopak pozorovatel napravo ji nevidi. M4 tedy
smysl ptét se, jestli je orientovand tsecka [A, B] v roviné viditelnd z bodu C.

Spoctéme orientovanou plochu ptislusného trojuhelniku zadaného vektory A—C'
a B—C'". Pokud jsme s bodem C' nalevo od tsecky, pak pfi nasi orientaci bude vektor
A—C diive nez ten druhy a proto vysledna plocha (tj. hodnota determinantu) bude
kladné. To odpovida situaci, kdy tsecku vidime. Naopak, pfi opac¢né poloze bude
vysledkem zaporna hodnota determinantu a podle zjistime, ze Gsecku nevidime.

Uvedeny jednoduchy postup je ¢asto vyuzivan pro testovani polohy pii stan-
dardnich tlohéch v 2D grafice.

Zéavérem této ¢asti si uvedme nékolik standardnich prikladi:

1.40. Priklady.

1.40.1. Je ddna primka
p: (2,0 +¢(3,2).
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte prunik s primkou

q: [-1,2]+ s(1,3).

Reseni. Soufadnice bodii na pifmee jsou dany dle daného parametrického zadani
jako x = 24 3t a y = 0 + 2t. Vyloucenim parametru t ze soustavy téchto dvou
rovnic dostavame obecnou rovnici primky p:

20 -3y —4=0.
Prinik s pfimkou ¢ ziskdme dosazenim parametrického vyjadfeni bodi na tsecce
q, tedy x = =1+ s a y = 2 + 3s do obecné rovnice piimky p:
2(-14s)—3(2+3s)—4=0,

odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjidieni tsecky ¢ dostavame

soutadnice priseciku P:
19 22
P=[-—,——
- -]
O

1.40.2. Uvazujme rovinu R? se standardni soustavou soufadnic. Z pocdtku [0, 0]
je vysldn laserovy paprsek ve sméru (3,1). Dopadne na zrcadlovou primku p danou
parametricky jako

p: [4,3]+t(-2,1),
a poté se odrazi (ihel dopadu je shodny s thlem odrazu). V jakém bodé dopadne
odrazeny paprsek na primku q, danou parametricky jako

q: [7,-10] +t(—1,6)7

ResSeni. Smér paprsku svird s piimkou p tihel 45°, odrazeny paprsek tedy bude
kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1,—3) (pozor na orientaci!; dany
smérovy vektor miizeme téz ziskat napiiklad zrcadlenim podle kolmého vektoru k
piimce p). Paprsek dopadne v bodé [6, 2], odrazeny paprsek tedy bude mit rovnici

[6,2] + ¢(1,—3), t > 0.
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Prunik pfimky dané odrazenym paprskem s piimkou ¢ je bod [4,8], coZ je mimo
polopfimky dané odrazenym paprskem (¢ = —2). Odrazeny paprsek tedy pfimku ¢
neprotne. O

1.40.3. Z bodu [—2,0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlosti lms~! ve sméru

(3,2) usecka délky 1. RovnéZ v poledne vyrazila z bodu [5, —2] druhd usecka délky 1
ve sméru (—1,1), ovSem dvojndsobnou rychlosti. Srazi se?

Reseni. Piimky, po kterjch se pohybuji dané tisecky, miizeme popsat parametric-
kym vyjadienim:

p : [=2,0]+7(3,2)
qg : [5,—2]+s(-1,1),
Obecna rovnice primky p je
20 =3y +4=0.

Dosazenim parametrického vyjadfeni piimky ¢ ziskdme prusecik P = [1,2].

Nyni se snazme zvolit jediny parametr ¢ pro obé tsecky tak, aby nam odpo-
vidajici bod na pfimkach p, resp. ¢, popisoval polohu poc¢atku prvni, resp. druhé,
usecky v ¢ase t. V ¢ase 0 je prvni v bodé [—2,0], druhd v bodé [5, —2]. Za ¢as t
sekund urazi prvni ¢ jednotek délky ve sméru (3,2) druhd pak 2¢ jednotek délky ve
sméru (—1,1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

(1.27) p o [-2,0]+ \/%(372)
(1.28) q : [5,—2]+V2t(-1,1),
(1.29)

Pocatek prvni tisecky dorazi do bodu [1,2] v ¢ase t; = v/13s, pocatek druhé tisecky
v Case t = 2v/2s, tedy vice nez o ptl vtefiny diive a tedy v dobé, kdy dorazi
do priseciku P pocatek prvni tsecky, bude jiz druha tsecka pryc¢ a tusecky se tak
nesrazi. 0

1.40.4. Viditelnost stran trojihelnika. Je ddn trojihelnik s vrcholy [5,6], [7, 8],
[5,8]. Urcete, které jeho strany je vidét z bodu [0, 1].

Reseni. Usporddame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru hodinovych ru-
¢icek: [5,6], [7,8], [5,8]. Pomoci piislusnych determinantd uréime, je-li bod [0, 1]
,halevo“ ¢i ,napravo“ od jednotlivych stran trojihelnika uvazovanych jako orien-
tované usecky,

75 5 5 5 7
77 75 5 7

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, ze body [0,1], [5,6] a [7,8] lezi na
primce, stranu [5,6][7,8] tedy nevidime. Stranu danou vrcholy [5,8] a [7,8] pak
narozdil od strany [5, 6][5, 8] nevidime. O

1.40.5. Urcete, které strany cétyiuhelnika s vrcholy [95,99], [130, 106], [40, 60], [130, 120].
Jsou viditelné z bodu [2,0].

>0

<o [ 7]

Reseni. Nejprve je tfeba uréit strany ctyfuhelnika (,spravné* pofadi vrcholi):
[95,99]]40, 60][130, 106][130, 120]. Po spocitani ptislusnych determinantt (viz pred-
néska) zjistime, Ze jsou vidét pouze strana [40,60][130, 106]. O
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1.40.6. Rowinny fotbalista vystreli mi¢ z bodu F = [1,0] ve sméru (3,4) na brinu
(isecku) ohranicenou body A = [23,36] a B = (26, 30]. Sméfuje mi¢ do brany?

ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrava v prvnim kvadrantu, staci uva-
zovat smérnice vektort (F'A), (3,4), (FB). Tvofi-li (v tomto poradi) bud rostouci,
nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméfuje na branu. Tato posloupnost je 36/22, 4/3,

30/25, coz je klesajici posloupnost, mi¢ tedy sméfuje do brany. (|

1.40.7. Urcete obsah cétyruhelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B = [11,13], C' =
[2,5] a D =[-2,-5].

Reseni. Rozdélime na dva trojihelniky ABC a ACD. Jejich obsahy pak spocitame
pomoci patriénych determinantti, viz 1.38
1)1 5‘ 1‘1 5‘_47

S=3ho 13|T2]-3 -5~ 2"

O

1.40.8. Bud ddn pravidelny Sestivhelnik ABCDEF (vrcholy jsou oznaceny v klad-
ném smyslu) se stiedem v bodé [1,0] a vrcholem A = [0, 2] Uréete soutadnice vrcholu

C.

Reseni. Soufadnice vrcholu C ziskdme otocenim bodu A okolo st¥edu S Sestithel-
nika o 120° v kladném smyslu:
<cos(120°) —sin(120°)

¢ sin(120°)  cos(120°)

1 B\ /_
(\/g 23> (;) +[1,0]:[g—\/§,717§]‘

>(C’S)+S

w

O
1.40.9. Bud ddn rovnostranny trojihelnik s vrcholy [1,0] a [0, 1] leZict cely v pronim
kvadrantu. Uréete soutadnice jeho tretiho vrcholu.

Reseni. [+ ?, 1+ @] (otac¢ime o 60° bod [1, 0] kolem [0, 1] v kladném smyslu).
0

1.40.10. Napiste souradnice vrcholu trojuhelnika, ktery vznikne otocenim rovno-
stranného trojihelnika jehoZ dva vrcholy jsou [1,1] a [2,3] (tFeti pak v poloroviné
dané piimkou [1,1]]2,3] a bodem [0,0]) o 60° v kladném smyslu kolem bodu [0,0].

ResSeni. Tieti vrchol trojihelnika dostaneme napf. otocenim o 60° jednoho z vr-
cholit kolem druhého (ve sprévném smyslu). [—2v/3,v3 — 1], [ — /3, 3V3 + 1)),
1- V35 +3] e

1.40.11. Urcete obsah trojuhelnika AsA3zAq1, kde AgAy ... A11 jsou vrcholy pravi-
delného dvandctiuhelnika vepsaného do kruznice o polomeéru 1.

Reseni. Vrcholy dvanactithelnika miizeme ztotoznit s dvandctymi odmocninami
z Cisla 1 v komplexni roviné. Zvolime-li navic Ag = 1, pak muZeme psat A, =
cos(2km/12) + isin(2km/12). Pro vrcholy zkoumaného trojihelnika mame: Ay =
cos(m/3) + isin(w/3) = 1/2 + iV/3/2, Az = cos(n/2) + isin(n/2) = i, A;; =
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cos(—m/6) + isin(—7/6) = \/3/2 — i/2. Podle vzorce pro obsah trojthelnika je
potom hledany obsah S roven

LA —Ay| 11— 14 3-V3
2|As—An| 2 |-¥343 4

O

1.40.12. 4. Urcete odchylku (nebo jeji cosinus) tuhlopiicek AsAr a AsAig pravi-
delného dvandctituhelnika
AgA1As A3 Ay A5 Ag A7 Ag Ag A1p Ar.

Reseni. Odchylka nezavisi na velikosti daného dvanactitihelnika. Volme dvanac-

tithelnik vepsany do kruznice o poloméru 1. Jako v pfedchozim ptikladé uréime

souradnice jeho vrcholi a podle vzorce snadno dopocitame, odchylka je 75°, cos =
1

2243

Ulohu Ize Tesit ¢isté metodami syntetické geometrie: oznacime jesté S stted dva-
néctithelnika a T prusecik thlopficek Az A7 a AsAjo. Nyni |£A7A5A10] = 45° (ob-
vodovy thel pFislusny stiedovému tthlu A7S A1, ktery je pravy), dale |£A5; A7 As| =
30° (obvodovy thel pfislusny stfedovému thlu A5S Az, jehoz velikost je 60°). Ve-
likost thlu A5T A7 je pak dopnkem vysSe zminénych uhla do 180°, tedy je rovna
105°. Hledané odchylka je tedy 75°. g

1.40.13. Najdéte matice A takové, Ze

X

Ndamét na premysleni: jaké geometrické zobrazeni v roviné zaddvd matice A ?

)

tedy matice rotace o 30°, resp. 210°. O
K dalsimu procvic¢eni nejen geometrickych tivah mohou poslouzit nasledujici
priklady:

1.41. Priklady.

—

e

M\»—tw‘
B

Reseni. A? je matice rotace o 60°, takze

V3
A==+ 2

o
[3S)\CY S

1
2

1.41.1. KruZnice délici rovinu. Na kolitk mazimdlné édsti déli rovinu k kruinic?

ReSeni. Pro maximalni pocet p;, oblasti, na které déli rovinu kruznice odvodime
rekurentni vzorec
Pre+1 =Pk + 2k
(k 4+ 1). kruznice totiz protind k predchozich maximalné v 2k prisecicich (a tato
situace skuteéné mize nastat). Navic zfejmé p; = 1. Pro pocet p; tedy dostavame
k-1
Pe=pr1+2(k—1) =pr, +2(k—2)+2(k—1) = =p1+ Y _2i=2+(k—1)k.
i=1

O

1.41.2. Na kolik mazimdlné casti déli trojrozmeérny prostor n kouli?
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Reseni. Maximalni pocet y,, ¢asti, na které rozdéli n kruznic rovinu je y,, = yn_1+

2(n —1), y1 = 2, tedy y, = n? —n + 2.
Pro maximalni pocet p, c¢asti, na které potom rozdéli n kouli prostor pak
dostavame rekurentni vztah p,+1 = pn+yn, p1 = 2, tedy celkem p,, = %(n273n+8).
a

1.41.3. Na kolik c¢asti déli prostor n navzajem ruzngch rovin, které vsechny prochazi
jednim danym bodem?
Reseni. Pro hledany poéet x, odvodime rekurentni formuli
Ty = Tp—1 +2(n — 1),
déle x1 = 2, tedy
Tp =n(n—1)+2.
O

1.41.4. Rovnobéznikova rovnost. Dokazme jako ilustraci nasich ndstroji tzv.
rovnobéznikovou rovnost”: Jsou-li u,v € R?, pak:

2([Jull® + [[v]1*) = [lu+ o + lu—vf*.
Neboli soucet druhych mocnin délek uhlopricek rovnobéznika je roven dvojnasobku
souctu druhych mocnin délek jeho stran.
ResSeni. Obdrzime napiiklad rozepsanim obou stran do soufadnic: v = (u1,uz),
v = (v1,v2). Pak
2([[ul® + [[o]f*) 2(uf +u3 +vf +v3)

= u% + 2uqvy + v% + u% + 2ugvgy + v% + u% — 2uqvy +

V2 4 ud — 2uguy 4 v3

(w1 +01)% + (ug +v2)* + (w1 —01)? + (uz — v2)°
= Jlutol* +[lu—o|

1.42. Konstrukce lichouhelnika.
1.42.1. Sestrojte (2n + 1)-thelnik, jsou-li dany vSechny stredy jeho stran.

ReSeni. K feSeni vyuzijeme toho, Ze sloZenim lichého poétu stiedov§ch soumér-
nosti je opét stfedovd soumérnost (viz doméci tloha) Oznac¢ime-li vrcholy hleda-
ného (2n + 1)-thelnika po fadé Ay, As, ..., Ao,y1 a stiedy stran (od stfedu A; As)
postupné Sy, Sa,...S2,4+1, tak provedeme-li stfedové soumérnosti po fadé podle
téchto stfedi, tak bod A; je zjevné pevnym bodem vysledné stiedové symetrie,
tedy jejim stfedem. K jeho nalezeni tedy stac¢i provést uvedenou stredovou sou-
mérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A; lezi pak ve stiedu tsecky X X',
kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné stiedové symetrii. Dalsi vrcholy ziskdme
zobrazovanim bodu A; ve stfedovych soumeérnostech podle Sy, ..., S3,41. O

6. Relace a zobrazeni

V této zavérecné casti tvodni motivacni kapitoly se vratime k formalnimu po-
pisu matematickych struktur, budeme se je ale pribézné snazit ilustrovat na jiz
znamych prikladech. Zaroven mtizeme tuto ¢ast brat jako cviceni ve formalnim
ptistupu k objektim a konceptiim matematiky.
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1.43. Relace mezi mnozinami. Bindrni relaci mezi mnozinami A a B rozumime
podmnozinu R kartézského souc¢inu A x B. Casto piseme a ~p b pro vyjadieni
skuteénosti, ze (a,b) € R, tj. Ze body a € A a b € B jsou v relaci R. Defini¢nim
oborem relace je podmnozina

DcA, D={acA;IeB,(a,b) e R}.
Podobné oborem hodnot relace je podmnozina

IcB, I={be B;3Jac A/ ab) € R}

Specidlnim pfipadem relace mezi mnozinami je zobrazent z mnoziny A do mno-
Ziny B. Je to ptipad, kdy pro kazdy prvek defini¢niho oboru relace existuje praveé
jeden prvek z oboru hodnot, ktery je s nim v relaci. Nam zndmjm pripadem zobra-
zeni jsou vSechny skalarni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni je mnozina skalar,
tfeba celych nebo redlnych ¢isel. Pro zobrazeni zpravidla pouzivame znaceni, které
jsme také u skalarnich funci zavedli. Piseme

f:DCA—ICB,f(a)=5b
pro vyjadieni skutecnosti, ze (a,b) patii do relace, a fikdme, ze b je hodnotou
zobrazeni f v bodé a. Déle fikdme, Ze f je
e zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, jestlize je D = A,
e zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, jestlize je D = A a I = B, cCasto také
surjektivni zobrazent
e injektivni zobrazeni, jestlize je D = A a pro kazdé b € I existuje pravé jeden
vzor a € A, f(a) =0.

Vyjadieni zobrazeni f : A — B jakozto relace
fcAxB, f=A{(a f(a));ac A}
zname také pod nazvem graf zobrazeni f.

1.44. Skladani relaci a funkci. U zobrazeni je jasna koncepce, jak se skladaji.
Mame-li zobrazeni f: A — B a g: B — C, pak jejich sloZeni g o f je definovano

(g0 f)a) = g(f(a)).
Ve znaceni pouzivaném pro relace totéz muzeme zapsat jako
FCAXB, f={(a f(a))sac A}
gC BxC, g={(byg(b);be B}
gofCAXC, gof={(ag(f(a)));ac A}.

Zcela obdobné definujeme skldddni relaci, v ptredchozich vztazich jen doplnime
existenéni kvantifikatory, tj. musime uvazovat vSechny ,vzory* a vSechny ,ob-
razy“.Uvazme relace R C A x B, S C B x C. Potom

SoRCAxC, SoR={(a,c);3be B,(a,b) € R,(b,c) € S}
Zvlastnim piipadem relace je identické zobrazent
ida ={(a,a) € A x A;a € A}

na mnoziné A. Je neutrilni vzhledem ke skladani s kazdou relaci s definiénim obo-
rem nebo oborem hodnot A.
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Pro kazdou relaci R C A x B definujeme inverzni relaci
R~ = {(b,a); (a,b) € R} C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uzivan ve specifi¢téjsi situaci. Samoziejmé, ze
existuje pro kazdé zobrazeni jeho invezni relace, ta vSak nemusi byt zobrazenim.
Zcela logicky proto hovorime o existenci inverzniho zobrazeni, pokud kazdy prvek
b € B je obrazem pro pravé jeden vzor v A. V takovém pfipadé je samoziejmé
inverzni zobrazeni pravé inverzni relaci.

Vsimnéme si, ze slozenim zobrazeni a jeho inverzniho zobrazeni (pokud obé
existuji) vzdy vznikne identické obrazeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.

1.45. Relace na mnoziné. V piipadé A = B hovofime o relaci na mnoziné A.
Rikéme, Ze R je:
e reflexivni, pokud ida C R (tj. (a,a) € R pro vSechny a € A),
e symetrickd, pokud R~! = R (tj. pokud (a,b) € R, pak i (b,a) € R),
o antisymetrickd, pokud RN R C ida (tj. pokud (a,b) € R a zaroveii (b,a) € R,
pak a =),
e tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud z (a,b) € R a (b,c) € R vyplyva i

(a,c) € R.

Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni, symetricka i tranzitivni.
Relace se nazyva uspordddni jestlize je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.

Dobrjm piikladem uspofadani je inkluze. Uvazme mnozinu 24 vSech podmno-
7in kone¢né mnoziny A (znaceni je specialnim piipadem obvyklé notace B4 pro
mnozinu vech zobrazeni A — B) a na ni relaci X C Z danou vlastnosti ,byt
podmnozinou“. Evidentné jsou splnény vSechny tti vlastnosti pro usporadani: sku-
tecné, je-li X C Y a zaroven Y C X musi byt nutné mnoziny X a Y stejné. Je-li
X CY C Zjetaké X C Z a také reflexivita je zfejma.

Rikéme, Ze uspotfadani je upiné, kdyz pro kazdé dva prvky plati Ze jsou srov-
natelné, tj. bud a < b nebo b < a. VSimnéme si, ze ne vSechny dvojice (X,Y)
podmnozin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. Pfesnéji, pokud je v A vice nez
jeden prvek, existuji podmnoziny X a Y, kdy neni ani X C Y ani Y C X.

Pfipomerime rekurentni definici pfirozenych ¢isel N = {0,1,2,3,...}, kde

0=0, n+1=1{0,1,2,...,n}.
Definujeme relaci m < n pravé, kdyz m € n. Evidentné jde o tplné usporadani.

Napft. 2 < 4, protoze

2={0,{0}} c {0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}} = 4.
Jinak feceno, samotna rekurentni definice zadava vztah n < n+1 a tranzitivné pak
n < k pro vSechna k, ktera jsou timto postupem definovana pozdéji.

1.46. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na mnoziné A zadava
zaroven rozklad mnoZiny A na podmnoziny vzajemné ekvivalentnich prvku, tzv.
tridy ekvivalance. Klademe pro libovolné a € A

R, ={be€ 4;(a,b) € A}.
Casto budeme psat pro R, prosté [a], je-li z kontextu ziejmé, o kterou ekvivalenci
jde.
Zjevné R, = Ry pravé, kdyz (a,b) € R a kazda takovd podmnozina je tedy
reprezentovana kterymkoliv svym prvkem, tzv. reprezentantem. Zaroven R, N Ry, #
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() pravé, kdyz R, = Ry, tj. tiidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni. Kone¢né,
A =UgeaRq, tj. celd mnozina A se suktecné rozlozi na jednotlivé tiidy.

Mizeme také t¥idam rozkladu rozumét tak, ze t¥idu [a] vnimame jako prvek a
»az na ekvivalenci“.

1.47. Priklad — konstrukce celych a racionalnich éisel. Na pfirozenych Cis-
lech umime sice s¢itat a vime, Ze pfi¢tenim nuly se ¢islo nezméni. Umime i definovat
odecitani, pri ném ale jen nékdy existuje vysledek.

Zékladni ideou konstrukce celych ¢isel z pfirozenych je tedy pridat k nim chy-
béjici rozdily. To mtizeme udélat tak, ze misto vysledku odecitani budeme pracovat
s usporadanymi dvojicemi ¢isel, které nam samoziejmé vzdy vysledek dobfe repre-
zentuji. Zbyva jen dobte definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku odecitani) takové
dvojice ekvivalentni. Potfebny vztah tedy je:

(a,b) ~ (a',V) <= a-b=d -V <+ a+b =d+b.

Vsimnéme si, ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v prirozenych ¢islech neu-
mime, vyrazy v pravo uz ano. Snadno ovéfime, ze skutecné jde o ekvivalenci a

jeji tridy oznacime jako celd ¢isla Z. Na nich definujeme operaci s¢itéani (a s ni i
odeéitani) pomoci reprezentantti. Napf.

[(a,0)] +[(c;d)] = [(a + ¢, b+ d)],

coz zjevné nezavisi na vybéru reprezentantl. Lze si pritom vzdy volit reprezentanty
(a,0) pro kladné ¢isla a reprezentanty (0,a) pro ¢isla zdpornd, se kterymi se ndm
bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy prklad ukazuje, jak dilezité je umét nahlizet na t¥idy ekvi-
valence jako na celistvy objekt a soustiedit se na vlastnosti téchto objektt, nikoliv
forméalni popisy jejich konstrukci. Ty jsou vSak dulezité k ovéfeni, ze takové objekty
vitbec existuji.

U celych ¢isel nam uz plati vSechny vlastnosti skalartt (KG1)-(KG4) a (O1)-
(04), viz 1.1 a 1.2. Pro nésobeni je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro vSechna
¢isla @ riizna od nuly a jedni¢ky neumime najit ¢islo a ! s vlastnosti a-a=! = 1, tzn.
chybi nam inverzni prvky. Zaroven si povsimnéte, ze plati vlastnost oboru integrity
(OI), viz 1.2, tzn. je-li sou¢in dvou ¢isel nulovy, musi byt alespoii jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti mtizeme zkonstruovat racionalni ¢isla Q
pridanim vsech chybéjicich inverzi zcela obdobnym zptisobem, jak jsme konstruovali
7 z N. Na mnoziné usporadanych dvojic (p, q), ¢ # 0, celych ¢&isel definujeme relaci
~ tak, jak o¢ekdvame, ze se maji chovat podily p/q:

p.q)~@.4d) <= ple=0v/d <= pd-v-q

Opét neumime oc¢ekavané chovani v prostfedni rovnosti v mnoziné 7Z formulovat,
nicméné rovnost na pravé strané ano. Zjevné jde o dobte definovanou relaci ekviva-
lence (ovéite podrobnosti!) a raciondlni éisla jsou pak jeji tfidy ekvivalence. Kdyz
budeme formalné psit p/q misto dvojic (p, ¢), budeme definovat operace ndsobeni
a s¢itani pravé pomoci formuli, které ndm jsou jisté dobie znamy.

1.48. Priklad — zbytkové tfidy. Jinym dobrym a jednoduchym piikladem jsou
tzv. zbytkové t¥idy celych ¢isel. Pro pevné zvolené pfirozené ¢islo k definujeme
equivalenci ~y, tak, ze dvé ¢isla a, b € Z jsou ekvivalentni, jestlize jejich zbytek po
déleni ¢islem k je stejny. Vyslednou mnozinu t¥id ekvivalence oznacujeme Zj.
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Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dostavame Zo = {0,1}, kde
nula reprezentuje suda ¢isla, zatimco jednicka cisla lichd. Opét lze snadno zjistit,
ze pomoci reprezentanttt mizeme definovat nasobeni a s¢itani. Zkuste si ovéfit, ze
vyslednd mnozina ,skalart“ je komutativnim télesem (tj. splituje i vlastnost (P) z
1.2) pravé kdyz je k prvodcislo.

Zavérem si jeSté procviéme spolu s relacemi jesté i kombinatoriku:

1.49. Ekvivalence ano ¢i ne.

1.49.1. Rozhodnéte, zda ndsledujici relace na mnozineé M jsou relace ekvivalence:

(1) M={f:R—=R}, (f~g) < [f(0)=yg(0).

(2) M={f:R—=R}, (f~g) < f(0)=g(1).

(3) M je mnozina primek v roviné, dvé primky jsou v relaci, jestlize se neprotinagji.

(4) M je mnoZina piimek v roviné, dvé primky jsou v relaci, jestliZe jsou rovno-
bezne.

(5) M =N, (m~n) < S(m)+ S(n) =20, kde S(n) znac? ciferny soucet cisla
n.

Reseni.
(1) Ano. Oveéfime t¥i vlastnosti ekvivalence:
i) Reflexivita: pro libovolnou realnou funkei f je f(0) = f(0).

ii) Symetrie: jestlize plati f(0) = ¢(0), pak i g(0) = f(0).

iii) Tranzitivita: jestlize plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0), pak platii f(0) = h(0).
(2) Ne. Definovana relace neni reflexivni, napt pro funkei sin méame sin(0) # sin(1)
(3) Ne. Relace opét neni reflexivni (kazdé pfimka protind sama sebe)
(4) Ano. TFidy ekvivalence pak tvofi mnozinu neorientovanych smért v roviné.
(5) Ne. Relace neni reflexivni. S(1) + S(1) = 2.

1.49.2. Pocet injektivnich zobrazeni mezi mnozZinami
Uréete pocet injektivnich zobrazeni mnoZiny {1,2,3} do mnoZiny {1,2,3,4}

Reseni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvazovanymi mnozinami je dédno vy-
bérem (usporadané) trojice z mnoziny {1,2,3,4} (prvky ve vybrané trojici budou
po fadé obrazy ¢isel 1, 2, 3) a obracené kazdé injektivni zobrazeni ndm zadava ta-
kovou trojici. Je tedy hledanych injektivnich zobrazeni stejné jako moznosti vybéru
uspofadanych trojic ze ¢tyf prvku, tedy v(3,4) =4-3-2 = 24. O

1.49.3. Pocet surjektivnich zobrazeni mezi danymi mnoZinami
Urcete pocet surjektivnich zobrazeni mnoziny {1,2,3,4} na mnoZinu {1,2, 3}

ResSeni. Pocet zjistime obecnym principem ,inkluze a exkluze“. Od poétu vsech
zobrazeni odecteme ta, ktera nejsou surjektivni, t.j. ta, jejichz obor hodnot je bud
jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mmnozinou. Vsech zobrazeni je V(3,4) = 3%,
zobrazeni, jejichz oborem hodnot je jednoprvkova mnozina, jsou t¥i. Pocet zobrazeni
jejichz oborem hodnot je dvouprvkova mnozina je (g) (24 -2) ((g) zpusoby miiZeme
vybrat defini¢ni obor a mame-li jiz dva prvky fixovany, mame 2* — 2 moznosti, jak
na né zobrazit ¢tyti prvky). Celkem je tedy pocet hledanych surjektivnich zobrazeni

(1.30) 3t — (2) (2* —2) — 3 = 36.
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1.49.4. Pocet relaci ekvivalence na mnoziné
Uréete pocet relact ekvivalence na mnoziné {1,2,3,4}.

ReSeni. Ekvivalence mtizeme pocitat podle toho, kolik prvké maji jejich tiidy
rozkladu. Pro pocty prvka trid rozkladu ekvivalenci na ¢tyrprvkové mnoziné jsou
tyto moznosti:

Pocty prvku ve tridach rozkladu pocet ekvivalenci daného typu

1,1,1,1 1
2,1,1 ;)
2,2 2(2)
4
3,1 (1)
4 1
Celkem tedy méame 15 ruznych ekvivalenci. O

Zavérem jesté jeden priklad ukazujici, ze ,divné“ skalary se chovaji divné:

1.49.5. Nenulovy mnohoclen s nulovymi hodnotamsi

Najdéte nenulovyy mnohoclen s koeficienty v Zr, tj. vyraz typu apx™ + --- +
a1x+ag, a; € Lz, an # 0, takovy, Ze na mnoziné Z7 nabyvd pouze nulovych hodnot
(tj. dosadime-li za x libovolny z prvki Zz a vyraz v Zz vycislime, dostaneme vZdy
nulu).

ReSeni. Pii konstrukei tohoto mnohoélenu se opieme o Malou Fermatovu vétu,
ktera rika, ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s nim nesoudélné plati:

(1.31) a?~! = 1(mod p).

Hledany polynom je tedy napiiklad polynom z” — x (polynom z% — 1 by nemél

nulovou hodnotu v éisle 0). O






KAPITOLA 2

Elementarni linearni algebra

neumdte jesté pocitat se skaldry?
— zkusme to rovnou s maticemi. ..

1. Vektory a matice

2.1. Vektory nad skalary. Symbolem K budeme nadale znacit néjakou mnozinu
skalart. Prozatim budeme vektorem rozumét usporadanou n-tici skalart, kde pevné
zvolené n € N budeme nazyvat dimenzi. S¢itani vektor definujeme po slozkach
(skalary samoziejmé séitat umime) a ndsobeni vektoru u = (aq, ..., a,) skaldrem b
definujeme tak, ze kazdy prvek n-tice u vyndsobime skaldrem b (skalary v K nésobit
umime), tj.

utv=_(a1,...,a,)+ (b1,...,bn) = (a1 + b1,...,a, + by)
b-u=b-(a1,...,an) = (b-ay,...,b-ay,).

Zpravidla pozadujeme, aby skalary byly z néjakého pole!, viz 1.1.
Pro s¢itani vektort v K" zjevné plati (KG1)-(KG4) s nulovym prvkem

0=(0,...,0) € K"

Schvalné zde pouzivime pro nulovy prvek stejny symbol jako pro nulovy prvek
skalarti. Podobné budeme pro séitdni a ndsobeni pouzivat stale stejny symbol (plus
a bud tecku nebo prosté zietézeni znak). Navic nebudeme pouzivat pro vektory
zaddné specidlni znaceni, a ponechdvame na Ctenafi aby udrzoval svoji pozornost
premyslenim o kontextu. Pro skalary ale spiSe budeme pouzivat pismena ze zacatku
abecedy a pro vektory od konce (prostfedek nam zistane na indexy promeénych,
komponent a v souctech).
Pro vSechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati

(V1) a-(v+tw)=a-v+a-w
(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-(b-v)=(a-b)-v
(V4) l-v=w

Pro kterékoliv pole skalartt K se snadno ovéfi pravé sformulované vlastnosti
(V1)—(V4) pro K", protoze pti ovéfovani vzdy pouzivdme pouze vlastnosti skalarii
uvedené v 1.1 a 1.2. Budeme takto pracovat napf. s R", Q", C", (Zy)", n =
1,2,3,....

1Ctenéﬁr, ktery se jesté nesmifil s abstrakci okruhii a poli, necht pfemysli v ramci ¢iselnych
oborti. Potom okruhy skalaria zahrnuji i celd ¢isla Z a vsechny zbytkové tiidy, zatimco mezi poli
jsou pouze R, Q, C a zbytkové t¥idy Zj s prvociselnym k.

45
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Vsimnéme si také, ze k ovéreni vlastnosti (V1)-(V4) potfebujeme pro pouzité
skalary pouze vlastnosti okruhu. Vlastnost (P) v8ak bude pfesto podstatna pozdéji.

2.2. Matice nad skalary. Matici typu m/n nad skalary K rozumime obdélnikové
schéma

ail a1 . A1p
asy a929 e aon
A=
am1 Am2 e Qmn
kde a;; € K pro vSechny 1 <i <m, 1 < j < n. Matici A s prvky a;; znac¢ime také
A= (aij).
Vektory (a1, Gia, ..., amn) € K" nazgvame (i—té) radky matice A, i =1,...,m,
vektory (a1j,ag;, . .., am;) € K™ nazgvame (j—té) sloupce matice A, j =1,...,n.
Matici mtzeme také chapat jako zobrazeni A : {1,...,m} x {1,...,n} — K.

Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné pravé vektory v K. I obecné matice lze
vsak chapat jako vektory v K™ ", prosté zapomeneme na iadkovani. Zejména tedy
je definovano s¢itani matic a nasobeni matic skalary:

A+ B = (ai; + bij),
kde A = (aij), B = (bij)a

a-A=(a.a;),
kde A = (a;;), a € K. Déle pak matice
—A = (—asy)
se nazyva matice opacna k matici A a matice
0 ... 0
0=1: :
0 ... 0

se nazyva nulovd matice. Zapomenutim rfadkovani tak ziskdme nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Predpisy pro A+ B, a-A, —A, 0 zaddvaji na mnoZiné vsech matic typu
m/n operace scitani a nasobent skaldry splriujict axiomy (V1)-(V4).

2.3. Priklad. Matice 1ze vhodné vyuzit pro zépis linedrnich rovnic. Uvazme né-
sledujici systém m rovnic v n proménnych:

1121 + @122 + - - + A1pTn = Y1

2121 + 22%2 + - + A2p Ty = Y2

Am1T1 + Q222 + -+ GmnTn = Ym-

Posloupnost x1,...,x, lze chiapat jako vektor proménnych, tj. sloupec v matici
typu n/1, a podobné s hodnotami y1, ..., y,. Systém rovnic lze pak formalné psat
vetvaru A-x =y :

aix ... Qin I Y1

adm1  --- OOmn ey Yn
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Ptvodni rovnice nyni obdrzime tak, ze vzdy bereme fadky z A a sc¢itame souciny
odpovidajicich komponent, tj. a;1z1+- - -+a;,x,. Tim ziskdme i-ty prvek vysledného
vektoru.

V roviné, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uz zavedli takovyto pocet a vidéli
jsme, Ze s nim lze pracovat velice efektivné (viz 1.35). Nyni budeme postupovat
obecnéji a zavedeme i na maticich operace nésobeni.

2.4. Soucin matic. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad okruhem
skalari K a libovolnou matici B = (b;i) typu n/q nad K definujeme jejich soucin
C = A- B = (ci) jako matici typu m/q s prvky

Cik = Zaijbjk, pro libovolné 1 <i<m, 1 <k <q.
j=1

2 1 2 1 1\ (3 2 3

1 -1 -1 0 1) \3 10
2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny poéet fadkid a sloupcti, hovofime o
ctvercové matici. Pocet fadkl a sloupcti pak nazyvame také dimenzi matice. Matici

1 ... 0

Napriklad mame

E=(6y)=1|: .
0o ... 1
se T1ka jednotkovd matice. Na mnoziné ¢tvercovych matic nad K dimenze n je soucin

matic definovan pro kazdé dvé matice, je tam tedy definovana operace nasobeni:

Tvrzeni. Pro libovolny okruh skaldri je na mnoZiné vsech ctvercovych matic di-
menze n definovdna operace ndsobeni. Spliiuje vlastnosti 1.2(01) a (08) vzhledem
k jednotkové matici E = (0;;). Ddle spolu se scitdnim matic vyhovuje 1.2(04).
Obecné vsak neplati 1.2(02) ani (OI), zejména tedy neplati 1.2(P).

DUKAZ. Asociativita ndsobeni — (O1): Protoze skaldry jsou asociativni, distribu-
tivni i komutativni, mtzeme spocist

A= (aij) typu m/n B = (bji) typun/p, C = (cu) typu p/q

Zaw bjr), B-C= (Z bik-Cri)
(A-B) Z Zazy bjk)-Cri) Zaij bjk-Cri
Zaz] (Z b]]c Ckl ) - Zau ik -Ckl

Jednotkovy prvek — (03):

ayr A1m 0

—
o

"

Am1 Amm 0
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(04) - distributivita: opét diky distributivité skalart snadno spoc¢teme pro ma-
tice A = (a;;) typu m/n, B = (bji) typu n/p, C' = (c;i) typu n/p, D = (dw) typu
p/q

A-(B+C)= (Z aij(bjr + cjr) = ((Z aijbjn) + (Z aijcr)) =A-B+A-C

(B+C) D= (Z(bjk + ¢jk)dri) = ((Z birdii) + (Z ¢jxdw)) =B-D+C-D
K Kk k

Neni komutativni: - jak jsme jiz vidéli v 1.35, dvé matice dimenze 2 nemusi

Komutovat: ((1) 8)(8 (1)) = (g t1)>
6 6Y-Y

Tim jsme ziskali zaroven protipiiklad na platnost (02) i (OI). Pro matice typu
1/1 ovSem oba axiomy samoziejmé plati, protoze je maji samy skaldry a pro vétsi
matice ziskdme protiptiklady snadno tak, Ze pravé uvedené matice umistime do
levého horniho rohu pfislusngch étvercovych schémat a doplnime nulami. (Ovéfte
si sami!) O

V dtkazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjsitho typu, dokézali jsme
tedy prislusné vlastnosti obecnéji:

Tvrzeni. Ndsobeni matic je asociativni a distributiont, tj. A-(B-C) = (A-B)-C,
A-(B+C)=A -B+ A-C, kdykoliv jsou tato ndsobeni definovina. Jednotkovd
matice je neutrdlnim prvkem pro nasobeni zleva i zprava.

2.6. Inverzni matice. Se skaldry umime pocitat tak, Ze z rovnosti a-x = b umime
vyjadiit = a~?! - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobné bychom to méli umét s
maticemi, mame ale problém, jak poznat, zda takova existuje, a jak ji spocitat.

Rikéme, 7e B je matice inverzni k matici A, kdyz A- B = B- A = E. Pieme
pak B = A1 a je samoziejmé, Ze obé matice musi mit tutéz dimenzi n. Matici, k
niz existuje matice inverzni, fikdme invertibilni matice.

Pokud A~! a B~ existuji, pak existuje i (A-B)~! = B~1. A~L. Je totiz (diky
pravé dokézané asociativité ndsobeni) (B~1-A71)-(A.B) =B 1. (A"1-A)-B=F
a(A-B)-(B'-AY=A4.-(B-BY)-Al=FE.
chovani, mizeme formalné snadno fesit systémy linedrnich rovnic: Jestlize vyjad-
fime soustavu n rovnic pro n neznamych souc¢inem matic

aiy 0 Aim Z1 Y1
A= . . . =
Am1 U Gmm LTm Ym

a existuje matice inverzni k matici A, pak lze nasobit zleva A~! a dostaneme A~ -
y=A"1-A.-x=F- 2=z, tj. hledané feseni.

Naopak rozepsanim podminky A - A~! = E pro neznamé skalary v hledané
matici A~! dostaneme n systéml linedrnich rovnic se stejnou matici na levé strané
a riznymi vektory napravo.



1. VEKTORY A MATICE 49

2.7. Ekvivalentni tipravy matic. Z hlediska feSeni systému rovnic
A-xz=b

je jisté prirozené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory b, které zadavaji
systémy rovnic se stejnym fesenim. Uvedeme si jednoduché manipulace s fadky
rovnic a stejnym zptisobem pak mtizeme upravovat i vektor napravo. Kdyz se ndm
podaii vlevo dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo Feseni ptivodniho
systému. Takovym operacim fikame 7ddkové elementdrni transformace. Jsou to:

e zaména dvou radkt
e vynasobeni vybraného radku nenulovym skalarem
e pricteni fadku k jinému radku.
Je zjevné, ze odpovidajici operace na trovni rovnic v systému nemohou zménit
mnozinu vSech jeho feseni. Pozdéji bude vidét, ze sloupcové transformace odpovidaji
feSeni téhoz systému ale v transformovanych soutadnicich
Analogicky, sloupcové elementdrni transformace matic jsou

e zaména dvou sloupct

e vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skalarem

e pricteni sloupce k jinému sloupci,
ty vSak nezachovavaji feseni prislusnych rovnic, protoze mezi sebou michaji samotné
promeénné.

Systematicky muzeme pouzit elementarni fadkové tupravy k postupné elimi-

naci proménnych. Postup je algoritmiclky a vétsinou se mu fikd Gausova eliminace
proménnych.

Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolngm okruhem skaldri K lze konecné mnoha
elementdrnimi fadkovymi transformacemi pievést na tzv. (fddkové) schodovity tvar:

o Je-lia;; =0 a vsechny predchozi proky na i-tém vddku jsou také nulové, potom
ar; = 0 pro vsechna k > i
e je-li agi—1y; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim vddku, pak a;; = 0.

DUKAz. Matice v fadkové schodovitém tvaru vypadé takto

0 ... 0 ary ... oo Q1m
0 ... 0 0 cee Q2 ... Q2m
0o ... ... 0 Alp

a matice miize, ale nemusi, kon¢it nékolika nulovymi fadky. K prevodu libovolné
matice mizeme pouzit jednoduchy algoritmus:

(1) Zaménou radku docilime, ze v prvnim fadku bude v prvnim nenulovém sloupci
nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.
(2) Pro i = 2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem a;j, i-tého fadku prvkem
a1; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém radku.
(3) Opakovanou aplikaci bodi (1) a (2), vzdy pro zbytek fadki a sloupcii v ziskané
matici dospéjeme po konecném poctu kroki k pozadovanému tvaru.
O
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Uvedeny postup je skuteéné pravé obvykla eliminace proménnych v systémech
linearnich rovnic. Pro Teseni systémii rovnic ma ale uvedeny postup rozumny smysl
jen, kdyz mezi skalary neexistuji délitelé nuly. Pokud tvori skalary pole, pak mtzeme
navic ze schodovitého tvaru snadno spoéist FeSeni (pfipadné ovéfit jeho neexistenci),
promyslete si peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a ptipadné Zs nebo Zs.

2.8. Poznamka. Vsimnéme si, Zze elementarni fadkové (resp. sloupcové) transfor-
mace odpovidaji vyndsobenim zleva (resp. zprava) nasledujicimi maticemi:
(1) Prehozeni i-tého a j-tého Fadku (resp. sloupce)

1 0

0

1

(2) Vynéasobeni i-tého fadku (resp. sloupce) skaldrem a:

1
1
@ —
1 7
1
(3) Secteni i-tého fadku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0
0
17— 1
1
1
J

Toto prostinké pozorovani je ve skutecnosti velice podstatné, protoze soucin
invertibilnich matic je invertibilni a vSechny elementarni transformace jsou nad
polem skalart invertibilni. Pro libovolnou matici A tedy dostaneme nasobenim
vhodnou invertibilni matici P = Py --- Py zleva (postupné nésobeni k& maticemi
zleva) jeji ekvivalentni fadkovy schodovity tvar A’ = P - A.

Jestlize obecné aplikujeme tentyz eliminacni postup na sloupce, dostaneme z
kazdé matice B jeji sloucovy schodovity tvar B’ vyndsobenim vhodnou invertibilni
matici Q = Q1 --- Q. Pokud ale zacneme s matici B = A’ v fddkové schodovitém
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tvaru, eliminuje takovy postup pouze vsechny dosud nenulové prvky mimo diago-
nalu matice a zavérem lze jesté i tyto elementarnimi operacemi zménit na jednicky.
Celkem jsme tedy ovérili dilezity vysledek, ke kterému se budeme mnohokrat vra-
cet:

2.9. Vé&ta. Pro kazdou matici A typu m/n nad polem skaldri K ezistuji ctvercové
inwvertibilni matice P dimenze m a Q dimenze n takové, Ze matice P- A je v fadkové
schodovitém tvaru a

1 ... 0 ... ... ... 0
0 1 0 0
P-A-Q=1, 0 1 0 0
0 0 0 0 0

2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V predchozich Gvahach jsme
se dostali prakticky k tiplnému algoritmu pro vypocet inverzni matice. B€hem jed-
noduchého nize uvedeného postupu bud zjistime, ze inverze neexistuje, nebo bude
inverze spoctena. I nadale pracujeme nad polem skalarii.

Ekvivalentni adkové transformace se ¢tvercovou matici A dimenze n vedou
k matici P’ takové, Zze P’ - A bude v fadkové schodovitém tvaru. Pfitom miZe
(ale nemusi) byt jeden nebo vice poslednich faddkt nulovych. Jestlize mé existovat
inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k P’- A. Jestlize vSak je posledni
fadek v P - A nulovy, bude nulovy i posledni fadek v P- A - B pro jakoukoliv matici
B dimenze n. Existence takového nulového fadku ve vysledku (fadkové) Gaussovy
eliminace tedy vylucuje existenci A~".

Piedpoklddejme nyni, ze A~! existuje. Podle pfedchoziho, nalezneme fadkové
schodovity tvar bez nulového fadku, tzn. Ze vSechny diagonélni prvky v P’ - A
jsou nenulové. Pak ovSem pokracovanim eliminace od pravého dolniho rohu zpét
a vynormovanim diagonalnich prvkd na jednicky ziskdme jednotkovou matici E.
Jingmi slovy, najdeme dalsi invertibilni matici P” takovou, Ze pro P = P” - P’ plati
P - A = E. Vyménou fadkovych a sloupcovych transformaci lze za predpokladu
existence A~! stejnym postupem najit @Q takovou, ze A-Q = E. Odtud

P=P.E=P-(4-Q)=(P-4)-Q=Q.

To ale znamend, Ze jsme nalezli hledanou inverzni matici A=! = P = Q k A.

Prakticky tedy mtizeme postupovat tak, ze vedle sebe napiseme ptivodni matici
A a jednotkovou matici E/, matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi tpravami
nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eliminaci na diagonalni matici a v té
nasobime radky inverznimi prvky z K. Tytéz tipravy postupné provadéné s E vedou
prévé k matici P = P - P’ z predchozich tvah, tedy z ni ziskdme préavé hledanou
inverzi. Pokud tento algoritmus narazi na vynulovani celého radku v ptivodni matici,
znamena to, Ze matice inverzni neexistuje.

2.11. Zavislost rfadku a sloupcu a hodnost matice. V ptedchozich Gvahach
a poctech s maticemi jsme stale pracovali se s¢itdnim fadkd nebo sloupci coby
vektort, spolu s jejich nasobenim skalary. Takové operaci fikame linedrni kombi-
nace. V abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime za chvili v 2.23, bude
ale uziteéné pochopit podstatu uz nyni. Linedrni kombinaci fadkt (nebo sloupct)
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matice A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz ayu;, +- - - +apu;, , kde a; jsou skalary,
uj = (aj1,...,a;,) jsou Fadky (nebo u; = (a1, ..., an;) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linedrni kombinace danych radku s alespon jednim nenulovym
skalarnim koeficientem, jejimz vysledkem je nulovy fadek, fikame, ze jsou linearné
zavislé. V opacném pripadé, tj. kdyz jedinou moznost jak ziskat nulovy fadek je vy-
néasobeni vyhradné nulovymi skalary, jsou linedrné nezavislé. Obdobné definujeme
linearné zavislé a nezavislé sloupce matice.

Predchozi vysledky o Gausové eliminaci mtzeme vnimat takovym zptsobem,
ze pocet vyslednych nenulovych ,schodi“ v fadkové nebo sloupcové schodovitém
tvaru je vzdy roven témuz prirozenému ¢islu a to poctu linearné nezévislych radkt
matice a témuz poctu linearné nezavislych sloupcii matice. Tomuto cislu fikame
hodnost matice, znac¢ime h(A). Zapamatujme si vysledné tvrzeni:

Véta. Necht A je matice typu m/n nad polem skaldri K. Matice A md stejng pocet
h(A) lindrné nezdvislych radki a linedrné nezdavislych sloupci. Zejména je hodnost
vZdy nejvyse rovna mensimu z rozméry matice A.

Algoristmus pro vypocet inverznich matic také fika, Ze ctvercova matice A
dimenze m ma inverzi praveé, kdyz je jeji hodnost rovna poctu radka m.

Ukazme si jesté uziti matic pro bézné geometrické transformace, podobné jako
v nasich tvahdch o geometrii roviny (viz 1.36):

2.12. Matice rotaci podle soufadnicovych os.

2.12.1. Napiste matici zobrazeni rotaci o tihel @ postupné kolem os z, y, z v R3.

Reseni. Pfi rotaci libovolného bodu kolem dané osy (feknéme z), se piislusna
souradnice daného bodu neméni, v roviné dané dvéma zbylymi osami pak jiz je
rotace dana znamou matici 2 x 2. Postupné tedy dostavame nasledujici matice:
Rotace kolem osy z:

cosp —sinp 0
sing cose 0
0 0 1

Rotace kolem osy y:

cosp 0 sinep
0 1 0
—sinp 0 cosg

Rotace kolem osy z:

1 0 0
0 cosp —singp
0 sinp cosep

U matice rotace kolem osy y musime davat pozor na znaménko. Je totiz rotace
kolem osy y v kladném smyslu, tedy takova rotace, ze pokud se divame proti sméru
osy ¥, tak se svét toci proti sméru hodinovych rucicek, je rotaci v zaporném smyslu
v roviné zz (tedy osa z se ota¢l smérem k x). Rozmyslete si kladny a zadporny smysl
rotace podél vsech tii os. (|
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2.13. Matice rotace kolem dané osy.

2.13.1. Napiste matici zobrazent rotace v kladném smyslu o ihel 60° kolem primky
dané pocdtkem a vektorem (1,1,0) v R3.

Reseni. Dan4 otaceni je slozenim nasledujicich t¥i zobrazeni:
e rotace 0 45° v zadporném smyslu podle osy z (osa rotace (1,1,0) prejde do osy
x)
e rotace o 60° v kladném smyslu podle osy x.
e rotace o 45° v kladném smyslu podle osy z (osa x pfejde zpét na osu danou
vektorem (1,1,0)).

Matice vysledné rotace tedy bude souc¢inem matic odpovidajicich témto trem
zobrazenim, pficemz pofadi matic je dano poradim provadéni jednotlivych zobra-
zeni, prvnimu zobrazeni odpovida v soucinu matice nejvice napravo. Celkem tedy
dostavame pro hledanou matici A vztah:

V2 V2o 1 0 0 V2 V2o 3 L V6
2 2 2 2 4 4 4
A=|v2 &2 g||o 3 | |2 & g|=| 1 3 _¥
2 2 2 2
V31
00 1/ \0 %5 3 o 0 1 —vE M8 1
O

2. Determinanty

V paté ¢asti prvni kapitoly jsme vidéli, ze pro ¢tvercové matice dimenze n
nad realnymi ¢isly existuje skalarni funkce det, kterda matici pfiradi nenulové ¢islo
pravé, kdyz existuje jeji inverze. Nerikali jsme to sice stejnymi slovy, ale snadno si
to ovéfite, viz odstavce poéinaje 1.35 a formule (1.26). Determinant byl uziteény i
jinak, viz 1.37 a 1.38, kde jsme si volnou tvahou odvodili, ze obsah rovnobéznika by
mél byt linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektori definujicich rovnobéznik a ze
je uzitecné zaroven pozadovat zménu znaménka pi¥i zméné poradi téchto vektort.
Protoze tyto vlastnosti mél, az na pevny skaldrni nasobek, jediné determinant,
odvodili jsme, Ze je obsah dan praveé takto. Nyni uvidime, Ze podobné lze postupovat
v kazdé kone¢né dimenzi.

V této ¢asti budeme pracovat s libovolnymi skaldry K a maticemi nad témito
skalary.

2.14. Definice determinantu. Pripomenme, Ze bijektivni zobrazeni mnoziny X
na sebe se nazyva permutace mnoZiny X, viz 1.5. Je-li X = {1,2,...,n}, lze per-
mutace zapsat pomoci vysledného potradi ve formé tabulky:

1 2 .. n
<U(1) o(2) ... a(n)> '
Prvek = € X se nazyva samodruznym bodem permutace o, je-li o(x) = z. Permu-
tace o takovd, ze existuji pravé dva rtzné prvky z,y € X s o(z) =y a o(z) = z
pro vSechna ostatni z € X se nazyvé transpozice, znacime ji (z,y).
V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchy — vezmeme vSechny

mozné souciny dvou prvki, po jednom z kazdého sloupce a fadku matice, opat-
fime je znaménkem tak, aby pii pfehozeni dvou sloupcii doslo ke zméné celkového
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znaménka, a vyrazy vSechny secteme:

A= (CC‘ Z) det A = ad — be.

Obecné, nechf A = (a;;) je ¢tvercovd matice dimenze n nad K. Determinant matice
A je skaldr det A = |A| definovany vztahem

|A| = Z sgn(a)ala(l) *A25(2) " Opo(n)
oEX,
kde X, je mnozina vSech moznych permutaci na {1, ...,n} a znaménko sgn pro kaz-
dou permutaci jesté musime popsat. Kazdy z vyrazt sgn(o)ai(1) - @20(2) * * - Gno(n)
nazyvame clen determinantu |Al.
Jednoduché ptiklady uz umime: je-li n = 1, pak |a11]| = a11 € K, a pron =2 je

air a2

= +a11022 — 12021
a1 a2

Podobné pro n = 3 se d4 uhodnout (chceme linearitu v kazdém sloupci a antisy-
metrii)

a1l a2 ais
G21 Q22 Q23| =+ 11022033 — Q13022031 + A13021032
az1 asz ass

— (11023032 + 412023031 — A12G21033.

Tomuto vzorci se Fika Saarusovo pravidlo.

Jak tedy najit spravna znaménka? Rikdme, Ze dvojice prvki a,b € X =
{1,...,n} tvofi inverzi v permutaci o, je-li a < b a o(a) > o(b). Permutace o
se nazyvéa sudd (resp. lichd), obsahuje-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)Potet inverzi 5 ynagime ji prave sgn(o). Tolik definice,
chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z nasledujicitho tvrzeni uz je jasné vidét,
7e Saarusovo pravidlo skuteéné poc¢ita determinant v dimenzi 3.

Tvrzeni. Na mnoZiné X = {1,2,...,n} je prdvé n! rizngch permutaci. Tyto lze
seradit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé po sobé jdouci se lisi pravée jednou trans-
pozici. Lze pri tom zacit libovolnou permutaci a kazZdd transpozice méni paritu.

DUKAZ. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni samoziejmé plati. Budeme
postupovat indukei pres dimenzi.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s n — 1 prvky a uvazme
permutaci o(1) = a1,...,0(n) = a,. Podle indukéniho predpokladu vSechny per-
mutace, které maji na poslednim misté a,,, dostaneme z tohoto poradi postupnym
provadénim transpozic. P¥itom jich bude (n — 1)!. V poslednim z nich prohodime
o(n) = a, za néktery z prvkd, ktery dosud nebyl na poslednim misté, a znovu
usporadame vsechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim misté do
posloupnosti s pozadovanymi vlastnostmi. Po n-nasobné aplikaci tohoto postupu
ziskdme n! zarucené riznych permutaci, tzn. vSechny, pravé predepsanym zpuso-
bem. Vsimnéte si, ze dulezitou ¢asti postupu je moznost zacit s libovolnou z per-
mutaci.

Zbyva posledni dovétek o paritdch. Uvazme potadi (a1, ..., a:, ait1,...,n), ve
kterém je r inverzi. Pak zjevné je v poradi (ai,...,ai+1,a;...,n) bud r — 1 nebo
r + 1 inverzi. Kazdou transpozici (a,, a;) lze pfitom ziskat postupnym provedenim
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(j—1)+(j—i—1) =2(j —14) — 1 transpozic sousednich prvkii. Proto se provedenim
libovolné transpozice parita permutace zméni. Navic jiz vime, ze vSechny permutace
Ize ziskat provadénim transpozic. g

Zjistili jsme, ze provedeni libovolné transpozice zméni paritu permutace a ze
kazdé poradi éisel {1,2,...,n} lze ziskat postupnymi transpozicemi sousednich
prvki. Dusledkem tohoto popisu je, Ze na kazdé mnoziné X = {1,...,n}, n > 1, je
pravé %n! sudych a %n! lichych permutaci.

Jestlize slozime dvé permutace za sebou, znamené to provést napied vSechny
transpozice tvorici prvni a pak druhou. Proto pro libovolné permutace o, : X — X
plati

sgn(o on) = sgn(o) -sgn(n), sgn(o~") = sgn(o).

2.15. Rozklad permutace na transpozice.

123 45
P‘<31254)

jako slozeni transpozici. Je tato permutace sudd nebo lichd?

2.15.1. Napiste permutaci

Reseni. Transpozici prvki i a j, budeme znacit jako (i,75). Danou permutaci mi-
zeme rozlozit nejprve na nezavislé cykly, ty potom na transpozice. V nasem ptipadé
je dané transpozice slozenim dvou cyklt: (1,2,3) a (4,5) (rozklad dostaneme tak,
ze si vybereme jeden prvek a ten opakované zobrazujeme pomoci dané permutace,
dokud nedostaneme na pocatku zvoleny prvek; ,cesta“ prvku tvori cyklus; z prvki,
které jsme jesté neprosli vybereme opét dalsi a opét ho opakované zobrazujeme po-
moci dané permutace; opakujeme tak dlouho, dokud neprobereme vsechny prvky
mnoziny, na které permutace piisobi). V nasem piipadé se prvek 1 zobrazuje na 3,
prvek 3 na prvek 2, prvek 2 zpét na 1, dostavame tedy cyklus (1, 3,2). Prvni prvek,
ktery jsme jesté neprosli je ¢islo 4: 4 se zobrazuje na 5, 5 zpét na 4; dostavame
transpozici, neboli cyklus délky dva. Mame tedy

P=(1,3,2)0(4,5).
Cyklus (1,3, 2) jesté rozlozime na transpozice: (1,3,2) = (1,3) 0 (3,2). Celkem tedy
P=(1,3)0(3,2)0(4,5).

Parita poc¢tu transpozici v rozkladu je dana jednoznacéné a udava sudost ¢i lichost
permutace. Nase permutace je tedy licha. O

2.16. Jednoduché vlastnosti determinantu. Pro kazdou matici A = (a;;)
typu m/n na skalary z K definujeme matici transponovanou k A. Jde o matici
AT = (aj;) s prvky aj; = aj; typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = AT se nazyva symetrickd. Jestlize plati
A = —AT pak se A nazyva antisymetricka.

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A plati

1) |AT] = 4],

2) Je-li jeden tddek v A tvoien nulovymi prvky z K, pak |A] =0,

3) Jestlize matice B vznikla z A vyménou dvou vddki, pak |A| = —|B],

4) Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim tddku skaldrem a € K, pak |B| =
alAl,

o~ o~ —
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(5) Jsou-li proky k-tého Fadku v A tvaru ag; = cxj + by; a vSechny ostatnt Tadky v
maticich A, B = (bi;), C = (cij) jsou stejné, pak |A| = |B| + |C|,

(6) Determinant |A| se nezmeénd, pricteme-li k libovolnému Tddku A linedrni kom-
binact ostatnich radki.

DtKAz. (1) Cleny determinantt |A| a |AT| jsou v bijektivni korespondenci.
Clenu sgn(0)a14(1) * @26(2) * * * Ano(n) Piitom odpovida ¢len

SgN(0) a0 (1)1 * Ag(2)2 " * * Uo(n)n = SEN(0)A15-1(1) * A25-1(2) " * Ano—1(n),

pri¢emz musime ovéfit, Ze je tento Clen opatfen spravnym znaménkem. Parita o a
o1 je ale stejnd, jde tedy opravdu o ¢élen |AT| a prvni tvrzeni je dokdzéano.

(2) Plyne piimo z definice determinantu, protoze vSechny jeho ¢leny budou
nulové.

(3) Ve vSech ¢lenech |A| dojde u permutaci k pfidani jedné transpozice, zna-
ménko vSech ¢lent determinantu tedy bude opacné.

(4) Vyplyvéa piimo z definice, protoZe ¢leny determinantu |B| jsou ¢leny |A]
vynasobené skalarem a.

(5) V kazdém ¢lenu |A| je pravé jeden soudinitel z k-tého Fadku matice A.
Protoze plati distributivni zakon pro nasobeni a sc¢itani v K, vyplyva tvrzeni ptimo
z defini¢niho vztahu pro determinanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné Fadky, jsou mezi ¢leny determinantu vzdy dva s¢itance
stejné az na znaménko. Proto je v takovém pfipadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni
(5) mozné pricist k vybranému fadku libovolny jiny fadek, aniz by se zmnénila
hodnota determinantu. Vzhledem k tvrzeni (4) lze ale pficist i skalarni nasobek
libovolného jiného Fadku. O

2.17. Poznamka. Vsimnéme si hezkého dusledku prvniho tvrzeni predchozi véty
o rovnosti determinantd matice a matice transponované. Zarucuje totiz, ze kdyko-
liv se ndm podafi dokazat néjaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuzi-
tim Fadka prislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce. Napf. tedy
mizeme okamzité vSechna tvrzeni (2)—(6) této véty pieformulovat i pro pfic¢itani
linearnich kombinaci ostatnich sloupct k vybranému.

Vlastnosti (3)—(5) fikaji, ze determinant jako zobrazeni, které n vektorim di-
menze n (Fadkim nebo sloupciim matice) ptifadi skalér je antisymetrické zobrazeni
linearni v kazdém svém argumentu, presné jak jsme podle analogie z dimenze 2 po-
zadovali.

Pro matici v fadkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je jedinym nenu-
lovym clenem determinantu ten, ktery odpovidé identické permutaci. Vidime tedy,
7e determinant takové matice je |A| = ai1 - ag2 -+ - anp. Predchozi véta tedy po-
skytuje velice efektivni metodu vypoctu determinanti pomoci Gaussovy elimina¢ni
metody, viz. 2.7.

2.18. Dalsi vlastnosti determinantu. Casem uvidime, Ze skuteéné stejné jako
v dimenzi dva je determinant matice roven orientovanému objemu rovnobéznosténu
uréeného jejimi sloupci. Uvidime ¢asem také, ze kdyz uvazime zobrazeni z +— A - x
zadané Ctvercovou matici A na R", pak muZeme determinant této matice vidét
jako vyjadieni poméru mezi objemem rovnobéznosténii danych vektory z1,...x, a
jejich obrazy A-x1,..., A x,. Protoze skladéni zobrazeni x — A -2 — B - (A - 1)
odpovida nasobeni matic, je snad docela pochopitelna tzv. Cauchyova véta:
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Véta. Necht A = (a;;), B = (bij) jsou ctvercové matice dimenze n nad okruhem
skalara K. Pak |A- B| = |A| - |B|.

My tuto vétu odvodime ryze algebraicky uz proto, ze predchozi odvolavka na
geometricky argument tézko muze fungovat pro jakékoliv skalary. Zakladnim na-
strojem je tzv. rozvoj determinantu podle jednoho nebo vice fadkt ¢i sloupct.
Budeme potfebovat néco malo technické piipravy. Ctenaf, ktery by snad tolik abs-
trakce neztravil mize tyto pasaze preskocit a vstiebat pouze znéni Laplaceovy véty
a jejich dtsledk.

Necht A = (a;5) je matice typum/nal<i; <...<ip<m,1<j;<...<
J1 < n jsou pevné zvolend prirozend ¢isla. Pak matici

ailjl a’i1j2 A a’iljf
M =
Qiggr  Qiggs -+ Qiggy
typu k/¢ nazgvame submatici matice A uréenou ¥adky i, ..., % a sloupci ji, ..., js.

Zbyvajicimi (m—k) fadky a (n—I) sloupci je uréena matice M* typu (m—=k)/(n—¥¢),
kterd se nazyva doplrikovd submatice k M v A. Pti k = { je definovan | M|, ktery
nazyvame subdeterminant nebo minor fadu k matice A. Je-li m = n, pak pii k = /¢
je 1 M* ¢tvercovéa a |M*| se nazyva doplnék minoru | M|, nebo doplitkovy minor k
submatici M v matici A. Skalar

(71)i1+"'+ik:+j1+"'+jl . |M*|

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |M|. Submatice tvofené prvnimi k radky a
sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich determinanty hlavni minory matice A.
Pii specidlni volbé k = £ = 1, m = n hovorime o algebraickém dopliku A;; prvku
a;; matice A.

Pokud je |M| hlavni minor matice A, pak p¥imo z definice determinantu je vidét, Ze soucin
|M] s jeho algebraickym dopliikem je &lenem determinantu.

Necht je obecna submatice M urcena radky i1 < ia < --- < ix a sloupci j1 < -+ < Jjk.
Pak pomoci (i1 — 1)+ - -+ (ix, — k) vymén sousednich fadkd a (j1 —1)+- -+ (jrx — k) vymén
sousednich sloupcti v A prevedeme submatici M na hlavni submatici a doplrikova matice pfitom
prejde pravé na dopliikovou matici. Celd matice A prejde pfitom v matici B, pro kterou plati
podle 2.16 a definice determinantu |B| = (—1)*|A|, kde oo = 3% _, (i, — jn) — 2(1+ -+ k).
Tim jsme ovéfili:

Tvrzeni. Necht A je ¢tvercovd matice dimenze n a |M]| je jeji minor vddu k < n. Pak
soucin libovolného clenu |M| s libovolngm clenem jeho algebraického doplriku je clenem
|Al.

Toto tvrzeni uz podbizi predstavu, ze by se pomoci takovych soudinii mensich determi-
nantt skute¢né mohl determinant matic vyjadfovat. Vime, Ze |A| obsahuje pravé n! riznych
¢lent, pravé jeden pro kazdou permutaci. Tyto ¢leny jsou navzdjem rizné jakozto polynomy v
prvcich (nezndmé obecné) matice A, pfitom Ize pro kazdy z €lent zvolit matici A takovou, Ze
pouze tento ¢len bude nenulovy.

UkaZeme si, Ze uvazované souciny | M| - |M*| obsahuji pravé n! riznych &lent z | A|, bude
tvrzeni véty dokdzano. Ze zvolenych k radki lze vybrat (Z) minorll M a podle predchoziho
lematu je kazdy z kl(n — k)! &lend v soudinech |M| s jejich algebraickymi dopliiky €lenem
|A|. Pfitom pro riizné vybéry M nemU(Zeme nikdy obdrzet stejné ¢&leny a jednotlivé Eleny
v (1)t 0| | M| jsou také po dvou rizné. Celkem tedy mame pravé
pozadovany pocet k!(n — k)'(Z) = n! &lend.

Tim jme bezezbytku dokazali tzv. Laplaceovu vétu:
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Véta. Necht A = (ai;) je ¢tvercovd matice dimenze n nad libovolngm okruhem
skaldri a necht je pevné zvoleno k jejich ¥ddki. Pak |A| je soucet viech (}) soucini
(—1)attitittiv | M| . |M*| minori fddu k vybrangch ze zvolenych vadki, s
jejich algebraickymi dopliky.

2.19. Dusledky Laplaceovy véty. Piedchozi véta prevadi vypocet |A| na vy-
pocet determinantt nizsitho stupné. Této metodé vypoctu se tika Laplacetv rozvoj
podle zvolenych tadki ¢i sloupcii. Napt. rozvoj podle i-tého Ffadku nebo i-tého

sloupce:
n n
Al = aiAiy =) ajids
=1 j=1
kde A;; oznacuje algebraicky doplnék k prvku (minoru stupné 1) a;;. Pii praktic-
kém pocitani determinantt byva vyhodné kombinovat Laplaceiiv rozvoj s pfimou
metodou pric¢itani linedrnich kombinaci fadku ¢i sloupci.

2.20. Priklady.

2.20.1. Spocitejte determinant matice

1 3 5 6
1 2 2 2
111 2
01 21

Reseni. Za¢neme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice (jednu) nul.
Postupné dostavame

1 g g g 2 2 2 3 5 6 3 5 6
111 92 = 1.1 1 2/—1-(1 1 2{4+1-|2 2 2
01 2 1 1 21 1 2 1 1 2 1
Podle Saarué)va pravidla _9_9 + 6 —9
O

2.20.2. Naleznéte vsechny hodnoty argumentu a takové, Ze

a 1 1 1

0 a 1 1 1

01 a 1| 7

00 0 —a

Pro komplexni a uvedte bud jeho algebraicky nebo goniometricky tvar.

ResSeni. Spocitame determinant rozvinutim podle prvniho sloupce matice:

a 1
a 1 1
D = 0 a 11 =a-|1 a 1],
01 a 1 00 —
000 —a “
déle rozvijime podle posledniho fadku:
_ L P
foa~aa 1’ a®(a”® —1)
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Celkem dostavame nasledujici podminku pro a: a* — a? + 1 = 0. Substituci ¢ = a2,
pak mame t? —t + 1 s koteny ¢; = # = cos(m/3) + isin(w/3), t1 = 1%‘/3 =
cos(m/3) —isin(m/3) = cos(—m/3) +isin(—n/3), odkud snadno uréime ¢tyfi mozné
hodnoty parametru a: cos(/6) +isin(r/6) = V/3/2+i/2, cos(7r/6) +isin(77/6) =
—V/3/2 —i/2, cos(—7/6) + isin(—7/6) = /3/2 — i/2, cos(57w/6) + isin(5n/6) =
—V3/2+i/2. O

Vypocet determinanti bude standardnim krokem v mnoha dalSich tlohach,
proto ponechame i procvicovani na tyto praktictéjsi prilezitosti.

2.21. Dukaz Cauchyovy véty. Jde o trikovou ale elementérni aplikaci Laplaceovy véty.
Pouzijeme prosté dvakrat Laplaceilv rozvoj na vhodné matice:

Uvazme nejprve matici H dimenze 2n (pouZivdme tzv. blokovou symboliku, tj. piseme
matici jakoby sloZenou z matic)

all e QA1n 0 e 0
I A 0 _|ant . ann 0O ... 0
-E B -1 0 bir ... bin
0 -1 bpr ... bun
Laplaceovym rozvojem podle prvnich n Fadk( obdrzime pravé |H| = |A| - | B|.

Nyni budeme k poslednim n sloupciim postupné pricitat linedrni kombinace prvnich n
sloupct tak, abychom obdrzeli matici s nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

all - Ain C11 - Cln

_ an1 cee Ann Cn1 e Cnn
K= —1 0 0o ... 0
0 -1 0o ... 0

Prvky submatice nahore vpravo pfitom musi spliovat

cij = aitbij + aioboj + -+ - 4 ainbnj
neboli jde pravé o prvky soucinu A - B a |K| = |H|. Pfitom rozvojem podle poslednich n
sloupcli dostavame

K| = (—1)" AL B = (<)Y 4 Bl = |4 B,

2.22. Determinant a inverzni matice. Pfedpokladejme nejprve, Ze existuje
matice inverzni k matici 4, tj. A- A~! = E. Protoze pro jednotkovou matici plati
vzdy |E| = 1, je pro kazdou invertibilni matici vzdy |A| invertibilni skalar a plati
A7t =AY

My v8ak kombinaci Laplaceovy véty a Cauchyho véty umime vic. Pro libovolnou
¢tvercovou matici A = (a;;) dimenze n definujeme matici A* = (a;), kde a}; = Aj;
jsou algebraické doplinky k prvkim aj; v A. Nazgvame ji algebraicky adjungovand
matice k matici A.

Véta. Pro kazZdou c¢tvercovou matici A nad okruhem skalaru K plati
AA*=A"A=|A|-E.
Zejmeéna tedy



.17

60 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

(1) A=Y existuje jako matice nad okruhem skaldri K prdve, kdyZ |A|~" existuje v
K.
(2) Pokud existuje A=Y, pak plati A= = |A|~1 - A*.

DUKAzZ. Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, ze z existence A™! vyplyva
invertibilita |A| € K. Pfedpoklddejme naopak, ze |A| je invertibilni skalar. Spocteme
primym vypoctem A - A" = (¢;5):

n n
Cij = ZaikaZj = aikAjk~
k=1 k=1
Pokud i = j je to pravé Laplacetiv rozvoj |A| podle i-tého fadku. Pokud i # j jde o rozvoj
determinantu matice v niz je i-ty a j-ty fadek stejny a proto je ¢;; = 0. Odtud plyne
A- A" =|A|- E, ale jiz v 2.10 jsme odvodili, Ze z rovnosti A- B = E plynei B- A = E.
(Pokud tomu nékdo dé prednost, mize zopakovat predesly vypocet pro A* - A.) (|

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Vratme se ted na chvilku k systémtim m linedrnich rovnic pro n proménnych z
2.3 a predpokladejme navic, ze jde o rovnice tvaru A - x = 0, tj.

a1 e A1p T 0

Ami -+ GQmn Ty 0

Diky vlastnosti distributivity pro nasobeni matic je okamzité ziejmé, ze soucet dvou
feSeni = (x1,...,2,) ay = (y1,-..,Yn) splituje

A (z+y)=A-z+A-y=0

a je tedy také feSenim. Stejné tak zustava feSenim i skaldrni nasobek a-z. Mnozina
vSech feSeni pevné zvoleného systému rovnic je proto uzaviend na séitani vektorid a
nasobeni vektori skalary. To byly zakladni vlastnosti vektorti dimenze n v K", viz
2.1. Ted ale médme vektory v prostoru feSeni s n soufadnicemi a ,,dimenze* tohoto
prostoru uré¢ité nemé byt n (pokud matice systému neni nulovd). Piipady dvou
rovnic pro dvé neznamé jsme potkali pii feSeni geometrickych problémii v roviné v
1.34 a pro dvé zavislé rovnice byl mnozinou vsech feseni ,, jednorozmérny“ prostor —
primka. U dvou nezavislych rovnic to byl priisecik dvou piimek, tj. ,nularozmérny“
prostor.

Uz v 1.16, jsme ale potkali jesté zajimavéjsi priklad prostoru vsech reseni ho-
mogenni linearni diferenéni rovnice (druhého fadu). Opét jsme dvé FeSeni mohli
libovolné kombinovat pomoci s¢itani a nasobeni skalary a dostali jsme tak vsechna
mozné tfeSeni. Tyto ,vektory“ ovSem jsou nekonecné posloupnosti ¢isel, prestoze
intuitivné ocekdvame, ze dimenze celého prostoru feSeni by méla byt dvé.

Potiebujeme proto obecnéjsi definici vektorového prostoru a jeho dimenze:

2.23. Abstraktni vektorové prostory. Vektoroviym prostorem V mnad polem
skalart K rozumime mnozinu spolu s operaci s¢itani, pro kterou plati axiomy
1.1(KG1)—(KG4), a s ndsobenim skalary, pro které plati axiomy 2.1(V1)—(V4).
Pripoménme nasi jednoduchou konvenci ohledné znaceni: skalary budou zpravi-
dla oznacovany znaky z poc¢atku abecedy, tj. a, b, c, . .., zatimco pro vektory budeme
uzivat znaky z konce, u, v, w, z, y, z. Pfitom jesté navic vétSinou x, y, z budou
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opravdu n-tice skalard. Pro uplnost vyctu, pismena z prostiedka, napt. i,j,k, ¢
budou nejcastéji oznacovat indexy vyrazil.

Abychom se trochu pocvicili ve formélnim postupu, ovéfime jednoduché vlast-
nosti vektort (které pro n-tice skaldrt byly samozfejmé, nicméné ted je musime
odvodit z axiom)

Tvrzeni. NechtV je vektorovy prostor nad polem skaldri K, ddle uvaZme a,b,a; €
K, vektory u,v,u; € V. Potom

(1) a-u=0 pravé kdyz a = 0 nebo u =10

(
(
24) (a—=b)-u=a-u—b-u

DUKAZ. Muzeme rozepsat

(a+0)-u(‘/=2)a-u+0-u=a-u

coz podle axiomu (KG4) zarucéuje 0 -« = 0. Nyni

(V2)

u+(=1)-u 1+(-1))-u=0-u=0

a odtud —u = (—1) - u. Déale

(V2,V3)
= a -

a-(u+(—1)-v) u+(—a)-v=a-u—a-v

coz dokazuje (3). Plati

(V2,V3)
= a -

(a—b)-u u+(=b)-u=a-u—>b-u

a tim je ovéfeno (4). Vztah (5) plyne indukci z (V2) a (V1).

Zbyva (1):a-0=a-(u—u) =a-u—a-u =0, coz spolu s prvnim tvrzenim
tohoto dikazu ukazuje jednu implikaci. K opac¢né implikaci poprvé potiebujeme
axiom pole pro skalary a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-lip-u=0ap # 0,
paku=1-u=(p ' -p)-u=pt-0=0. O

V odstavci 2.11 jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi fadkt matice.
S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky: Vyrazy tvaru aj - vy +-- -+
ay - v nazyvame linedrni kombinace vektoru wvi,...,vr C V. Mnozina vektori
M C V ve vektorovém prostoru V nad K se nazyva linedrné nezdvisld jestlize pro
kazdou k-tici vektort vy, ...,v € M a kazdé skalary aq,...,a; € K plati:

ap v+ Fap-vy=0 = a;=ay=---=a,=0.
Posloupnost vektorii vy, ..., vx nazveme linedrné nezdvislou jestlize vy, ..., vy jsou
po dvou rizné a {vy,...,v;} je linedrné nezavisla. Mnozina M vektori je linedrné

zavisld, jestlize neni linedrné nezavisla. Pfimo z definice pak vyplyva, Ze neprazdna
podmnozina M vektori ve vektorovém prostoru nad polem skalara K je zavisla
pravé, kdyz je jeden z jejich vektortu vyjadritelny jako linedrni kombinace ostatnich.

Ptfimo z definic plyne, Ze kazdd podmnozina linearné nezavislé mnoziny M je
linearné nezavisla. Stejné snadno vidime, ze M C V je linedrné nezavisld pravé
tehdy, kdyz kazda konecnd podmnozina v M je linedrné nezavisla.
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2.24. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o nasledujicich mnozinéch,
jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem realnych cisel:

(1) Mnozina feSeni homogenni diferen¢ni rovnice.
(2) Mnozina feSeni nehomogenni diferenéni rovnice.

3) {f:R—>R|f(z) =c,ce R}

ReSeni. (1) Ano. Mnozina feSeni, tedy mnozina posloupnosti vyhovujicich dané
diferen¢ni homogenni rovnici, je evidentné uzaviend vzhledem ke s¢itani i ndsobeni
realnym ¢islem: méjme posloupnosti (z,)°2 a (yn)5>, vyhovujici stejné homogenni
diferenc¢ni rovnici, tedy

a(n)z, +an—Dz,_1+---+al)zy = 0
a(m)yn +a(n —yp—1+ - +al)yr =

Seétenim téchto rovnic dostaneme

a(n)(zn +yn) + a(n —1)(@n-1+yn-1) + - +al)(@ +y1) = 0,

tedy i posloupnost (x,, + yn)SZ,, vyhovuje stejné diferenéni rovnici. Rovnéz tak
pokud posloupnost (z,)2%, vyhovuje dané rovnici, tak i posloupnost (kz,)52,
kde k € R.

(2) Ne. Soucet dvou FeSeni nehomogenni rovnice

a(n)ey, +aln—1zp_1+---+al)zy = ¢
a(n)yn +a(n—yn1+--+al)yn = ¢, ceR—-{0}

vyhovuje rovnici

a(n)(xn +yn) +a(n —1)(xn_1 +yn-1) + - +a(l)(x1 +y1) = 2c#c,

zejména pak nevyhovuje ptivodni nehomogenni rovnici.

(3) Vnimame-li zadani jako ,pro pevné x € R a pevné ¢ pozadujeme po re-
alnych funkcich, aby f(z) = ¢, pak je to vektrorovy prostor pravé, kdyz ¢ = 0.
Pokud nam jde naopak o konstantni funkce, ty pochopitelné vektorovy prostor jsou
(opét jednorozmérny realny prostor R). O

2.25. Generatory a podprostory. Podmnozina M C V se nazyva vektorovgm
podprostorem jestlize spolu se zUzenymi operacemi s¢itani a nasobeni skalary je
sama vektorovym prostorem. Tzn. pozadujeme

Va,b e K, Yo,w e M, a-v+b-w € M.

Rozeberme si hned nékolik piikladii: Prostor n—tic skalari R™ se s¢itanim a
néasobenim po slozkach je vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad
Q. Napt. pro m = 2, jsou vektory (1,0),(0,1) € R? linedrné nezévislé, protoze z
a-(1,0)+b-(0,1) = (0,0) plyne a = b = 0. Déle, vektory (1,0),(v/2,0) € R?
jsou linearné zavislé nad R, protoze v/2 - (1,0) = (v/2,0), ovéem nad Q jsou line-
arné nezavislé! Nad R tedy tyto dva vektory , generuji“ jednorozmérny podprostor,
zatimco nad Q je dvourozmérny.
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Polynomy stupné nejvyse m tvoii vektorovy prostor R,,[z]. Polynomy mizeme
chapat jako zobrazeni f : R — R a séitani a nasobeni skalary definujeme takto:
(f+9)(x) = flx)+g(x), (a- f)(x) = a- f(x). Polynomy vSech stuptiii také tvori
vektorovy prostor Ry [z] a R,,[z] C R,[z] je vektorovy podprostor pro vSechna
m < n < oco. Podprostory jsou napr. vsechny sudé polynomy nebo liché polynomy
(f(—2) = £f(x)).

pIné analogicky jako u polynomt muZzeme definovat strukturu vektorového
prostoru na mnoziné vsech zobrazeni R — R nebo vSech zobrazeni M — V libovolné
pevné zvolené mnoziny M do vektorového prostoru V.

Protoze podminka v definici podprostoru obsahuje pouze univerzalni kvantifi-
katory, je jisté prunik podprostori opét podprostor. Snadno to ovéfime i pfimo:
Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve V, a,b € K, u,v € N;e;W;. Pak
pro vSechny i € I, a-u+b-v € W, to ale znamena, ze a-u+b-v € N W,.

Zejména je tedy podprostorem prinik vSech podprostort W C V, které ob-
sahuji pfedem danou mnozinu vektord M C V. Rikdme, Ze takto M generuje
podprostor (M), nebo zZe prvky M jsou generdtory podprostoru (M).

Zformulujme opét nékolik jednoduchych tvrzeni o generovani podprostor:

Tvrzeni. Pro kaZdou podmnozinu M C 'V plati

(1) < y={ar-ur+---+ap u keNq € K, u; eEM,j=1,...,k}
(2) M = (M) prdvé kdyz M je vektorovy podprostor

(3) jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor

(4) (0y = {0} C V, trividlni podprostor.

DUkaz. (1) Plati {ajus + -+ + apug} C (M) a zaroven je to vektorovy pod-
prostor (ovéite!), ktery obsahuje M. (2) plyne z (1) a definice vektorového pod-
prostoru. (3): Nejmensi vektorovy podprostor je {0}, protoze prézdnou mnoZinu
obsahuji vSechny podprostory a kazdy z nich obsahuje 0. O

2.26. Béaze a souéty podprostoru. Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak

podprostor generovany jejich sjednocenim, tj. (U;c7V;), nazyvame souctem podpro-

storu V;. Znac¢ime Zie[ Vi. Zejména pro Vp,..., Vi, C V),
Vit +Vie=(ViulaU---UW).

Vidéli jsme, ze kazdy prvek v uvazovaném souctu podprostort mizeme vy-
jadrit jako linedrni kombinaci vektord z podprostori V;. Protoze vSak je s¢itani
vektort komutativni, 1ze k sobé poskladat ¢leny patiici do stejného podprostoru a
pro konec¢ny soucet k podprostort tak dostavame

Vi4 Vot 4+ Vi={vi+ - +u; v,eVi,i=1,...k}

Soucet W = Vi +---+ V), C V se nazyva primy soucet podprostord, jsou-li priniky
vSech dvojic trividlni, tj. V; N'V; = {0} pro vSechny i # j. V takovém pfipadé lze
kazdy vektor w € W napsat pravé jednim zpusobem jako soucet

w:U1+"'+Uka
kde v; € V;. Pro pfimé soucty piSeme
W:V1@"'@Vk:@§:1vi-

Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V, jestlize (M) =V
a M je linedrné nezavisla. Vektorovy prostor, ktery ma konecnou bazi nazyvame
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konecnérozmérny, mohutnost baze nazyvame dimenzi V2. Nema-li V koneénou bézi,
tikdme, ze V je nekonecnérozmerny. PisSeme dimV = k, k € N, pfipadné k = oo.
Bézi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici v = (vq ..., vx)
bazovych vektort. Jde tu predevsim o zavedeni konvence: U kone¢nérozmérnych
podprostorti budeme totiz vzdy uvazovat bazi véetné zadaného potadi prvki i kdyz
jsme to takto, striktné vzato, nedefinovali.

Zjevné, je-li (v1,...,v,) bazi V, je cely prostor V pfimym souc¢tem jednoroz-
mérnych podprostori

V=)@ - ®(vy).

2.27. Véta. Z libovolné konecné mnoziny generatori vektorového prostoru V lze
vybrat bdzi. Kazdd bdze V' md pritom stejny pocet prokii.

DUKAZ. Prvni tvrzeni je snadno vidét indukei pres pocet generatorii k: Jediné nulovy
podprostor nepotiebuje zadny generator a tedy umime vybrat prazdnou bazi. Naopak,
nulovy vektor vybrat nesmime (generdtory by byly linedrné zavislé) a nic jiného uz v
podprostoru neni. P¥i k = 1 je V = ({v}) a v # 0 protoze {v} je linedrné nezavisla
mnozina vektora. Pak je ovSem {v} zdroven baze V.

Piedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro & = n, a uvazme V = (v1,...,Un+1). Jsou-li
V1,...,Un+1 linedrné nezavislé, pak tvori bazi. V opa¢ném piipadé existuje index i takovy,
ze

Vi = a1v1 + -0+ Gi-1Vi-1 + Qip1Vip1 + oo+ Gnp1Ung.

Pak ovSem V = (v1,...,0i—1,Vit1,...,VUnt1) & jiz umime vybrat bazi (podle indukéniho
predpokladu).

Zbyva ovérit, ze baze maji vzdy stejny pocet prvki. Uvazujme bazi (v1,...,v,) pro-
storu V' a libovolny nenulovy vektor

U=ai-vi+--+an-vn €V

s a; # 0 pro jisté i. Pak
1
vi=;(uf(ch~v1+~-+aifl-v¢71+a¢+1~vi+1+~~-+an4vn))

a proto také (u,vi,...,vi—1,Vit1,...,0,) = V. Jisté je to opét béaze, protoze vektory
V1y.eoyVie1, Vigl, - - -, Un byly nezavislé, takze kdyby pridanim w vznikly linearné zavislé

vektory, pak by u bylo jejich linedrni kombinaci, ale to by znamenalo V' = (v, ..., vi—1,Vit1,. ..

coz neni mozné. Takze uz vime, ze pro libovolny nenulovy vektor u € V existuje i,
1 < i <n, takové, ze (u,v1,...,Vi—1,Vit1,...,Vn) je opét baze V.

Dale budeme misto jednoho vektoru u uvazovat linearné nezavislou mnozinu uy, . . ., ug
a budeme postupné pridavat ui,us, ..., vzdy vyménou za vhodné v; podle predchoziho
postupu. Je tieba pouze ovérit, ze takové v; vzdy bude existovat (tj. ze se nebudou vek-
tory u vyménovat vzajemné). Predpokladejme tedy, Ze jiz mame umisténé u, ..., us. Pak
ug41 se jisté vyjadri jako linearni kombinace téchto vektort a zbylych v;. Pokud by pouze
koeficienty u wu1,...,us byly nenulové, znamenalo by to, Ze jiz samy vektory wui,..., Urt+1
byly linearné zavislé, coz je ve sporu s nasimi predpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskdme bazi ve které z puvodni doslo k vymeéné k
vektort za nové. Pokud by k > n, pak jiz v n-tém kroku obdrzime bazi vybranou z téchto
vektort, coz znamend, ze nemohou byt linedrné nezavislé. Zejména tedy neni mozné, aby
dvé baze mély ruzny pocet prvku. O

2Vgimnéme si, ze trividlni podprostor je generovan prazdnou mnozinou, kterd je ” prazdnou”
bazi. M4 tedy trividlni podprostor dimenzi nulovou.

,Un>,
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Ve skuteénosti jsme dokazali silnéjsi tvrzeni, tzv. Steinitzovu vétu o vyméné, kterd rika,
ze pro kazdou konecnou bazi a kazdy systém linedrné nezavislych vektori ve V' umime najit
podmnozinu bazovych vektort, které zdménou za zadané nové vektory daji opét bazi. Mizeme
si také sformulovat zjevné dusledky:

Tvrzeni. (1) Kazdé dvé bdaze konecnérozmerného vektorového prostoru maji stejny
pocet vektoru, tzn. Ze nase definice dimenze nezdvisi na volbé bdze.

(2) Ma-li V konecnou bdzi, Ize kazdou linedrné nezdvislou mnozinu doplnit do bdze.

(3) Bdze koneénérozmérnich vektorovjch prostori jsou prdveé maximdlni linedrné
nezavislé mnoziny

(4) Baze prostoru s koneénou dimenzi jsou pravé minimdlni mnoZiny generdtori

Dusledek. Necht W, W1, Ws C V jsou podprostory v prostoru konecné dimenze.
Pak plati

(1) dmW < dimV
(2) V=W prdvé kdyz dimV = dim W

DUKAZ. Zbyvé dokazat pouze posledni tvrzeni. To je ziejmé, pokud je dimenze
jednoho z prostort nulova. Predpokladejme tedy dim Wy =7 # 0, dim Wy = s # 0

anecht (wy ..., w;) je bdze Wi NWs (nebo prazdnd mnozina, pokud je prinik trivi-
alni). Podle pfedchozi véty lze tuto bazi doplnit na bazi (w1, ..., ws, Ustq - .., Up) Pro
Wi abédzl (wy ..., w, Vg1, ..., 0s) pro Wa. VeKtory wi, ..., Wi, g1y« oy Upy Vg1 -« -, Vs

jisté generuji Wi + Ws. Ukdzeme, Ze jsou pritom linedrné nezdvislé. Necht
ap-wi 4t ap - wp by U+ b ur g1 Vi1t 60, =0

Pak —(cip1 - vip1 4+ vs) =ar-wr+ - Fap - W bpgr Uppr -+ b uy
musi patfit do Wy N Wi, To ale ma za néasledek, ze by = --- = b, = 0. Pak ovSem
iay-wy+ - +ap-w + g1 vip1 + -+ ¢s - vs = 0 a protoze prislusné vektory
tvori bazi Wa, jsou vSechny koeficienty nulové. Tvrzeni (3) se nyni ovéfi pfimym
pocitanim generatord. O

2.28. Priklady. (1) K" mé (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n. Bazi je
napft. n-tice vektoru

((1,0,...,0),(0,1,...,0)...,(0,...,0,1)).

Tuto bazi nazyvame standardni baze v K™. V pfipadé konec¢ného pole skalari, napt.
Zj,, mé cely vektorovy prostor K" jen kone¢ny pocet prvki. Kolik?
(2) C jako vektorovy prostor nad R méa dimenzi 2, bazi tvofi napf. ¢isla 1 a i.
(3) K, [z], tj. prostor polynomul stupné nejvyse m, ma dimenzi m + 1, bazi

je napt. posloupnost 1,x,z%, ..., 2™. Vektorovy prostor vech polynomi K[x] ma
dimenzi co, umime vSak jesté stéle najit bazi (i kdyz s nekoneéné mnoha prvky):
1,z,2%,....

(4) Vektorovy prostor R nad Q méa dimenzi oo a nemé spoéetnou bazi.
(5) Vektorovy prostor v8ech zobrazeni f : R — R mé také dimenzi co a nemd
spocetnou bazi.
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2.29. Souradnice vektoru. Kdyz je mnozina {vy,...,v,} C V je baze, mizeme
kazdy vektor v € V' vyjadrit jako linedrni kombinaci v = ajvy + - - - + a,v,. Pred-
pokladejme, Ze to udélame dvéma zpiisoby:

V=ai1v1 4+ F apUp = 0101 + - 4 by Uy,

Potom ale

0:(al_bl)'U1+"'+(an_bn)'vn
a proto a; = b; pro vSechna i = 1,...,n. Lze tedy kazdy vektor zadat praveé jedinym
zptsobem jako linedrni kombinaci bazovych vektort. Koeficienty této jediné linearni
kombinace vyjadiujici dany vektor v € V' ve zvolené bazi (vq,...,v,) se nazyvaji
soutadnice vektoru v v této bazi.

Pritazeni, které vektoru v = ayvy + - -+ + a,v, prifadi jeho soutradnice v béazi
v, budeme znagdit stejnym symbolem v : V — K". M4 tyto vlastnosti:®

e v(u+w)=uov(u)+v(w); Yu,weV
e v(a-u)=a-v(u); Va e K,Vu e V.

To jsou ale vlastnosti zobrazeni, kterym jsme v geometrii roviny rikali linedrni
(zachovévaly nasi linedrni strukturu v roving). Jsou tedy soufadnice vlastné linedrni
zobrazeni z (abstraktniho) vektororového prostoru V' do n-tic skalara K™, kde n je
dimenze V. Nez se budeme vénovat podrobnéji zavislosti souradnic na volbé béze,
podivame se obecnéji na pojem linearity zobrazeni.

2.30. Priklad.

2.30.1. Urcete vsechny konstanty a € R takové, aby polynomy ax? +x 42, —222% +
ar +3 a 2?4+ 2z + a byly linedrné zdvislé (ve vektorovém prostoru polynomi jedné
promeénné stupné nejvyse 8 nad redlngmi cisly).

Reseni. V bézi 1, z, 22 jsou soutadnice zadanych vektortl (polynomi) nasledujici:
(a,1,2), (-2,a,3), (1,2,a). Polynomy budou zavislé, pravé kdyz bude mit matice,
jejiz fadky jsou tvoreny souradnicemi zadanych vektori mensi hodnost, nez je pocet
vektorti, v tomto pfipadé tedy hodnost dvé a mensi. V piipadé ctvercové matice
nizsi hodnost nez je pocet fadkt je ekvivalentni nulovosti determinantu dané matice.
Podmika na a tedy zni

a 1 2

-2 a 3|=0,

1 2 a
tj. a bude kofenem polynomu a® — 6a — 5 = (a + 1)(a® — a — 5), tj. tloha ma tii
feseni a] = 717 a2,3 = 71ié/ﬁ. ]

2.31. Linearni zobrazeni. Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem
skalarti K. Zobrazeni f : V. — W se nazyvé linedrni zobrazeni (homomorfismus)
jestlize plati:

(1) flu+v)=f(u)+ f(v), Yu,v eV

(2) fla-u)=a- f(u), Vae K, YueV.

3Vgimnéme si, ze operace na levych a pravych stranach téchto rovnic nejsou totozné, naopak,
jde o operace na ruznych vektorovych prostorech! Pii této pfilezitosti se také muzeme zamyslet
nad obecnym pfipadem baze M (mozna nekone¢nérozmérného) prostoru V. Baze pak nemusi byt
spocetnd, pofad ale jesté muzeme definovat zobrazeni M : V — KM (tj. soufadnice vektoru jsou
zobrazeni z M do K).
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Samoziejmé, ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé nasobeni matic:
K'sz— A -zeK™

s matici typu m/n nad K. Obraz Imf := f(V) C W je zjevné vektorovy pod-
prostor. Stejné tak je vektorovym podprostorem mnozina vSech vektora Ker f :=
f~Y({0}) C V. Nazgva se jadro linedrniho zobrazeni f. Linedrni zobrazeni, které je
bijekci nazyvame izomorfismus.

Podobné jako u abstraktni definice vektorovych prostor, i zde je na misté z axiomu ovéFit
zdanlivé samoziejma tvrzeni:

Tvrzeni. Necht f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pro wviechny wu,u1,...,ur € V,
ai,...,ar € K plati:
(1) f(0)=0

(2) f(=u) = —f(u)

(3) flar-ur+ -4 ar-ur) = a1 f(ur) +---+ax - fux)

(4) pro kazdy vektorovy podprostor Vi C 'V je jeho obraz f(Vi) vektorovy podprostor ve
wW.

(5) Pro kaZdy podprostor Wi C W je mnozina f~*(W1) = {v € V; f(v) € W1} vektorovy
podprostor ve V.

DUKAZ. Pocitame s vyuzitim axiomi a definic a jiz dokdzanych vysledki — dohledejte
samostatné!:
F(0) = flu—u) = F(1—1) ) = 0 f(u) =0,
f(=u) = F((=1) -u) = (=1) - f(u) = —f(u).
Vlastnost (3) se ovéri snadno indukei z definiéniho vztahu.
Z (3) nyni plyne, ze (f(V1)) = f(V1), je to tedy vektorovy podprostor.
Je-li naopak f(u) € Wi a f(v) € Wi, pak pro libovolné skalary bude i f(a-u+b-v) =
a-f(u)+b-f(v) € Wi. O

2.32. Jednoduché dusledky.

(1) Slozeni go f : V. — Z dvou linearnich zobrazeni f : V — W ag: W — Z je
opét linearni zobrazeni.

(2) Linedrni zobrazeni f : V' — W je izomorfismus pravé kdyz Im f = W a Ker f =
{0} C V. Inverzni zobrazeni k izomorfismu je opét izomorfismus.

(3) Pro podprostory Vi, Vo a linedrni zobrazeni f : V. — W plati f(V4 + Vi) =
FV) + F(Va), F(Vi V&) C f(Va) N f(Va).

(4) Zobrazeni "ptifazeni soufadnic” u : V' — K™ dané libovolné zvolenou bazi
u = (uy,...,un) vektorového prostoru V je izomorfismus.

(5) Dva koneénérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé kdyz maji stej-
nou dimenzi.

(6) Slozeni dvou izomorfismu je izomorfismus.

DUKAzZ. Ovéfeni prvniho tvrzeni je snadné cviceni. Pro druhé si uvédomme,
7e je-li f linearni bijekce, pak w = f~!(au + bv) pravé, kdyz f(w) = f(a- f~(u) +
b- f~1(v)). Je tedy inverze k linearni bijekci opét linearni zobrazeni. Dale, f je
surjektivni pravé, kdyz Im f = W a pokud Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zaruduje
f(u—=v)=0,tj. u=wv. Je tedy v tom piipadé f injektivni.

Dalsi tvrzeni se dokdze snadno pfimo z definic. Najdéte si protipriklad, ze v
dokazované inkluzi opravdu nemusi nastat rovnost! Zbyvajici body jsou jiz zfejmé.

O
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2.33. Opét souradnice. Uvazujme libovolné vektorové prostory V, W nad K s
dimV = n, dim W = m a méjme linearni zobrazeni f : V — W. Pro kazdou volbu
bézi u = (u1,...,u,) na V, v = (v1,...,v,) na W, mame k dispozici prislusnd
pfirazeni soutradnic:

Pritom je kazdé linedrni zobrazeni jednozna¢né urceno svymi hodnotami na libo-
volné mnoziné generatori, zejména tedy na bazi u. Oznacme

flui) = a1 -vi +as1 - va+ -+ am1v,

flu2) = a1z -vi + a2 - va + -+ + amavy,

f(un):aln'vl+a2n'U2+"'+amnvm

tj. skalary a;; tvoii matici A, kde sloupce jsou soufadnice hodnot zobrazeni f na
bazovych vektorech. Pro obecny vektor v = by - uy + - - - + by, - u,, spoCteme

flu) =by- fur) + -+ by - f(un)
=bi(anvi+ -+ Anitm) + -+ bp(ainvr + -+ GrnVm)
:(b1a11+"'+bna1n)'Ul+"'+(blam1+"'+bnamn)'vm

Pomoci nasobeni matic lze nyni velice snadno a prehledné zapsat hodnoty zobra-
zeni fy ,(w) definovaného jednoznac¢né predchozim diagramem. Pfipomenme si, ze
vektory v K¥ chapeme jako sloupce, tj. matice typu k/1

fup(u(w)) = v(f(w)) = A u(w).
Matici A nazyvame matict zobrazeni f v bazich u, v. Naopak, kazda volba matice A
typu m/n zadavé jednozna¢né linedrni zobrazeni K™ — K. Méame-li tedy zvoleny
béaze prostortt V a W, odpovida kazdé volbé matice typu m/n pravé jedno linedrni
zobrazeni V — W.
Jestlize za V' i W zvolime tentyz prostor, ale s ruznymi bazemi, a za f iden-
tické zobrazeni, vyjadiuje nas postup vektory baze u v soutadnicich vzhledem k v.
Oznac¢me vyslednou matici 7. Kdyz pak zaddme vektor u

U=2T1U1 + -+ TpUp

v soutadnicich vzhledem k u a dosadime za wu;, obdrzime soufadné vyjadieni T
téhoz vektoru v bazi v. Stac¢i k tomu preskladat poradi s¢itanct a vyjadrit skalary
u jednotlivych vektord baze. Podle vyse uvedeného postupu musi vyjit £ =T - x.
Tuto matici nazyvame matice prechodu od baze u k bazi v. Matice T zadavajici
transformaci soutadnic z baze u do baze v je tedy matici identického zobrazeni
dy :V—->V:

Ptimo z definice vyplyva:
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Tvrzeni. Matici T prechodu (od bdze u k baziv) ziskdme tak, Ze soutadnice vektori
baze u v bdzi v napiseme do sloupci matice T.

Funkce matice prechodu je takova, ze zname-li souradnice = vektoru v bazi u,
pak jeho soutfadnice v béazi v se obdrzi vynasobenim sloupce x matici prechodu
(zleva). Protoze inverzni zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni,
je matice prechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice prechodu opa¢nym
smérem, tj. od baze v k bazi u.

2.34. Vice souradnic. Nyni snadno vidime, jak se skladaji souradna vyjadieni
linedrnich zobrazeni. Uvazme jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze k s
bazi w, linedrni zobrazeni g : W — Z a ozna¢me piislusnou matici g,,,,. Pro matice
téchto zobrazeni dostavame ¢imz jsme odvodili:

Gow O fup(®) =B (A-2)=(B-A) 2= (90 fluu(®)
pro vSechny z € K". Vsimnéte si, ze isomorfismy odpovidaji pravé invertibilnim
maticim.
Stejny postup nam déva odpovéd na otdzku, jak se zméni matice zobrazeni,
zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

idy f idw

Vv Vv w w

U\L: :\LU :iw'
T fu,v ~1

Kr oot s R > Km - 5 > Km

kde T je matice prechodu od v’ k u a S je matice pfechodu od v’ k v. Je-li tedy A
ptvodni matice zobrazeni, bude nova dana jako A’ = S~1AT.

Ve specidlnim piipadé linearniho zobrazeni f : V — V vyjadiujeme zpravidla
f pomoci jedné baze u prostoru V, to je prechod k nové bazi v’ bude znamenat
zménu na A’ = T7LAT.

2.35. Priklady.
2.35.1.

2.35.2. Je ddno linedrni zobrazeni R® — R3 ve standardni bdzi ndsledujici matici:

1 -1 0
0 1 1
2 0 0
Napiste matici tohoto zobrazeni v bdzi
fl = (17 17 0)
f2 = (_15 1) 1)
fs = (2,0,1).

Reseni. Matice piechodu T od béze f = (f1, f2, f3) k standardni bézi, tj. bazi
danou vektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), ziskdme podle Tvrzeni 2.25 zapsanim sou-
fadnic vektort f1, fa, f3 ve standardni bazi do sloupcti matice prechodu 7. Mame
tedy

1 -1 2
T=11 1 0
0 1 1
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Matice ptechodu od standardni baze k bazi f je potom T, coz je

1 3 _1
ST SR
P T
4 1 2
Matice zobrazeni v bazi f je potom
1 _3
S ;2
T'AT =132 0 T
i, 8
4 4

2.35.3. Urcete, jaké linedrni zobrazeni R® — R? zaddvd matice

= I oo
= 0|~ W=
= coloo wlro

Reseni. Dvojnéasobn4 vlastni hodnota -1, ptislugné vlastni vektory [2,0, 1], [1, 1,0],
jednondsobnd vlastni hodnota 0, vlastni vektor [1,4, —3]. Osova soumérnost podle
primky dané poslednim vektorem slozena s projekci na rovinu kolmou k poslednimu
vektoru, tedy danou obecnou rovnici z + 4y — 3z = 0.

O

2.36. Linearni a multilinearni formy. Specidlnim pfipadem linearnich zobra-
zeni jsou tzv. linedrni formy. Jde o linearni zobrazeni z vektorového prostoru V' nad
polem skalari K do skalarti K. Jsou-li ddny soutfadnice na V', je pfifazeni jednotlivé
i-té soutadnice vektortim pravé takovou linearni formou.

Pfi pevné zvolené bazi {1} na K jsou s kazdou volbou béze na V linearni formy
ztotoznény s maticemi typu 1/n, tj. s fadky. Vy¢isleni takové formy na vektoru je
pak dano vynasobenim prislusného radkového vektoru se sloupcem soutadnic.

Mnozina vsech linearnich forem na daném prostoru V' je opét vektorovy prostor,
znacime jej V*. Pokud je V konec¢nérozmérny, je V* izomorfni prostoru V. Realizace
takového izomorfismu je dédna napf. volbou tzv. dudlni bdze k zvolené bazi na V,
jejimiz prvky «; jsou pravé formy zadavajici i-tou souradnici.

Podobné budeme pracovat i se zobrazenimi ze souc¢inu k kopii vektorového
prostoru V' do skalarti linedrnich v kazdém argumentu. Hovoiime o k-linedrnich
forméach. Budeme se setkavat (a jiz jsme je vidéli v dimenzi 2) zejména s n-lineadrnimi
antisymetrickymi formami (formy objemu) a symetrickymi bilinedrnimi formami.

2.37. Velikost vektoru. V geometrii roviny jsem jiz pracovali nejen s bazemi
a linedarnimi zobrazenimi, ale také s velikosti vektorti a jejich thly. Pro zavedeni
téchto pojmil jsme pouzili soufadného vyjédieni pro velikost v = (z,y):

[vll = Va2 + 9,
zatimco thel ¢ dvou vektorii v = (z,y) a v = (2, ') byl dén

zx' + yy’

COSp = ———— .
[ollflv]]
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Povsimnéme si, ze vyraz v citateli posledniho vyrazu je linedrni v kazdém ze
svych argumentti, znacime jej (v,v’) a fkdme mu skaldrni soucin vektortt v a v'.
Skalarni soucin je také symetricky ve svych argumentech a plati

lol* = (v, ).

Zejména plati, ze ||v]] = 0 pravé, kdyz v = 0. Z nasich avah je také vidét, ze v
Euklidovské roviné jsou dva vektory kolmé prave, kdyz je jejich skalarni soucin
nulovy.

Analogicky budeme postupovat v obecném piipadé redlného vektorového pro-
storu. Skaldrni soucin na vektorovém prostoru V nad redlnymi ¢isly je bilinearni
symetrickd forma (, ) : V x V — R takova, ze (v,v) > 0 a je roven nule pouze pii
v = 0. Pro skaldrni soudin se Casto pouzivéa také obvyklé tecky, tj. (u,v) = u - v.
Z kontextu je pak tfeba poznat, zda jde o souéin dvou vektoru (tedy vysledkem je
skalar) nebo néco jiného.

Vektory v a w € V se nazyvajl ortogondlni, jestlize (v,w) = 0. Vektor v se
nazyva normovany, jestlize ||v|| = 1. Béze prostoru V slozend z ortogondlnich vek-
torit se nazyva ortogondlni bdze. Jsou-li bazové vektory navic i normované, je to
ortonormdlni bdze.

Uhel ¢ dvou vektorti v a w je dan vztahem

v, W
cosp = W)
[o[jw]
Tvrzeni. Skaldrni soucin je v kaZdé ortonormdlni bdzi ddn vijrazem
(z,y)=a"-y.
V obecné bazi V existuje symetrickd matice S takovd, Ze
(z,y) =27 -S-y.

DUKAz. Skalarni sou¢in je plné uréen svymi hodnotami na dvojicich bazovych
vektort. Zvolme tedy bazi v a oznac¢me
8ij = (uis uy).

Pak ze symetri¢nosti skalarniho soucinu plyne s;; = s;; a z linedrnosti soucinu v
kazdém z argumenti dostavame:

O s, Y yiug) = iy (uiug) =Y siwiy;.
i J ] 2
Pokud je baze ortonormaélni, je matice S jednotkovou matici. g

Uvidime o néco pozdéji, ze na kazdém vektroovém prostoru se skalarnim sou-
¢inem existuji ortonormalni baze, viz 2.48.

2.38. Priklady.

2.38.1. Oznacme S stred hrany AB krychle ABCDEFGH (v obvyklém oznacent,
s hranou AE). Urcete cosinus odchylky usecek ES a BG.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze homotetie (stejnolehlost) je podobnym zobraze-
nim, tj. zachovava thly, mtizeme predpokladat, ze krychle ma hranu velikosti 1.
Umistime-li navic bod A do poc¢atku soufadné soustavy a body B, resp. F do bodu
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o soufadnicich [1, 0, 0], resp. [0, 0, 1], pak maji zbylé uvazované body nasledujici sou-
fadnice: S = [1/2,0,0], G = [1,1, 1], tedy vektor ES = (1/2,0,—-1) a BG = (0,1,1).
Pro hledany cosinus odchylky ¢ tedy mame

(1/2707_1) i (Ovlal) \/i

s(9) = |{1/2,0. DL UT| ~ VB

4. Vlastnosti linearnich zobrazeni

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti rtiznych typt linedrnich zobrazeni se nyni
dostaneme k poradnéjsimu pochopeni néstroji, které nam vektorové prostory pro
linearni modelovani procest a systémii nabizeji.

2.39. Priklady. Zac¢neme nékolika piiklady v prostorech malych dimenzi. Ve stan-
dardni béazi R? uvazujme nésledujici matice zobrazeni f : R? — R2:

10 0 1 a 0 0 -1
o) 2=@o) o=(3) -0 0)
Matice A zadava kolmou projekci podél podprostoru
W c {(0,a); a € R} C R?

na podprostor
V c {(a,0); a € R} C R?.

Evidentné pro toto zobrazeni f : R? — R? plati fo f = f a tedy f|m s je identické
zobrazeni. Jadrem f je pravé podprostor W.

Matice B ma vlastnost B2 = 0, plati tedy totéz o piislusném zobrazeni f.
Mizeme si jej pfedstavit jako matici derivovani polynomi R;[z] stupné nejvyse
jedna v bézi (1, x).

Matice C' zadéava zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi a—krat, druhy
b—krat. Tady se nam tedy celd rovina rozpada na dva podprostory, které jsou zob-
razenim f zachovany a ve kterych jde o pouhou homotetii, tj. roztazeni skalarnim
nasobkem. Napft. volba a = 1, b = —1 odpovida komplexni konjugaci z+1iy — = —1iy
na dvourozmérném realném prostoru R? ~ C v bazi (1,4). Toto je linerni zobrazen{
realného vektorového prostoru, nikoliv vSak jednorozmérného komplexniho prostoru
C. V geometrii roviny jde o zrcadleni podle osy .

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi. Jako pro kazdé
linearni zobrazeni, které je bijekci, umime najit baze na defini¢cnim oboru a oboru
hodnot, ve kterych bude jeho matici jednotkovd matice F (prosté vezmeme jakou-
koliv bazi na definiénim oboru a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale v tomto
pripadé totéz s jednou bazi na zacatku i konci. Zkusme vSak uvazovat matici C'
jako matici zobrazeni g : C? — C2. Pak umime najit vektory v = (i,1), v = (1,1),
pro které bude platit

g(u)=<(1) _01>~G>:i-u, g(v)z((l) _01>.<1>:—i.v.

To ale znamend, Ze v bazi (u,v) na C? ma g matici

b %)
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a povSimnéme si, ze tato komplexni analogie k pfipadu matice C' ma na diagonéle
prvky +a, a = COS(%T{') +i sin(%ﬂ'). Jinymi slovy, argument v goniometrickém tvaru
tohoto komplexniho ¢isla udava thel otoceni. Navic, mzeme si oznacit redlnou a
imaginarni ¢ast vektoru u takto

U =Ty +1Y, =Reu+ilmu= ((1)>+z ((1)>

a zuzeni komplexniho zobrazeni g na redlny vektorovy podprostor generovany vek-
tory @, a iy, (tj. ndsobeni komplexni jednotkou 7) je pravé otoceni o thel %Tf‘.

2.40. Vlastni ¢isla a vlastni vektory zobrazeni. Kli¢em k popisu zobrazeni v
ptredchozich prikladech byly odpovédi na otazku ,,jaké jsou vektory splnujici rovnici
f(u) = a-u? pro n&jaké skalary a. Zvolme tedy pevné linedrni zobrazni f : V — V
na vektorovém prostoru dimenze n nad skalary K. Jestlize si pfedstavime takovou
rovnost zapsanou v souradnicich, tj. s vyuzitim matice zobrazeni A v néjakych
bazich, jde o vyraz
A-x—a-z=(A—a-E)-z=0.

7 predchoziho vime, Ze takova soustava rovnic méa jediné feseni x = 0, pokud je
matice A — aF invertibilni. My tedy chceme najit takové hodnoty a € K, pro které
naopak A — aF invertibilni neni, a nutnou a dostate¢nou podminkou je (viz Véta
2.22)

(2.1) det(A—a-FE)=0.

Jestlize povazujeme A = a za proménnou v predchozi skalarni rovnici, hleddme ve
skutecnosti kofeny polynomu stupné n. Jak jsme vidé€li v pfipadé matice D vyse,
kotfeny mohou, ale nemusi existovat podle volby pole skalaru K.

Skalary vyhovujici rovnici f(u) = a -« pro nenulovy vektor v € V nazyvime
vlastni ¢isla zobrazeni f, prislusné vektory u pak vlastni vektory zobrazeni f.

7 definice vlastnich ¢isel je zfejmé, Ze jejich vypocet nemize zaviset na volbé
baze a tedy matice zobrazeni f. Skutecné, jako piimy disledek trasformacnich vlast-
nosti z 2.34 a Cauchyovy véty 2.18 pro vypocet determinantu soucinu dostavame
jinou volbou soufadnic matici A’ = P7YAP s invertibilni matici P a

|P~YAP — \E| = [P~ AP — P~'AEP| = [P~} (A — AE)P| = |P~V)||(A — \E||P),

protoze néasobeni skalart je komutativni a [P~ = |P|~1.

Obdobnou terminologii pouzivame i pro matice. Pro matici A dimenze n nad K
nazyvame polynom |A — AE| € K,,[\] charakteristicky polynom matice A. Kofeny
tohoto polynomu jsou vlastni hodnoty matice A. Je-li A matice zobrazeni f : V — V
v jisté bazi, pak |A — AF| nazyvame také charakteristicky polynom zobrazeni f.

Protoze je charakteristicky polynom zobrazeni f : V' — V nezéavisly na volbé
baze V, dimV = n, jsou i jeho koeficienty u jednotlivych mocnin proménné \
skalary vyjadiujici vlastnosti zobrazeni f, tj. nemohou zaviset na nasi volbé béaze.
Zejména je snadné vyjadrit koeficienty u nejvyssich a nejnizsich mocnin:

A= M- E|=(=1)"\" + (=1)" a1 + -+ app) - A" 4 [A] - N

Soucet diagonélnich ¢lenti matice se nazyva stopa matice, znac¢ime ji TrA, stopa
zobrazeni je definovana jako stopa jeho matice v libovolné bazi.

2.41. Véta. Viastni vektory linedrnitho zobrazeni f : V. — V prislusné ruzngm
vlastnim hodnotdm jsou linedrné nezdvislé.
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DUKAz. Necht a,...,ay jsou rizné vlastni hodnoty zobrazeni f a uq,...,ux
vlastni vektory s témito vlastnimi hodnotami. Diikaz provedeme indukei pies pocet
linedrné nezavislych vektord mezi zvolenymi. Pfedpokladejme, ze uq,...,up jsou
linearné nezavislé a w41 = >, c;u; je jejich linedrni kombinaci. Alespon £ = 1 lze
zvolit, protoze vlastni vektory jsou nenulové. Pak ovSem a;y1 - uj41 = Zlizl Q41 -
C; - Uj, tj.

l

! !
flugsr) =Zal+1 G Uy :Zci'f(ui) :Zci'ai'ui-
i=1 i—1

i=1

Odectenim dostavame 0 = Zizl (a141 —a;) - ¢; - u;, véechny rozdily vlastnich hodnot
jsou nenulové a alespon jeden koeficient ¢; je nenulovy. To je spor s predpokladanou
nezavislosti uy, ..., uy. 0

Disledek. Jestlize existuje n navzdjem ruznych koreni a; charakteristického po-
lynomu zobrazeni f 1V — V, dimV = n, pak existuje rozklad V' na primy soucet
vlastnich podprostorid dimenze 1. To znamend, Ze existuje baze V' sloZend vyhradné z
vlastnich vektord a v této bdazi md [ diagondlni matici. Pfislusnou bdzi (vyjddrenou
v soutadnicich vzhledem k libovolné zvolené bdzi V') obdrZime teSenim n systémai
homogennich linedrnich rovnic o n nezndmych s maticemi (A — a; - E), kde A je
matice f ve zvolené bdzi.

2.42. Priklady. (1) Uvazme zobrazeni s matici ve standardni bézi

0 0 1

f:RP—=R3 A=1(0 1 0
1 00
Pak dostavame
-A 0 1
JA=AE| =10 1-X 0|=-N4+AN+Ar-1,
1 0 -A
s koreny Aj 2 = 1, A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou A = 1 se spoctou:
-1 0 1 1 0 -1
0 0 0 |~|0 0 O0];
1 0 -1 0 0 O

s bazi prostoru feseni, tj. vSech vlastnich vektort s touto vlastni hodnotou
uyp = (07170)7 Uz = (1,0, 1)

Podobné pro A = —1 dostavame tfeti nezavisly vlastni vektor
1 01 1 01
02 0|~10 2 0)=u3=(-10,1).
1 01 0 00

V bazi uq,us,us (vSimnéte si, ze ug musi byt linedrné nezavisly na zbylych
dvou diky predchozi vété a uy,us vysly jako dvé nezavisla feseni) ma f diagonalni

matici
0

1 0
A=(0 1 0
0 0 -1
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Cely prostor R? je pfimjym souc¢tem vlastnich podprostori, R? = V; @ V5, dim V; =
2, dim V5 = 1. Tento rozklad je dan jednoznac¢né a vypovidad mnoho o geometrickych
vlastnostech zobrazeni f. Vlastni podprostor V; je navic pfimym souctem jedno-
rozmérnych vlastnich podprostort, které lze vSak zvolit mnoha riznymi zpisoby
(takovy dalsi rozklad nemd tedy jiz zddny geometricky vyznam).

(2) UvaZzme linedrni zobrazeni f : Ry[z] — Ra[z] definované derivovanim po-
lynomt, tj. f(1) =0, f(z) =1, f(22) = 2z. Zobrazeni f m4 tedy v obvyklé bazi
(1,2, 2?) matici

A:

o o O
S O =

0
2
0

Charakteristicky polynom je |[A — X - E| = —\3, existuje tedy pouze jedind vlastni
hodnota, A = 0. Spoctéme vlastni vektory:

0 1 0 0 1 0
0 0 2)]~10 01
0 00 0 0 O

Prostor vlastnich vektori je tedy jednorozmérny, generovany konstantnim polyno-
mem 1.

2.43. Priklad véetné zmény baze.

2.43.1. Uvazujme linedrni zobrazeni R®> — R® dané ve standardni bdzi matici:
1 10
A=1|1 2 1
1 2 1

Urcete toto zobrazeni a napiste jeho matici v bazi:

er = [1,-1,1]
er = [1,2,0]
es = [0,1,1]

ResSeni. Spocitejme nejprve vlastni ésla jim pifslusné vlastni vektory: charakte-
risticky polynom dané matice je

1—-A 1 0
I 2=X 1 |==X4+42-22= -\ -4\ +2).
1 2 1—A
Kofeny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, udavaji, kdy nebude mit matice
1-A 1 0
1 2—-A 1
1 2 1-A
plnou hodnost, tedy soustava rovnic
1-— A 1 0 T
1 2—-X 1 T
1 2 1—A T3

bude mit i jiné FeSeni nez feSeni x = (0,0,0). Vlastni ¢isla tedy jsou 0, 2 + /2,
2 — /2. Spocitejme vlastni vektory pifslusné jednotlivym vlastnim hodnotam:
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e 0: Resime tedy soustavu

—

1
2
2

—_ = O
=
V)
Il
S

Jejim Fesenim je jednodimenzionalni vektorovy prostor vlastnich vektoru ((1,—1,1)).
e 2+ /2: Resime soustavu

-(1+v2) 1 0 Ty
1 —V2 1 xz9 | = 0.
1 2 —(1+v2)) \z3

Resenim je jednodimenzionalni prostor ((1,1+ v/2,1 + v/2)).
e 2 — \/2: Resime soustavu

(\/5_ 1) 1 0 €1
1 V2 1 29 | =0.
1 2 (V2-1)) \z3

Resenim je prostor vlastnich vektortt (1,1 — /2,1 —/2)).

Zobrazeni tedy miZzeme interpretovat jako projekci podél vektoru (1, —1,1) do
roviny dané vektory (1,14 +v/2,1++/2) a (1,1 — /2,1 — v/2) slozenou s linearnim
zobrazenim danym natazenim danym vlastnimi ¢isly ve sméru uvedenych vlastnich
vektor.

Nyni jej vyjadfeme v uvedené bazi. K tomu budeme potiebovat matici prechodu
T od standardni baze k dané nové bazi. Tu ziskame tak, ze soufadnice vektort staré
béaze v bazi nové napiseme do sloupcti matice 7. My vsak snadnéji zapiSeme matici
pfechodu od priklané baze k bézi standardni, tedy matici 77!. Soufadnice vektort
nové baze pouze zapiseme do sloupcii:

1 10
T l=1-1 2 1
1 0 1

Pro matici B zobrazeni v nové bazi pak mame (viz 2.34).

1 1 1

[ '
DI Sl B
“3 1 1

=

B=TAT ' =

e )
N]

1
2
2

=)
O N =
== O

e

2.44. Dalsi priklady.
2.44.1. Nalezriete vlastni ¢isla a jim piislusné (prostory) vlastnich vektord matice:

5
-1 - 2

0
0 !

Wi |Gt
V)

ool

Reseni. Trojnasobna vlastni hodnota -1, piislusny vektorovy prostor je ((1,0,0), (0,2,1)).
(|



4. VLASTNOSTI LINEARNICH ZOBRAZENI 7

2.45. Spektra a nilpotentni zobrazeni. Spektrum linedrniho zobrazeni f :
V' — V je posloupnost korent charakteristického polynomu zobrazeni f, vcetné
nasobnosti. Algebraickou ndsobnosti vlastni hodnoty rozumime jeji nasobnost jako
kotfenu charakteristického polynomu, geometrickd nasobnost vlastni hodnoty je di-
menze prislusného podprostoru vlastnich vektort.

Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni, jestlize existuje celé ¢islo
k > 1 takové, ze iterované zobrazeni f* je identicky nulové. Nejmensi &islo k s touto
vlastnosti se nazyva stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobrazeni f :V — V se

nazyva cyklické, jestlize existuje baze (uy,...,uy) prostoru V takova, ze f(uy) =0
a f(u;) = u;—1 pro véechna ¢ = 2,...,n. Jinymi slovy, matice f v této bazi je tvaru
0 1 0

A4—[0 01

Je-li f(v) = a-v, pak pro kazdé piirozené k je f*(v) = a* - v. Zejména tedy mize
spektrum nilpotentniho zobrazeni obsahovat pouze nulovy skalar (a ten tam vzdy
je).

Primo z definice plyne, Ze kazdé cyklické zobrazeni je nilpotentni, navic je jeho stupen
nilpotentnosti roven dimenzi prostoru V. Operator derivovani na polynomech definovany v
predchozim prikladu 2.42 je prikladem cyklického zobrazeni. Kupodivu to plati i naopak a kazdé
nilpotentni zobrazeni je pfimym souctem cyklickych. Navic pro kazdé linearni zobrazeni f :
V — V, pro které je soulet algebraickych nasobnosti vlastnich &isel roven dimenzi (to nastane
vzdy pro prostory nad komplexnimi skaldry), existuje jednoznaény rozklad V' na invariantni
podprostory V; prislusné k jednotlivym vlastnim &islim A;, na kterych je zobrazeni f — \; idv;,
nilpotentni.

Tento dosti hluboky vysledek nebudeme dokazovat, sformulujeme jen vysled-
nou vétu o Jordanové rozkladu. V ni vystupuji vektorové (pod)prostory a linedrni
zobrazeni na nich s jedinym vlastnim c¢islem \ a matici

A1 0 ... 0
o x 1 ... 0
J=1. . . :
00 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podprostorim) se fida Jordandiv

blok.

2.46. Véta. Necht V je vektorovy prostor dimenzen a f:V — V je linedrni zob-
razeni s n vlastnimi ¢isly véetné algebraickych ndsobnosti. Pak existuje jednoznacny
rozklad prostoru V' na primy soucet podprostori

V=V --aV

takovych, ze f(Vi) C Vi, ziZeni f na kaZdé V; md jediné vlastni éislo \; a zidZend
=X -id na V; je bud cyklické nebo nulové zobrazent.

Véta tedy tika, ze ve vhodné bazi ma kazdé linearni zobrazeni blokové diago-
nalni tvar s Jordanovymi bloky podél diagonély. Celkovy pocet jednicek nad diago-
nélou v takovém tvaru je roven rozdilu mezi celkovou algebraickou a geometrickou
nasobnosti vlastnich ¢isel.
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Vsimnéme si, ze jsme tuto vétu plné dokazali v pripadech, kdy jsou vSechna
vlastni ¢isla rizna nebo kdyz jsou geometrické a algebraické nasobnosti vlastnich
Cisel stejné.

2.47. Projekce. Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva projekce, jestlize plati

fof=1
V takovém ptipadé je pro kazdy vektor v € V'

v=f(v)+ (v— f(v)) € Im(f)+ Ker(f) =V

ajeliv € Im(f) a f(v) =0, pak je i v = 0. Je tedy pFechozi soucet podprostorii
piimy. Rikame, 7e f je projekce na podprostor W = Im(f) podél podprostoru
U = Ker(f). Slovy se d& projekce popsat prirozené takto: rozlozime dany vektor
na komponentu ve W a v U a tu druhou zapomeneme.

Predpokladejme nyni, ze na V je definovan skalarni soucin, viz 2.37. Pro kazdy
pevné zvoleny podprostor W C V' definujeme jeho ortogondlni doplnék

Wt ={uecV; (u,v) =0 pro viechny v € W}.

P¥imo z definice je zjevné, ze W+ je vektorovy podprostor. Jestlize W C V ma
bazi (u1,...,ux) je podminka pro W+ déna jako k homogennich rovnic pro n
proménnych. Bude tedy mit W+ dimenzi alespoii n — k. Zarovei ale u € W N W+
znamend (u,u) = 0 a tedy i u = 0 podle definice skaldrniho soucinu. Ziejmé je tedy
vzdy
V=waew

Kazdy podprostor W # V definuje kolmou projekci na W. Je to projekce na

W podél W+,

2.48. Existence ortonormalni baze. Primocaré pocetni vyuziti kolmych pro-
jekel vede k tzv. Grammovu-Schmidtovu ortogonalizacnimu procesu. Cilem pro-
cedury je z dané posloupnosti nenulovych generatorti vy, . . ., vx koneénérozmérného
prostoru V' vytvofit ortogonalni mnozinu nenulovych generatord pro V.

Za¢neme prvnim (nenulovym) vektorem v; a spo¢teme kolmou projekci vy do

(v1)" C ({vr,v2}).

Vysledek bude nenulovy prave, kdyz je vy nezavislé na v;. Ve vSech dalsich krocich
budeme postupovat obdobné.

V /l-tém kroku tedy chceme, aby pro ve41 = ugy1 + ajvr + - -+ + agve platilo
(vgy1,v;) =0, pro vSechny ¢ = 1,...,¢. Odtud plyne

0 = (wpg1 + a1v1 + - - + apve, vi) = (Ueg1, Vi) + a; (v, v;)

a je vidét, ze vektory s pozadovanymi vlastnostmi jsou urceny jednoznacné az na
nasobek. Dokézali jsme tedy nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Necht (ui,...,ux) je linedrné nezdvisld k-tice vektord prostoru V se
skaldrnim soucinem. Pak existuje ortogondlni systém vektori (vi,...,vy) takovy,
Zev; € (uy,...,u;), i =1,..., k. Ziskdme je ndsledujici procedurou:

e 7 nezavislosti vektord u; plyne uy # 0. PoloZime vi = u;.

e Mame-li jiz vektory vy, ...,vy potrebnych vlastnosti klademe

(weg1,vq)

Vg1 = Ugg1 + 101 + -+ apvy, a5 = — 3
[[oi
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Kdykoliv mame ortogonalni bazi vektorového prostoru V, stac¢i vektory vynor-
movat a ziskdme bazi ortonormalni. Dokazali jsme proto:

Dusledek. Na kazdém vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem existuje orto-
normadlni bdze.

V ortonormalni bazi se obzvlast snadno spoctou souradnice a kolmé projekce.
Skutec¢né, méjme ortonormalni bazi (e1,...,e,) prostoru V. Pak kazdy vektor v =
r1€1 + -+ - + xhe, spliuje

(€i,v) = (ej,x1€1 + -+ apep) =T

a plati tedy vzdy

(2.2) v={e1,v)er + -+ + (€n,V)en.
Pokud méme zadan podprostor W C V a jeho ortonormdlni bézi (eq, ..., ex),
jde ji jisté doplnit na ortonormélni bazi (ei,...,e,) celého V. Kolmd projekce

obecného vektoru v € V do W pak bude dana vztahem
v (e, v)er + - + (en, v)ey.

Pro kolmou projekci nam tedy staci znat jen ortonormani bazi podprostoru W, na
nejz promitame.

Povsimnéme si také, ze obecné jsou projekce f na podprostor W podél U a
projekce g na U podél W svazany vztahem g = idy —f. Je tedy u kolmych projekci
na dany podprostor W vzdy vyhodnéjsi pocitat ortonormélni bazi toho z dvojice
W, W+, ktery ma mensi dimenzi.

Uvédomme si také, ze existence ortonormalni baze ndm zarucuje, ze pro kazdy
prostor V' se skalarnim soucinem existuje linedrni zobrazeni, které je izomorfismem
mezi V a prostorem R” se standardnim skaldrnim soucinem. Podrobné to bylo
ukéazano jiz ve Tvrzeni 2.37, kde jsme ukézali, ze hledanym izomorfismem je pravé
pfifazeni soufadnic. Receno volnymi slovy — v ortonormélni bazi se skalarni souéin
pomoci souradnic pocita stejnou formuli jako standardni skalarni sou¢in v R™.

2.49. Priklad.

2.49.1. Napiste matici zobrazeni kolmé projekce do roviny prochdzejici pocdtkem
a kolmé na vektor (1,1,1).

Reseni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (w1, 79,23) € R*® v uvazovaném
zobrazeni ziskdme tak, ze od daného bodu odec¢teme jeho kolmou projekci do nor-
malového sméru dané roviny, tedy do sméru (1,1,1). Tato projekce p je ddna (viz
prednéska) jako

(x,(1,1,1)) _(x1+x2+ac3 T1+To+ T3 T+ X9 + T3
(1,1, D)2 3 ' 3 ’ 3

).

Vysledné zobrazeni je tedy

2 1 1
(le To+x3 20 T1+ T3 273 x1+x2) 3 93 $ il

X— -, ) = —_= = —_=
P=5 "% 3 "3 "3 3 33, 8 |®
~3 T3 3 T3
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2.50. Tri priklady k samostatnému reseni.

2.50.1. 1. Napiste néjakou bdzi realneho vektorového prostoru matic 3 x 3 nad R
s nulovou stopou (soucet proki na diagondle) a napiste soutadnice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

2.50.2. 2. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru matic z predcho-
ztho prikladu. Spocitejte normu matice z predchoziho prikladu, kterd je indukovand
Vami zavedenym soucinem.

2.50.3. 3. Gramm-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem naleznéte néjakou or-
tonormdlni bdzi podprostoru V.C R, kde V = {(x1, v, w3, 14) € Rz + 209 + 23 =

0}.

2.51. Ortogonalni zobrazeni. Zobrazeni f : V — W, které zachovava velikosti
pro vSechny vektory u € V, se nazyva ortogonalni zobrazeni. Pozadujeme tedy

(f(u), f(u) = (u,u).

Z linearity f a symetrie skalarniho soucinu plyne

(flu+tv), flu+0)) = (), f(w) + (f(v), f(0)) + 2(f(w), f(v)),

je tedy ekvivalentni podminkou i zdanlivé silnéjsi pozadavek, aby

(f(w), f(v)) = (u,v),

pro vSechny vektory u,v € V. V tvodni diskusi o geometrii v roviné jsme ve Vété
1.37 dokazali, Ze linearni zobrazeni R? — R? zachovava velikosti vektort prave, kdyz
jeho matice ve standardni bazi (a ta je ortonormélni vzhledem ke standardnimu
skaldrnimu souc¢inu) spliiuje A7 - A = E, tj. A=1 = AT,

Obecné, ortogonalni zobrazeni musi vzdycky byt injektivni, protoze podminka

(f(u), f(u)) =0

znamend i (u,u) = 0 a tedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém pripadé dimenze oboru
hodnot alespon takova, jako je dimenze defini¢niho oboru f. Pak ovSem je dimenze
obrazu rovna dimenzi oboru hodnot a bez ijmy na obecnost muzeme rovnou pred-
pokladat, ze jsou stejné a f : V — V (pokud by nebyly, doplnime ortonorméalni
béazi na oboru hodnot na béazi cilového prostoru a matice zobrazeni bude ¢tverco-
vou matici A doplnénou nulami na potfebnou velikost). Nase podminka pro matici
ortogonalniho zobrazeni v ortonormalni bazi pak rika pro vSechny vektory x a y v
prostoru K" toto:

(A-2)T-(A-y) =2t - (AT-A) - y=2T -y
Specialnimi volbami vektorti standardni baze za x a y dostaneme p¥imo, ze AT A =

E, tedy tentyz vysledek jako v dimenzi 2! Dokazali jsme tak nésledujici tvrzeni:

Véta. Necht V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a f :V — V je
linedrni zobrazeni. Pak f je ortogondlni prdve, kdyZ v nékteré ortonormdlni bdzi (a
pak uZ viech) md matici A spliujici AT = A~L.
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Skutecné, jestlize zachovava f velikosti, musi mit uvedenou vlastnost v kazdé
ortonormalni bazi. Naopak, predchozi vypocet ukazuje, ze vlastnost matice v jedné
bézi uz zarucuje zachovavani velikosti.

Disledkem této véty je také popis vSech matic pfechodu S mezi ortonormalnimi
bazemi. Kazda totiz musi zadavat zobrazeni K" — K" zachovévajici velikosti a
spliiuji tady také pravé podminku S—! = S7. P#i pfechodu od jedné baze ke druhé
se tedy matice ortogonalniho zobrazeni méni podle vztahu

A = ST AS.






KAPITOLA 3

Linarni modely

kde jsou matice uzZitecné?
— nakonec skoro vsude. ..

1. Linearni rovnice a procesy

3.1. Systémy linearnich rovnic. Jednoduché linearni procesy jsou dany lineér-
nimi zobrazenimi ¢ : V' — W na vektorovych prostorech. Pokud nam totiz vektor
v € V predstavuje stav néjakého nami sledovaného jevu (tfeba pocty obcanti t¥i-
dénych dle nejvyssi dosazené kvalifikace, stav zasob jednotlivych dila a vyrobka
atd.), pak ¢(v) mize predstavovat vysledek provedené operace (vysledek vzdéla-
vaci ¢innosti §kolské soustavy nebo vyroba a prodej za urcité ¢asové obdobi apod.).
Pokud chceme dosédhnout predem daného vysledku b € W takového jednorazového
procesu, fesime problém

p(x) =b

pro neznamy vektor x. V pevné zvolenych souradnicich pak méme matici A zobra-
zeni ¢ a soufadné vyjadieni vektoru b. Jak jsme si povsimnuli uz v tvodu druhé
kapitoly, Teseni tzv. homogenni wulohy

A-x=0

je vektorovym podprostorem. Pokud je dimenze V' konecna, feknéme n, a dimenze
obrazu zobrazeni ¢ je k, pak FeSenim této soustavy pomoci pfevodu na rfadkove
schodovity tvar (viz 2.7) zjistime, Ze dimenze podprostoru vSech feseni je pravé n—k.
Skutec¢né, protoze sloupce matice zobrazeni jsou pravé obrazy bazovych vektoru, je v
matici systému pravé k linedrné nezavislych sloupcii a tedy i stejny pocet linedrné
nezavislych fadkt. Proto ndm zistane pfi prevodu na fadkovy schodovity tvar
pravé n — k nulovych fadkt. Pti feSeni systému rovnic nam tak ztstane pravé n —k
volnych parametru a dosazenim vzdy jednoho z nich hodnotou jedna a vynulovanim
ostatnich ziskame pravé k linedrné nezavislych feseni. Kazdé takové k—tici feseni
tikdme fundamentdlni systém reseni daného homogenniho systému rovnic.
Uvazme nyni obecny systém rovnic

A-xz=0D.

Jestlize rozsifime matici A o sloupec b, mizeme, ale nemusime, také zvétsit pocet
linearné nezavislych sloupci a tedy i fadki. Pokud se tento pocet zvétsi, pak systém
rovnic nemize mit FeSeni (prosté se nase ¢ viibec do b nestrefi). Jestlize ale naopak
mame stejny pocet nezavislych radkt, znamena to, ze sloupec b musi byt linearni
kombinaci sloupcii matice A. Koeficienty takové kombinace jsou pravé reseni.

83
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Mg¢jme tedy dvé pevné zvolena feseni x a y naseho systému a néjaké feseni z
systému homogenniho se stejnou matici. Pak zjevné

A (z—y)=b—-b=0
A-(x+2)=0+b=0b.
Mizeme proto shrnout:

e podprostor vSech feseni homogenniho systému rovnic A - * = 0 mé dimenzi
n — k, kde n je pocet proménnych a k je pocet linearné nezavislych rovnic,

e vSechna TfeSeni jsou generovana tzv. fundamentalnim systémem n — k feSeni,
ktery lze obdrzet z Gausovy eliminace postupnym dosazovanim nul a jednicek
za volné parametry,

e Teseni nehomogenniho systému existuje prave, kdyz pridanim sloupce b k matici
A nezvysime pocet linedrné nezavislych fadki. V takovém piipadé je prostor
vSech Feseni dan soucty jednoho pevneé zvoleného partikularniho feseni systému
a vSech Teseni systému homogenniho se stejnou matici.

3.2. Iterované procesy. Pokud je dédn néjaky proces prostiednictvim linedrni
operace pro jednotliva ¢asova obdobi, budeme patrné chtit umét studovat jeho
chovani béhem delsi doby. Zatimco pro feseni systému linearnich rovnic jsme po-
tFebovali jen minumum znalosti o vlastnostech linedrnich zobrazeni, ted uz to bude
jinak. Uvedeme si alespon ilustrativni priklady.

Predstavme si, Ze zkoumame néjaky systém jednotlivc (péstovand zvifata,
hmyz, bunééné kultury apod) rozdéleny do m skupin (tfeba podle stari, fazi vyvoje
hmyzu apod.). Stav x,, je tedy dén vektorem (aq, ..., a,,) zévisejicim na okamziku
t,, ve kterém systém pozorujeme. Linearni model vyvoje takového systému je dan
matici A dimenze n, kterd zadava zménu vektoru x,, na

Tnt1 = A‘Tn

pii prirtstku ¢asu z ¢y, na ty1. Dobrym prikladem linearnich procest je tzv. Leslieho
model ristu, viz nasledujici priklad 3.3. V takovych modelech vystupuje matice
popisujici vyvoj populace rozdélené na nékolik vékovych skupin

fi fo f3 fa fs

7 0 0 0 O
A=|0 m» 0 0 o],

0O 0 = 0 O

0O 0 0 7 O

kde f; oznacuje relativni plodnost pfislusné vékové skupiny (ve sledovaném ¢asovém
skoku vznikne z N jedinct v i—té skupiné f; N jedincti novych, tj. ve skupiné prvni),
zatimco 7; je relativni imrtnost i-té skupiny béhem jednoho obdobi.

Vsechny koeficienty jsou tedy kladné redlnd ¢isla a 7 jsou mezi nulou a jednic-
kou. Pfimym vypoctem (t¥eba vyuZitim Laplaceova rozvoje) nyni spoc¢teme cha-
rakteristicky polynom

p(A\) =det(A —AE) = X\° —aX* —bX\3 —cA? —d)\ —e¢
s vesmeés nezapornymi koeficienty a, b, ¢, d, e, napt. e = 117971374 f5. Je tedy

p(N) = A°(1 = q(N))
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kde g je ostre klesajici a nezaporna funkce pro A > 0. Evidentné bude proto existovat
pravé jedno kladné A, pro které bude ¢(A\) = 1 a tedy p(\) = 0. Jinymi slovy, pro
kazdou Lesliecho matici existuje pravé jedno kladné vlastni ¢islo.

Pro konkrétni koeficienty (napf. kdyz vSechny f; jsou také mezi nulou a jed-
ni¢kou) mtizeme dojit k zavéru, Ze absolutni hodnoty ostatnich vlastnich ¢&isel jsou
ostie mensi nez jedna, zatimco dominantni vlastni ¢islo mize byt vetsi nez jedna. V
takovém pripadé pii iteraci kroki naseho procesu dojde pri libovolné pocatecni hod-
noté xg k postupnému vymizeni vSech komponent v jednotlivych vlastnich podpro-
storech a pomérné proporce rozlozeni populace do vékovych skupin se budou blizit
pomérum komponent vlastniho vektoru k dominantnimu vlastnimu ¢islu. Napriklad
pro matici (uvédomme si vyznam jednotlivych koeficienti)

0 02 08 06 0

095 0 0 0 O

A= 0 08 0 0 O
0
0

vyjdou vlastni hodnoty pfiblizné
1.03, 0, —0.5, —0,27 + 0.744, —0.27 — 0.74¢

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor pfislusny dominantnimu vlast-
nimu ¢islu je priblizné
x = (30 27 21 14 8).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se souctem soutradnic rovnym jedné, zadava
nam proto primo vysledné procentni rozlozeni populace.

3.3. Priklad — Leslieho rustovy model. Uvazujme nasledujici model vyvoje
lidské populace. Bud

x1(t) = pocet jedincu starych 0 — 14 let.

xo(t) = pocet jedincu starych 15 — 29 let.
x3(t) = pocet jedincu starych 30 — 44 let.
x4(t) = pocet jedincu starych 45 — 59 let.
x5(t) = pocet jedincu starych 60 — 75 let.

Vse uvedeno v néjakém case t. Pokud uvazime casovou jednotku 15 let, tak v case
(t 4+ 1) budeme mit nasledujici pocty:

zi(t+1) = fizm(t) +  for2(t) +  fazs(t) + fama(t) 4+ fsws(?)
.Tg(t + 1) = T]_}Qfl']_(t)
l‘g(t + 1) = Tz’gl‘g(t)
.’L’4(t + 1) = 7'374333(15)
.l‘5(t + ].) = T415£L‘4(t)
Pokud oznacime jako P nasledujici matici
h fo s fa  fs
Ti2 0 0 0 0
P = 0 72,3 0 0 0 y
0 0 73,4 0 0
0 0 0 T4.5 0
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tak v maticové formé pak mizeme psat
x(t+ 1) = Px(t),
kde x(t) = (z1(t), x2(t), x3(t), x4(t), z5(t)).
3.4. Priklad. Usheruv model rustu. Variace predchoziho. Méjme populaci jako
v predchozim piikladé a uvazujme ¢asovou jednotku 7,5 let, tedy polovinu pied-
chozi. Pak miizeme psat opét
x(t+ 1) = Px(t),
kde ovsem nyni

fi fo fs fa fs

7'1’2 T272 0 0 0
P .= 0 72,3 73,3 0 0
0 0 73,4 T4,4 0

0 0 0 7’415 7'5’5
3.5. Priklad.

3.5.1. Uvazujme Leslieho model ristu pro populaci krys, které mame rozdéleny do
tri vekovych skupin: do jednoho roku, od jednoho do dvou let a od dvou let do tri.
Predpokladame, Ze se Zadnd krysa nedoZivd vice neZ tri let. Prumérnd porodnost
v jednotlivych vekovych skupindch pripadajicich na jednu krysu je masledujici: v
1.skupiné je to nula a ve druhé ¢ treti 2 krysy. Krysy, které se doZiji jednoho roku
umiraji aZ po druhém roce Zivota (umrtnost ve druh€ skupiné je nulovd). Urcete
dmrtnost v proni skupiné vite-li, Ze dand populace krys stagnuge (pocet jedinct v ni
se nemeént).

Reseni. Leslieho matice daného modelu je (imrtnost v prvni skupiné oznacime a)

0 2 2
a 0 O
010

Podminka stagnace populace odpovida tomu, Ze matice mé vlastni hodnotu 1, ne-
boli polynom \*> — 2a)\ — 2a m4 mit koten 1, t.j a = 1/4. O

2. Linearni diferenéni rovnice a filtry

Diferen¢nimi rovnicemi jsme se zabyvali jiz v prvni kapitole, viz napf 1.16. Nyni
si uvedeme naznak obecné teorie.

3.6. Diferenc¢ni rovnice. Homogenni linedarni diferencni rovnice fadu k s kon-
stantnimi koeficienty je dana vyrazem

aoTn + @1 Tp—1 + -+ apZn_p =0, ao#0 a#0.

Rikédme také, Ze fesime homogenni linedrni rekurenci ¥4du k. Libovolnym zadanim
k po sobé jdoucich hodnot x; jsou urceny i vSechny ostatni hodnoty jednoznacné.
Zaroven je zjevné, ze soucet dvou feseni nebo skalarni ndsobek feseni je opét feseni.
Opét tedy mame priklad vektorového prostoru. Uvédomme si, ze vektroy jsou sice
nekonecné posloupnosti ¢isel, samotny prostor vSech feseni ovSem bude konecné-
rozmérny a predem vime, ze jeho dimenze bude rovna fadu rovnice k.
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Pokud tedy budeme predpokladat feseni v néjaké vhodné formé a podafi se
nam najit k linedrné nezavislych moznosti, budeme mit opét fundamentalni systém
resent a vSechna ostatni budou jejich linedrnimi kombinacemi.

Uvazujme tedy stejné jako v 1.16 moznost z,, = A" pro néjaky skalar A. Pak
dostavame podminku

)\"_k(ao)\k +a N b)) =0

coz znamend, ze bud A = 0 nebo je A kofenem tzv. charakteristického polynomu
v zéavorce. Predpokladejme, Ze mé tento polynom k rtznych kofentt Ai,...,\g.
MuzZzeme za timto uc¢elem i rozsifit uvazované pole skalard, napi. Q na R nebo R
na C, protoze vysledkem vypoctu pak stejné budou i vSechna feSeni, kterd opét
zustanou v ptivodnim poli diky samotné rovnici. Kazdy z kofentt nam dava jedno
mozné feseni

xn = (A)".
Abychom byli uspokojeni, potifebujeme k linearné nezavislych reseni.
K tomu nam postadi ovérit nezdvislost dosazenim k hodnot pro n = 0,...,k — 1 pro

k moznosti ;. Dostaneme tzv. Vandermondovu matici a je péknym (ale ne Gplné snadnym)
cvicenim spocist, ze pro vsechna k a jakékoliv k—tice rliznych \; je determinant takovéto matice
nenulovy. To ale znamen3, Ze zvolena reseni jsou linedrné nezavisla.

UvaZme nyni ndsobny kofen A\ a dosadme do defini¢ni rovnice pfedpokladané feseni x,, =
nA". Dostdvame podminku

aon\" + ... ag(n — k))\"_k =0.
Tuto podminku je mozné prepsat pomoci tzv. derivace polynomu, kterou znacime apostrofem:
AaoA™ + - + apA"7FY
a Casem uvidime, ze kofen polynomu f je vicendsobny pravé, kdyz je kofenem i jeho derivace
f'. Nage podminka je tedy splnéna. P¥i vy$&i ndsobnosti ¢ kofene charakteristického polynomu
A dojdeme obdobné k fesenim x,, = n’ A" pro j =0,...,0— 1.

Uplné obdobné jako u systémt linearnich rovnic mizeme dostat vsSechna fe-
Seni nehomogennich rovnic tak, ze najdeme jedno feseni a pricteme cely vektorovy
prostor dimenze k feSeni odpovidajicich systémti homogennich. Za timto tGcelem
zpravidla hledame Teseni ve tvaru polynomu

-1
xnzao—i-oqn—i-“-—b—ak_lnk

s neznamymi koeficienty «;, ¢ = 1,...,k — 1. Dosazenim do diferen¢ni rovnice
dostatneme systém k rovnic pro k proménnych a;.
Nyni muzeme shrnout ziskané vysledky:

3.7. Vlastnosti reSeni linearnich diferen¢énich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty.

e prostor vsech feseni homogenniho systému fadu £ je vektroovy prostor dimenze
ka

e vSechna FeSeni jsou generovana fundamentalnim systémem k FeSeni, ktery lze
obdrzet ziskat z kofent charakteristického polynomu (A?, pokud jsou kofeny
po dvou rizné, slozitéji v piipadé nasobnych kofent),

e vSechna FeSeni nehomogenniho systému obdrzime, kdyz pfi¢teme jedno pevné
zvolené partikularniho feSeni systému ke vSem feSenim systému homogenniho
se stejnymi koeficienty. Partikularni feSeni mtzeme hledat pomoci tzv. metody
neurcitych koeficienti, tj. hledame jej jako polynom s neznamymi koeficienty a
feSime systém linedrnich rovnic.
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e feseni vyhovujici danym pocatecnim podminkam
2o =bo, ..., Tp—1 = br_1

hleddme z obecného feseni dosazenim podminek a uréenim koeficient linedni
kombinace funadamentélnich feSeni. Opét to znamend fesit systém linedrnich
rovnic.
Vsimnéme si také, ze pro rovnice s realnymi koeficienty musi vzdy koreny charakter-
stického polynomu byt realné, nebo musi vystupovat po dvou komplexné zdruzené
nerealné kofeny. Jejich linedrnimi kombinacemi (soudet a rozdil goniometrickych
tvart mocnin) 1ze pak p¥imo obdrzet redlnd feSeni vyjadiend pomoci funkei cos(ny)
a sin(nep).

3.8. Priklad.

3.8.1. Najdéte posloupnost, kterd vyhovuje nehomogenni diferenéni rovnici s pocd-
tecnimi podminkami:

Tn+2 = Tn+1 + Z.Tn + 17 Tr1 = 2, Ty = 2.

Reseni. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" + b2". Partiku-
larnim FeSenim je konstanta —1/2. Obecné FeSeni dané nehomogenni rovnice bez
pocatecnich podminek je tedy

1

a(=1)" + 52" — <.

Dosazenim do pocéteénich podminek zjistime konstanty « = —5/6, b = 5/6. Dané
rovnici s poc¢atecnimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost
5 5 1

2 (=1 7271—1_7.
6( )+3 2

3.9. Priklad.

3.9.1. Urcete posloupnost redlnych cisel, kterd vyhovuje ndsledujici nehomogenni
diferencni rovnici s pocatecnimi podminkami:

20p40 = —Tpt1 + T +2, 1 =2, 29 =3.

Reseni. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" + b(1/2)". Par-
tikuldrnim feSenim je konstanta 1. Obecné feseni dané nehomogenni rovnice bez
pocatecnich podminek je tedy

MD"+b<;>n+L

Dosazenim do pocatecnich podminek zjistime konstanty a = 1, b = 4. Dané rovnici
s pocatecénimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost

(—1)" +4 (;) +1.
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3.10. P¥iklad. Reste nésledujici diferencni rovnici:

Tn+4 = Tn4+3 — Tp+2 + Tpn+1 — Tp.

Reseni. Z teorie vime, Ze prostor feSeni této diferenéni rovnice bude ¢tyFdimen-
zionalni vektorovy prostor, jehoz generatory zjistime z kofenil charakteristického
polynomu dané rovnice. Charakteristickd rovnice je

o —z+1=0.

Jednd se o reciprokou rovnici (to znamend, ze koeficienty u (n—k)-té a k-té mocniny
z, k = 1,...,n, jsou shodné). Zavedeme tedy substituci u = z + % Po vydéleni
rovnice 22 (nula nemiize byt kofenem) a substituci (viimnéte si, ze 2%+ 25 = u*—2)

dostévame 1

1
xz—x+1——+—2:u2—u—1:0.
T T

2

Dostavame tedy neznamé u; 2 = %\/g Odtud pak z rovnice x* —ux+1 = 0 uréime

Ctyti kofeny
1+54++/—-10+2V5
1 .

Nyni si v§imnéme, ze kofeny charakteristické rovnice jsme mohli ,,uhodnout*
rovnou. Je totiz

T1,2,34 =

P+ 1= (- -2 +22—2+1),
a tedy jsou kofeny polynomu z* — 2% + 22 — 2 +1 i kofeny polynomu z° + 1, coz jsou
paté odmocniny z —1. Takto dostavame, ze TfeSenim charakteristikého polynomu
jsou ¢isla 15 = cos(E) £ sin(%) a w34 = cos(3F) + sin(3F). Tedy realnou bézi
prostoru feSeni dané diferencni rovnice je napfiklad baze posloupnosti cos(’¥"),
sin(%"), cos(g’”T’T) a sin( B”T“), coz jsou siny a cosiny argumentii pfislu$nych mocnin
kotenti charakteristického polynomu.

Vsimnéme si, ze jsme mimochodem odvodili algebraické vyrazy pro cos(%) =

1+4\/5 10—2\/5’ COS(%W) _ \/5[1 a sin(%ﬂ) _ \/101-2\/5. 0

,sin(g) = 1

3.11. Linearni filtry. UvaZujme nyni nekonec¢né posloupnosti
L= .0y Ton; Tptlyee s L—1,L0;LLyev 3Ty
a operaci T, ktera zobrazi posloupnost x na posloupnost z = Tx se ¢leny
Zp = 01%p + A2Tp—1 + -+ A Tp—k+1-

Protoze nekonecné posloupnosti x umime sc¢itat i nasobit skalary po slozkach, jednéa
se opét o priklad vektorového prostoru. Zjevné méa dimenzi nekonec¢nou.

Posloupnosti mizeme chapat jako diskrétni hodnoty néjakého signalu, odeci-
tané zpravidla ve velmi kratkych ¢asovych jednotkach, operace T je pak filtrem,
ktery signal zpracovava. Z definice je zfejmé, Ze periodické posloupnosti z,, spliu-
jici pro néjaké pevné ptirozené cislo p

Tn4p = Tn

budou mit i periodické obrazy z = Tz

Zn4p = A1Tndp + A2Tn—1+4p +-+ ATy —k+14+p
= 1Ty T A2Tp—1 + 0+ ApTn—k4+1 = 2n
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se stejnou periodou p. Pro pevné zvolenou operaci T nas bude zajimat, které vstupni
posloupnosti ztistanou pfiblizné stejné (pfipadné az na nasobek) a které budou
utlumeny na nulové hodnoty.

Jde ndm tedy v prvni fadé o vycisleni jadra naseho linedrniho zobrazeni 7T'. To
je ale dano homogenni diferenc¢ni rovnici

agTy +a1Tp—1 4+ +arTp_r =0, ag#0 ap#0.

3.12. Spatny equalizer. Jako piiklad uvazujme linearni filtr zadany rovnici
zn = (Tx)y = Tpyo + T,

Vysledky takového zpracovani signalu jsou naznaceny na nasledujicich ¢tyfech ob-
rézcich pro postupné se zvysujici frekvenci periodického signalu x,, = cos(pn). Cer-
veny je puvodni signal, zeleny je vysledek po zpracovani filtrem. Nerovnomérnosti
kiivek jsou dusledkem nepresného kresleni, oba signaly jsou samoziejmé rovnomer-

nymi sinusovkami.
A=7.1250 A=119.375

T
i

Pt 130

A=125.500 A=129.583

LA
DR

Po W

Vsimnéme si, ze v oblastech, kde je vysledny signal pfiblizné stejné silny jako
puvodni, dochézi k dramatickému posuvu faze signalu. Levné equalizery skuteéné
podobné $patné funguji.

Vysledek lze samoziejmé podrobné spocitat vyse uvedenou metodikou.
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3. Markovovy procesy

3.13. Markovovy retézce. Velice Casty a zajimavy pfipad linedrnich procest je
popis systému, ktery se miize nachazet v m rtiznych stavech s rtiznou pravdépodob-
nosti. V jistém okamziku je ve stavu s pravdépodobnosti a; pro stav i a k pfechodu
z mozného stavu ¢ do stavu j dojde s pravdépodobnosti ¢;;.

Mizeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém popsan pravdépodob-
nostnim vektorem x,, = (a1, ..., am). To znamend, Ze vSechny komponenty vektoru
z jsou realnd nezaporna Cisla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty udavaji
rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moznosti stavil systému. Rozdéleni prav-
dépodobnosti pro ¢as n + 1 bude dano vynéasobenim pravdépodobnostni matici
prechodu T' = (t;), tj.

Tpg1 =1 xp.
Protoze predpoklddame, ze vektor x zachycuje vSechny mozné stavy, budou vsechny
sloupce matice T tvoreny také pravdépodobnostnimi vektory. Takovému procesu
tikdme Markoviv proces. Vsimnéme si, ze kazdy pravdépodobnostni vektor = je
opét zobrazen na vektor se sou¢tem souradnic jedna:

Z tijJIj = Z(Z tij).’ljj = ij =1.
i, i J

Protoze je soucet fadkt matice T' vzdy roven vektoru (1,...,1), bude jednicka

zarucené vlastnim ¢islem matice 7" a k ni musi existovat vlastni vektor xy. Abychom

mohli podrobnéji pochopit chovani Markovovych procesii, uvedeme si docela snadno

pochopitelné obecné tvrzeni o maticich, tzv. Perronovu—Frobeniovu vétu. Jeji ditkaz

vSak uvadét nebudeme.

Véta. Necht A je redlnd ¢tvercovd matice dimenze m s kladnymi prvky. Pak plati

(1) exituje rediné vlastni cislo N\, matice A takové, Ze pro vschna ostatni vlastni
Cisla A plati |A| < A\,
(2) wlastni ¢islo N, md algebraickou ndsobnost jedna,
(3) wlastni podprostor odpovidajici A\, obsahuje vektor se vsemi soutadnicems klad-
nymi
(4) plati odhad min; Zj a;; < Ay < max; Zj a;j.
Tvrzeni bezezbytku plati i pro tzv. regularni matice, tj. takové, jejichz néjaka
mocnina ma vyhradné kladné prvky.
Disledkem této véty pro Markovovy procesy s matici, ktera nemé zadné nulové
prvky (nebo jejiz nékterd mocnina mé tuto vlastnost), je
e existence vlastniho vektoru z., pro vlastni ¢islo 1, ktery je pravdépodobnostni
e piiblizovani hodnoty iteraci T%z¢ k vektoru z., pro jakykoliv pravdépodob-
nostni vektor xg.
Prvni tvrzeni vyplyva primo z kladnosti soutadnic vlastniho vektoru zminéné v
Perronové-Frobeniové vété, druhé pak z toho, ze absolutni hodnoty vSech ostatnich
vlastnich ¢isel musi byt ostfe mensi nez jedna.

3.14. Mlsny hazardér. Hazardni hrac¢ sazi na to, ktera strana mince padne. Na
zacatku hry ma tii kremrole. Na kazdy hod vsadi jednu kremroli a kdyz jeho tip
vyjde, tak k ni ziska jednu navic, pokud ne, tak kremroli prohrava. Hra konci,
pokud vSechny kremrole prohraje, nebo jich ziska pét. Jaka je pravdépodobnost, ze
hra neskon¢i po ¢tyfech sazkach?
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Reseni. Pted j-tym kolem (sazkou) miiZzeme popsat stav, ve kterém se hra¢ nachézi
néhodnym vektorem Xj = (pO(j)7p1 (.])’p2(])7p3(j)7p4(j)7p5(])), kde pi je Pl"ané-
podobnost, Ze hra¢ ma i kremroli. Pokud ma hrac¢ pred j-tou sazkou i kremroli
(i=2,3,4), tak po sézce ma s poloviéni pravdépodobnosti (i — 1) kremroli a s polo-
viéni pravdépodobnosti (i + 1) kremroli. Pokud dosédhne péti kremroli nebo vSechny
prohraje uz se pocet kremroli neméni. Vektor X;;; tak ziskdme podle podminek v
priklani z X; vynasobenim matici

1 0,5 0 0 0 o0
0 0 05 0 0 o0
A 0o 05 0 05 0 O
1o o 05 0 05 0
0 0 0 05 0 0
0 0 0 0 0,5 1
Na zac¢atku mame

0

0

0

Xl_ 17
0
0

po c¢tytech sazkach bude situaci popisovat ndhodny vektor

X5 = A*X, =

ol O 5len ©5esool—

tedy pravdépodobnost, ze hra skon¢i do ¢tvté sazky (véetné) je polovina.
X je pravdépodobnostni, tedy ma soucet prvki v kazdém sloupci 1. Nemé ale
vlastnost vyzadovanou v Perronové-Frobeniové vété a snadnym vypoctem zjistite
(nebo piimo uvidite bez poéitani), ze existuji dva linearné nezavislé vlastni vektory
prislusné k vlastnimu ¢islu 1 — ptipad, kdy hraci nezistane zadna krémrole, tj. x =
(1,0,0,0,0,0)”, nebo ptipad kdy ziska 5 krémroli a hra tim padem konéi a viechny
mu uz ziistavaji, tj. = = (0,0,0,0,0,1)T. Viechna ostatni vlastni &sla (piiblizné 0, 8,
0,3, —0,8, —0, 3) jsou v absolutnihodnoté ostfe mensi nez jedna. Proto komponenty
v prislusnych vlastnich podprostorech pfi iteraci procesu s libovolnou pocatecni
hodnotou vymizi a proces se blizi k limitni hodnoté pravdépodobnostiho vektoru
tvaru (a,0,0,0,0,1 — a), kde hodnota a zavisi na poétu krémroli, se kterymi hrac
zacind. V nasem pripadé je to a = 0,4, kdyby zacal se 4 krémrolemi, bylo by to
a=0,2 atd. O
Ruleta Hrac rulety ma nasledujici strategii: prisel hrat se 100 K¢. Vzdy vsechno,
co aktudlné ma. Sazi vzdy na ¢ernou (v ruleté je 37 ¢isel, z toho je 18 ¢ernych, 18
dervenych a nula). Hrac¢ skondi, pokud nic nema, nebo pokud ziskd 800 Uvazte tuto
tlohu jako Markoviiv proces a napiste jeho matici.
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ResSeni.
1 a a a 0
00 0 0 0
0O b 0 0 0],
00 b 0O
00 0 b 1
kde a = % ab= %. O

3.15. Priklad. Uvazujme situaci z pFedchoziho pfipadu a pfedpokladejme, ze prav-
dépodobnost vyhry i prohry je 1/2. Ozna¢me matici procesu A. Bez pouziti vypo-
Cetniho software urcete A0,

ResSeni. Hra skonéi po tfech sazkach. Jsou tedy vSechny mocniny A, poéinaje A®
shodné.

1 7/8 3/4 1/2 0
00 0 0 0
00 0 0 0
00 0 0 0
0 1/8 1/4 1/2 1

O

3.16. Sledovanost televizi. V jisté zemi vysilaji jisté dvé televizni stanice. Z
vefejného vyzkumu vyplynulo, Ze po jednom roce piejde 1/6 divédki prvni stanice
ke druhé stanici, 1/5 divdkid druhé stanice piejde k prvni stanici. PopiSte ¢asovy
vyvoj poctu divaki sledujicich dané stanice jako Markoviiv proces, napiste jeho
matici, naleznéte jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory.

(i 1)

Matice méa dominantni vlastni hodnotu 1, ptislusny vlastni vektor je (%, 1). Protoze
je vlastni hodnota dominantni, tak se pomér divaki se ustali na poméru 6 : 5. [

ResSeni.

4. Vice maticového pocétu

Na vcelku praktickych prikladech jsme vidéli, Ze porozuméni vnitini strukture
matic a jejim vlastnostem je silnym nastrojem pro konkrétni vypocty nebo analyzy.
Jeste vice to plati pro efektivitu numerického pocitani s maticemi. Proto se budeme
zase chvili vénovat abstraktni teorii.

3.17. Invariantni podprostory. Mé&me néjaké linedrni zobrazeni f : V — V na
vektorovém prostoru V' a predpokladejme, ze pro néjaky podprostor W C V plati
f(W) C W. Rikdme, ze W je invariantni podprostor pro zobrazeni f. Jestlize je V'
koneénérozmeérné a vybereme néjakou bazi (uq, ..., uy) podprostoru W, miizeme ji
vzdy doplnit na bazi (uq, ..., u,) celého V a v kazdé takové bézi ma nase zobrazeni
matici A tvaru

(3.1) A= (’g g)

kde B je ¢tvercova matice dimenze k, D je ¢tvercova matice dimenze n — k a C' je
matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize existuje v n&jaké bazi matice zobrazeni f
tvaru (3.1), je W = (uq, ..., u) invariantni podprostor zobrazeni f.
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Extrémni pripady jsme vidéli v odstavcich 2.40-2.45, kde jsme zkoumali vlastni
vektory. Ke kazdému vlastnimu ¢islu zobrazeni (resp. matice) existoval vlastni vek-
tor a jim generovany jednorozmérny podprostor je samoziejmé invariantni. V pri-
padé existence n ruznych vlastnich ¢isel zobrazeni f jsme dostali rozklad V' na
primy soucet n vlastnich podprostort a v bazich z vlastnich vektord méa nase zob-
razeni diagonalni tvar s vlastnimi ¢isly na diagonale. Zaroven jsme vidéli dva rizné
ptiklady dtvodt, pro¢ zobrazeni diagonalni matici mit nemusi. Prvni souvisel s
nilpotentnimi zobrazenimi, druhy s rotacemi v dvourozmérnych podprostorech.

Nejslozitéjsi a iplné obecny popis jsme potkali v odstavci 2.45, kde jsme pouze
s mlhavym naznakem dtkazu uvedli vétu o Jordanové rozkladu. Ta fika, ze nad
algebraicky uzavienym polem skalart se cely prostor vzdy rozlozi na invariantni
podprostory na kterych je zobrazeni ddno tzv. Jordanovymi bloky. Budeme ted
pracovat se specidlnimi typy zobrazeni, jejichz struktura je daleko jednodussi. Prvni
budou na fadé ortogonalni zobrazeni.

3.18. Rozklad ortogonalniho zobrazeni. Zkoumejme zobrazeni na vektorovém
prostoru V' se skalarnim soucinem. Uvazme pevné zvolené ortogondlni zobrazeni
f:V — V s matici A v néjaké ortonormalni bazi a zkusme postupovat obdobné
jako s rotaci v prikladu 2.39.

Nejprve se ale podivejme obecné na invariantni podprostory ortogonalnich zob-
razeni a jejich ortogonalni doplnky. Jestlize pro libovolny podprostor W C V a
ortogondlni zobrazeni f : V — V plati f(W) C W, pak také plati pro vSechny
veEWH, wew

(f),w) = (f(v), fo fH(w)) = (v, fH(w)) =0
protoze i f~(w) € W. To ale znamend, 7e také f(W+) C W+. Dokéazali jsme tedy
jednoduché, ale velice diilezité tvrzeni:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru je také invariantni.

Kdyby byla vlastni ¢isla ortogonalniho zobrazeni realna, zarucovalo by uz toto
tvrzeni, ze bude vzdy existovat baze V' z vlastnich vektoru. Skutecné, ztzeni f na
ortogonalni doplnék invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze
miizeme do baze pribirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad
V. Nicméné vétsinou nejsou vlastni ¢isla ortogonalnich zorbazeni redlna. Musime si
proto pomoci opét vyletem do komplexnixh vektorovych prostort.

Jestlize budeme povazovat matici A za matici linedrniho zobrazeni na komplexnim pro-
storu C™ (ktera je jen shodou okolnosti redlnd), budeme mit pravé n kofenii charakteristického
polynomu, véetné jejich algebraické nasobnosti. Navic, protoze charakteristicky polynom zob-
razeni bude mit vyhradné redlné koeficienty, budou tyto kofeny bud redlné, nebo pujde o dvojice
komplexné sdruzenych kofenii A a \. Pfislugné vlastni vektory v C" k takové dvojici vektorii
budou také komplexné sdruzené, protoze budou resenim dvou komplexné sdruzenych systémil
linedrnich rovnic.

Oznacme vy, stejné jako v pFipadé rotace v 2.39, vlastni vektor pfislusny k vlastnimu ¢islu
A = a+1i83, B # 0. Redlny vektorovy podprostor P, generovany redlnou a imaginarni ¢asti
T\ =Tevy, yx = imoy je zjevné invariantni vic¢i nasobeni matici A a dostavame

A~y =axy — fys, A-yx = ayx + B

To ale neznamena nic jiného, nez Ze zlzeni naseho zobrazeni na Py je ddno sloZenim rotace
o argument vlastni honoty A (ahel arccos —2—) s nasobenim velikosti vlastni hodnoty A

Va2+32
(skaldrem /a2 + (32). ProtoZe naSe zobrazeni zachovavd velikosti, musi byt velikost vlastni
hodnoty A rovna jedné.
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Spoleéné s predchozimi ivahami jsme tedy dokazali tplny popis vsech ortogondlnich zob-
razeni:

Véta. Necht f : V. — V je ortogondlni zobrazeni na prostoru se skaldrnim sou-
¢inem. Pak vsechny koteny charakteristického polynomu f maji velikost jedna a
ezistuje rozklad V' na jednorozmeérne vlastni podprostory odpovidajici vlastnim cis-
lim X = &1 a dvourozmérné podprostory Py x, na klerych pisobi [ rotaci o thel
rovny argumentu komplexniho c¢isla \. Vichny tyto rizné podprostory jsou po dvou
ortogondlni.

Priklad. Zkusme si predchozi vétu na piikladu v dimenzi tfi. Charakteristicky

polynom v tomto piipadé musi mit alespon jeden realny koten, kterym musi byt

bud jednicka nebo minus jednicka. Dalsi dva musi byt opét +1 nebo dva kom-

plexné sdruzené neredlné. V poslednim piipadé zadava vlastni vektor odpovidajici

realnému vlastnimu ¢islu osu rotace o argument vlastniho ¢isla druhého. Pokud je

realné vlastni ¢islo —1, bude navic jesté uplatnéno zrcadleni podle roviny rotace.
Uvazme tedy zobrazeni s matici ve standardni bazi

0 0 1
fRP =R, A=[0 1 0
-1 0 0

Dostaneme polynom —A* +A? —X4+1=—(A-1)(A*+1) skofeny \; =1, A =i a
A = —i. Pochopitelné matice zadava rotaci o devadesat stupnii podle osy y.

3.19. Symetricka zobrazeni. Uvazujme opét realny vektorovy prostor V' se ska-
larnim souéinem. Zobrazeni f : V' — V se nazyva symetrické, jestlize pro vsechny
vektory u,v € V plati

(f (u),v) = (u, f(v)).
V libovolné ortonormalni bazi mizeme pfedchozi vztah v soufadnicich vyjadrit
takto:

(A-x)t oy =al - (A-y)=a" - (ATy).

Volbou soufadnic bazovych vektort (tj. jedna jednicka a zbytek nuly) se dostaneme
ke vztahtim a;; = aj; pro jednotlivé komponenty matice A, tzn. ke vztahu A = AT
Dokazali jsme tedy souradny popis symetrickych zobrazeni:

Tvrzeni. Zobrazeni f : V. — V na vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem
je symetrické pravé tehdy, kdyz v nékteré (a pak uZ vsech) ortonormdlni bdzi md
symetrickou matici.

3.20. Adjungovana zobrazeni. Jestlize zvolime pevné jeden vektor v € V', dosazovani
vektortl za druhy argument ndm ddva zobrazeni V' — V™ = Hom(V, R)

V3v (w— (v,w) €R).

Podminka nedegenerovanosti skalarniho souc¢inu ndm zarucuje, ze toto zobrazeni je bijekci. Na
prvni pohled je vidét, Ze vektory ortonormalni baze jsou zobrazeny na formy tvofici bazi dudlni.

Kazdé zobrazeni f : V' — W mezi vektorovymi prostory zaddvd tzv. dudlni zobrazeni
[ W* — V" mezi formami, definované pro véechny w* € W*, v € V pomoci

fH(w)(v) = w(f(v))-
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V libovolnych bazich na V' a W a jejich dudlnich bazich na V* a W™ pak tentyz defini¢ni vztah
ma tvar (pieme A* pro matici zobrazeni f*, =7 jsou soufadnice formy w*, y jsou soufadnice
vektoru v)
(Aal)-y=a"-(A-y)

a vidime, ze dualni zobrazeni ma v dudlnich bazich transponovanou matici k matici zobrazeni
ptvodniho.

V pripadé vektorovych prostor( se skalarnim soucinem, prevadi vyse uvedené bijekce dualni
zobrazeni f* na tobrazeni f* : W — V zadané formuli

(f(u),v) = (u, f*(v))
a tomuto zobrazeni se fikd adjungované zobrazeni k f. Pfedchozi vypocet v soufadnicich pro
symetrickd zobrazeni ndm ve skutenosti sdélil, Ze je-li A matice zobrazeni f v ortonormalni
bézi, pak matice adjungovaného zobrazeni f* je matice transponovana A”. Miizeme proto také
preformulovat definici takto: Symetrické je takové zobrazeni f : V' — V/, které je rovno svému
adjungovanému zobrazeni f*. Casto se takovym zobrazenim také proto ¥ikd samoadjungovana.

3.21. Spektralni rozklad symetrického zobrazeni. Uvazujme symetrické zob-
razeni f : V — V s matici A v né&jaké ortonormalni bazi a zkusme postupovat
obdobné jako v 3.18. Opét se nejprve obecné podivame na invariantni podprostory
ortogonalnich zobrazeni a jejich ortogonalni doplitky. Jestlize pro libovolny podpro-
stor W C V a symetrické zobrazeni f : V — V plati f(W) C W, pak také plati pro
viechny v € W+, we W

(f(v),w) = (v, f(w)) = 0.
To ale znamend, ze také f(W+) C W.
Predstavme si déle, ze A je matice symetrického zobrazeni a A - x = Az pro
néjaky komplexni vektor z € C". Rozsifime si definici skaldrniho soucinu (, ) na

C™ vztahem

<.’E,y>:IT~g

kde g je vektor v C™ s komplexné konjugovanymi souradnicemi. Zjevné plati i pro
rozsitené zobrazeni x — A - x vztah

(A-z,y) = (2,A-y)
a pro nas vlastni vektor = tedy dostavame
Mz, x) = Mz, x).

Kladnym redlnym é&islem (z,x) mtzeme kratit a proto musi byt A = A, tj. vlastni
¢isla jsou skutecné realna.

Komplexnich kofentt mé charakteristicky polynom det(A — AE) tolik, kolik je
dimenze ¢tvercové matice A, a vSechny jsou ve skutecnosti redlné. Dokazali jsme
tak dulezity obecny vysledek:

Tvrzeni. Ortogondlni dopinék k invariantnimu podprostoru pro symetrické zob-
razeni je také invariantni. Navic jsou vsechna vlastni c¢isla symetrické matice A
redlnd.

Ze samotné definice je zfejmé, ze zuzeni symetrického zobrazeni na invariantni
podprostor je opét symetrické. Predchozi tvrzeni nam tedy zarucuje, ze bude vzdy
existovat baze V' z vlastnich vektoru. Skutecné, ztzeni f na ortogonalni doplnék
invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze mtzeme do baze
pribirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad V. Vlastni
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vektory piisluSejici riznym vlastnim ¢islim jsou navic kolmé, protoze z rovnosti
f(u) = Xu, f(v) = po vyplyva

Mu, v) = (f(u),v) = (u, f(v)) = plu, v).

Obvykle se nas vysledek formuluje pomoci projekci na vlastni podprostory.
O projektoru P : V — V ftikdme, ze je kolmy, je-li Im P 1 Ker P. Dva kolmé
projektory P, Q jsou vzdjemné kolmeé, je-li Im P L ImQ).

3.22. Véta. Pro kazdé symetrické zobrazeni f : V. — V na vektorovém prostoru se
skaldrnim soucinem existuje ortonormdlni baze z vlastnich vektori. Jsou-li A1, ..., Ak
vSechna riznd vlastni ¢isla f a Py, ..., Py prislusné kolmé a navzajem kolmé pro-
jektory na vlastni podprostory, pak

f=MPi+ -+ AP

Poznamka. Vsechna zobrazeni, pro kterad lze najit ortonormaélni bazi jako v této vété
o spektralnim rozkladu se nazyvaji normdlni. Lze pomérné snadno ukazat, ze zobrazeni
f:V — V je normdlni pravé, kdyz komutuje se svym adjungovanym zobrazenim. Stopa
zobrazeni f* o f je rovna souc¢tu absolutnich hodnot kvadrétt vSech prvka A. V béazi
z predchozi véty je tento vyraz ovSem roven souctu kvadratti absolutnich hodnot vsech
vlastnich éisel A\; matice A. Rovnost

S P = Inf
4,3 R

v nékteré a pak uz ve vsech ortonormélnich bazich je nutnou a dostatecnou podminkou
pro to, aby zobrazeni f bylo norméalni. Dtuikaz nebudeme uvadét.

3.23. Nezaporna zobrazeni a odmocniny. Nezaporné realna ¢isla jsou praveé
ta, kterd umime psat jako druhé mocniny. Zobecnéni takového chovani pro matice
a zobrazeni lze vidét u souc¢intt B = AT - A (tj. slozeni zobrazeni f* o f):

(B x,2) =(AT - A-z2) =(A-2,A-2) >0
pro vSechny vektory z. Navic zjevné
BT = (AT . A)T = AT . A=B.

Symetrickym maticim B s takovou vlastnosti fikdme nezdporné a pokud nastane
nulovd hodnota pouze pro x = 0, pak jim fikdme kladné. Obdobné hovoiime o
kladngch a nezdpornych zobrazenich f:V — V.

Pro kazdé nezaporné zobrazeni f : V — V umime najit jeho odmocninu, tj.
zobrazeni g takové, ze g o g = f. Nejjednoduseji to uvidime v ortonormélni bazi,
ve které bude mit f diagonalni matici. Takova podle nasich pfedchozich tvah vzdy
existuje a matice A zobrazeni f v ni bude mit na diagonéle nezaporna realna vlastni
¢isla zobrazeni f. Kdyby totiz bylo nékteré z nich zaporné, nebyla by splnéna pod-
minka nezapornosti jiz pro néktery z bazovych vektori. Pak ovSem stac¢i definovat
zobrazeni g pomoci matice B s odmocninami pfislusnych vlastnich ¢isel na diago-
néle.
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5. Rozklady matic a pseudoinverze

I pfi pocitani s redlnymi ¢isly uzivame pro zjednoduseni rozklady na sou-
¢iny. Nejjednodussim je vyjadreni kazdého redlného cisla jednoznacné ve tvaru
a = sgn(a)-|al, tj. jako souéin znaménka a abolutni hodnoty. V dalsim textu si uve-
deme struc¢né prehled nékolika takovych rozkladt pro riizné typy matic, které byvaji
nesmirné uzite¢né pri numerickych vypoctech s maticemi. Ve skutecnosti jsme pii-
slusny rozklad pro nezaporné symetrické matice vyuzili v pfedchoyim odstavci pro
konstrukci odmocniny z matice.

Zacneme preformulovanim nékolika vysledkt, které jsme uz davno odvodili. V
odstavcich 2.7 a 2.8 jsme upravovali matice nad skalary z libovolného pole na rad-
kovy schodovity tvar. K tomu jsme pouzivali elementarni tipravy, které spocivaly v
postupném nasobeni nasi matice invertibilnimi dolnimi trojihelnikovymi maticemi
P;, které postihovaly pric¢itani nasobkt radkt pod pravé zpravovavanym. Piedpo-
kladejme pro jednoduchost, Ze naSe matice A je ¢tvercova a ze ma vSechny hlavni
minory nenulové. Pak se nemuze stat, ze bychom potiebovali pii Gausové elimi-
naci prehazovat radky a vSechny nase matice P, mohou byt dolni trojihelnikové s
jednic¢kami na diagonalach (nikdy nepotiebujeme piehaovat fadky). Konecné, staci
si povSimnout, ze inverzni matice k takovymto P; jsou opét dolni trojihelnikové s
jednickami na diagonalach a dostavame

U=P-A=P,---P,- A
kde U je horni trojuhelnikova matice a tedy
A=L-U

kde L je dolni trojihelnikovd matice s jednickami na diagonale a U je horni trojua-
helnikové. Tomuto rozkladu se fikd LU —rozklad matice A. V pfipadé obecné matice
muzeme pii Gausové eliminaci na fadkové schodovity tvar potiebovat navic per-
mutace fadkt, nékdy i sloupct matice. Pak dostdvame obecnéji A=P-L-U - Q,
kde P a @ jsou néjaké permutacni matice.

Pfimym dusledkem Gausovy eliminace bylo také zjisténi, ze az na volbu vhod-
nych bazi na definicnim oboru a oboru hodnot je kazdé zobrazeni f : V — W
zadano matici v blokové diagonalnim tvaru s jednotkovou matici s rozmérem da-
nym dimenzi obrazu f nulovymi bloky vsude kolem. To lze pfeformulovat takto:
Kazdou matici A typu m/n nad polem skalarii K lze rozlozit na soucin

E 0
)

Pro ¢tvercové matice jsme v 2.46 ukazali pfi diskusi vlastnosti linearnich zob-
razeni f : V — V na komplexnich vektorovych prostorech, ze kazdou ¢tvercovou
matici A dimenze m umime rozlozit na soué¢in

A=P.B.-p!

kde B je blokové diagonalni s Jordanovymi bloky pfislusnymi k vlastnim ¢islim
na diagondle. Vsimnéme si, Ze nasobeni matici P a jeji inverzi z opacnych stran
odpovidad v tomto pfipaé pravé zméné baze na vektorovém prostoru V.

Obdobné, pro symetrické matice jsme dokézali, ze jdou rozlozit na soucin

A=P.-B.-PT,
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kde B je diagondlni matice se vSemi (vzdy redlnymi) vlastnimi ¢isly na diagonéle,
vcetné nasobnosti. Zde jde také o soucin s maticemi vystihujici zménu baze, nicméné
pripoustime nyni pouze zmény mezi mezi ortonormalnimi bazemi a proto i matice
prechodu P musi byt ortogonalni. Odtud P~! = PT.

Pro ortogonalni zobrazeni jsme odvodili obdobné vyjadfeni jako u symetric-
kych, pouze nase B bude blokové diagonélni s bloky rozméru dva nebo jedna vyja-
diujicimi bud rotaci nebo zrcadleni nebo identitu vzhledem k prisluSnym podpro-
stortim.

3.24. Véta o singularnim rozkladu. Jestlize se omezime na ortonormalni béaze,
ale chceme znat vice informaci o struktufe obecnych linearnich zobrazeni, musime
postupovat o hodné rafinovanéji, nez v ptripadé bazi libovolnych:

Véta. Necht A je redlnd matice typu m/n. Pak existuji ¢tvercové ortogondlni ma-
tice U a V dimenzi m a n, a redlnd diagondlni matice s nezdpornymi prvky D
dimenze v, r < min{m,n}, takové, Ze

B r o (DO
A=USVT, S_<O o)

kde r je hodnost matice AAT . Pritom je S urcena jednoznacné az na povadi proki
a proky diagondlni matice D jsou druhé odmocniny vlastnich ¢isel d; matice AAT .

DUKAz. Predpoklddejme nejprve m < n a ozna¢me ¢ : R®™ — R™ zobrazeni zadané
matici A ve standardnich bazich. Mame vlastné ukazat, ze existuji ortonormalni béze na
R™ a R™ ve kterych bude mit ¢ matici S z tvrzeni véty. Jak jsme vidéli vySe, matice
AT A je pozitivné semidefinitni. Proto mé samé realna nezaporna vlastni ¢isla a existuje
ortonormdlni baze w v R", ve které ma prislusné zobrazeni p* o ¢ diagondlni matici s
vlastnimi ¢isly na diagonéle. Jinymi slovy, existuje ortogonalni matice V takova, ze AT A =
VBVT pro realnou diagonalni matici s nezapornymi vlastnimi &isly (di,da,...,dr,0,...,0)
na diagonéle, d; # 0 pro véechny i = 1,...,r. Odtud B = VTATAV = (AV)T(AV). To je
ale je ekvivalentni tvrzeni, ze prvnich r sloupctt matice AV je ortogonélnich a zbyvajici jsou
nulové, protoze maji nulovou velikost. Ozna¢me prvnich r sloupct vi,...,v, € R™. Tzn.

(vi,vi) =d;, i =1,...,r atedy vektory u; = ﬁvi tvofi ortonormélni systém nenulovych

vektorti. Dopliime je na ortonormélni bazi ui, ..., u, celého R™. Vyjadiime-li zobrazeni
¢ v bazich w na R™ a u na R™, dostdavame matici v/ B. Pfechody od standardnich bazi k
nové vybranym odpovidaji nasobeni zleva ortogonalnimi maticemi U a zprava V! = V7T,

Pokud je m > n, mizeme aplikovat predchozi ¢ast ditkazu na matici AT. Odtud pak
pfimo plyne pozadované tvrzeni. |

Tento dlkaz véty o singularnim rozkladu je konstruktivni a mizeme jej opravdu pouzit
pro vypocet ortogonalnich matic U, V' a diagondlnich nenulovych prvkd matice S.

3.25. Geometricka interpretace singularniho rozkladu. Diagonalnim hod-
notam matice D z predchozi véty se Fika singuldrni hodnoty matice A. Pro ptislusné
zobrazeni ¢ : R” — R™ maji jednoduchy geometricky vyznam: Necht K C R™ je
jednotkova sféra pro standardni skaldrni souéin. Obrazem ¢(K') pak vzdy bude (pfi-
padné degenerovany) m-rozmérny elipsoid. Singuldrni ¢isla matice A jsou pritom
velikosti hlavnich poloos a véta navic fikd, ze ptvodni sféra vzdy pripousti orto-
gonalni sdruzené priuméry, jejichz obrazem budou pravé vsechny poloosy tohoto
elipsoidu.

Pro ¢tvercové matice je vidét, ze A je invertibilni praveé, kdyz vSechna singulérni
¢isla jsou nenulova. Pomér nejvétsiho a nejmensiho singularniho cisla je dulezitym
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parametrem pro robustnost fady numerickych vypocti s maticemi, napf. pro vy-
pocet inverzni matice.

3.26. Véta o polarnim rozkladu. Uvazujme spole¢né nad disledky véty o singularnim
rozkladu. Plyne z ni A = USW7 s diagonaIni S s nezapornymi realnymi &isly na diagonéle
a ortogonélnimi U, W. Pak A = USUTUWT a mizeme piimo definovat P := USUT,
V := UW?". Odtud ale vyplyvé, 2e P symetrickd a pozitivné semidefinitni zatimco V je
ortogonélni. Navic AT = WSUT a tedy AAT =USSUT = P2.

Predpoklddejme, ze A = PV = QU jsou dva takové rozklady a A je invertibilni. Pak
ovéem je AAT = PVVTP = P? = QUUTQ = Q? positivné definitni a proto jsou matice
Q = P = VAAT jednoznaéné uréené a invertibilni. Pak také U = V = P~'A. Odvodili
jsme tedy velice uzite¢nou analogii rozkladu redlného &isla na znaménko (ortogondlni matice
v pfipadé dimenze jedna jsou prdvé +1) a absolutni hodnotu (matice P, ke které umime
odmocninu)

Véta. Kazdou ctvercovou redlnou matici A dimenze n lze vZdy vyjddrit ve tvaru A = P-V,
kde P je symetricka a positivné definitni ¢tvercovd matice téze dimenze a V' je ortogondlni.
Pritom P =V AAT. Je-li A invertibilni, je rozklad jednoznacéng a V = (VAAT) ' A.

Kdyz budeme tutéz vétu aplikovat na AT misto A, dostaneme tenty? vysledek, ovéem s
obracenym poradim symetrickych a ortogonalnich matic. Matice v pfislusnych pravych a levych
rozkladech budou samozrejmé obecné riizné.

3.27. Poznamka. V tomto textu se bohuzel z nedostatku prostoru vyhybédme
komplexnim maticim. Ve skutec¢nosti jsou pro vSechny koncepty a pojmy zavedené
kolem skalarnich soucinti také pfimocaré komplexni analogie a obvyklejsi postup
v literatute je, ze se z vysledkd pro tzv. unitarni prostory, hermiteovska zobra-
zeni, samoadjungovand zobrazeni apod. odvozuji i vysledky redlné. Napriklad véta
o spektralnim rozkladu pak pracuje s matici s pozitivné definitni samoadjungo-
vanou matici P, kterd opét hraje roli absolutni hodnoty ¢isla, zatimco unitarni
matice V je analogii argumentu komplexniho éisla (tj. komplexni jednotky, kterd
se také rozklada na soucet ¢ + i) se samoadjungovanymi ¢, v, které navic spliuji
©? + % = idy). Pfitom ale nyni neni jedno v jakém poradi samoadjungované a
unitarni matice chceme nasobit. Umime v obou, vyjdou ale pokazdé jiné.

Pro fadu aplikaci byva rychlejsi pouziti tzv. QR rozkladu:

3.28. Véta. Pro kazdou redlnou matici A typu m/n existuje ortogondlni matice Q
a horni trojihelnikovd matice R takové, e A = QT R.

DUKAzZ. V geometrické formulaci potfebujeme dokéazat, ze pro kazdé zobrazeni
@ : R" — R™ s matici A v standardnich bazich mizeme zvolit novou bazi na R
tak, aby potom ¢ mélo horni trojihelnikovou matici.

Uvazme obrazy ¢(e1),...,p(en) € R™ vektort standardni baze, vyberme z
nich maximalni linearné nezavisly systém vy, ..., v takovym zptisobem, ze vypous-
téné zavislé vektory jsou vzdy linearni kombinaci pfedchozich vektori, a dopliime
jej do baze wvi,...,v,. Necht uy, ..., u, je ortonormalni béze vznikld Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci tohoto systému vektort. Nyni pro kazdé e; je ¢(e;)
bud jedno z v;, j < 4, nebo je linedrni kombinaci vy, ..., v;_1, proto ve vyjadreni
(e;) v bazi u vystupuji pouze vektory wy, ..., u;. Zobrazeni ¢ ma proto ve stan-
dardni bazi na R™ a ortonormdélni bazi u na R™ horni trojihelnikovou matici R.
Prechod k béazi v na R™ odpovidd nasobeni ortogonalni matici @, tj. R = QA,
ekvivalentné A = QT R. |
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Zavérem této Casti textu si vSimnéme mimoradné uziteéné a dulezité aplikace
nasich vysledkt pro pfiblizné numerické vypocty. Opét uvadime pro jednoduchost
pouze redlnou variantu, obdobné plati a dokazuje se i varianta komplexni.

3.29. Definice. Necht A je reilnd matice typu m/n a nechtA = USVT je jeji

1
singularni rozklad, S = (lo) 8) Matici ACY = VS'UT s §' = (DO 8)

nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje nésledujici véta, je pseudoinverze dtilezité zobecnéni pojmu inverzni
matice.

3.30. Véta. Necht A je redlnd matice typu m/n. Plati

(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercovd), pak
ACD = 471
(2) pro pseudoinverzi ACY plati, ze ACVA i AACY jsou symetrické a
AATYA = A, ACDAAED = 4CD,

(3) UvazZme pro danou matici A systém linedrnich rovnic Ax = b, b € R™. Pak
y = AV € R™ minimalizuje vzddlenost || Az — b|| pro viechny = € R™.

DiKAz. (1): Je-li A invertibilni, pak i S = UTAV je invertibilni a p¥imo z definice je
S = 87! Odtud ATVA=AACY = E.
(2): Pfimym vypoé¢tem dostdvame SS'S = S a §'SS" = ', proto

AATYA = UusvTvsSuTusvT =uss'svT =usvT = A
a analogicky pro druhou rovnost. Dale
(AATNHT = (Uss'UNT =u ()T sTUT =U(ss) Ut =uss'UT = 4ACY

a podobné se ukaze (ACD AT =AY 4,

(3): Uvazme zobrazeni ¢ : R" — R™, x + Az, a pfimé soutty K" = (Kerp)™ @
Kerp, R™ = imy @ (img)*. ZaZené zobrazeni ¢ := P(Ker o)L (Kerp)* — Imy je
linedrni isomorfismus. Zvolime-li vhodn& ortonormélni baze na (Ker p)* a Im a doplnime
je na ortonormalni baze na celych prostorech, bude mit ¢ matici S a ¢ matici D z véty o
singuldrnim rozkladu. Pro dané b € R™ je bod z € im ¢ minimalizujici vzdalenost ||b — z|| (tj.
realizujici vzdalenost od podprostoru p(b, Im ¢)) pravé komponenta z = by rozkladu b = by +
b2, b1 € Imp, by € (Im ga)L. Pfitom ale ve zvolené bazi je zobrazeni ap(*l), ptvodné zadané
ve standardnich bazich pseudoinverzi A=Y ddno matici S’ z véty o singuldrnim rozkladu,
zejména je "V (Imp) = (Kerp)t a D™! matici zizeni ga‘(fl)w a @f(:wL je nulové. Je
tedy skutecné

po V() = (e (2) = =
a dikaz je ukoncen. |

Lze také ukézat, e matice A minimalizuje vyraz ||[AAY — E||? (tj. sumu kvadrata
vSech prvkd uvedené matice).
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3.31. Linearni regrese. Aproximaéni vlastnost (3) predchozi véty je velice uzi-
teénd v pripadech, kdy mame najit co nejlepsi pfiblizeni (neexistujiciho) FeSeni
preuréeného systému Az = b, kde A je redlna matice typu m/n a m je vétsi nez n.

Napf. mame experimentem ddno mnoho namétfenych hodnot b; a chceme najit
linedrni kombinaci nékolika funkei f;, ktera bude co nejlépe aproximovat hodnoty b;.
Skutecné hodnoty zvolenych funkci v bodech y; € R zadaji matici a;; = fi(y;) a na-
$im tkolem je tedy uréit koeficienty z; € R tak, aby > (b; — (32—, jas;))* byla
minimalni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci funkci f; takovou, abychom
”dobre” prolozili zadané hodnoty b;. Diky ptredchozi vété jsou hledané optimalni
koeficienty A(—Db.

Abychom méli konkrétnéjsi predstavu, uvazujme pouze dvé funkece fi(z) = =z,
fa(x) = 2% a piedpoklddejme, Ze ,naméfené hodnoty“ jejich nezndmé kombinace
g(z) = y12 + y22% v celodiselnych hodnotéch pro z mezi 1 a 10 jsou

bl = (1.44 10.64 4.48 14.56 31.12 39.20 54.88 71.28 85.92 104.16).

Tento vektor vzniknul vypoétem hodnot x + 22 v danjch bodech posunutjch o
nédhodné hodnoty v rozmezi £8. Matice B = (b;;) je tedy v nasem pfipadé rovna

BT_12345678910
S \1 4 9 16 25 36 49 64 91 100

ay =B b=(0.61,0.99). Vysledné prolozeni je mozné dobie vidét na obrazku,
kde zelené jsou prolozeny zadané hodnoty b lomenou ¢arou, zatimco ¢erveny je graf
prislusné kombinace g. Vypocty byly provedeny v systému Maple pomoci piikazu
leastsqrs(B,b).
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Pokud jste sprateleni s Maplem (nebo jinym podobnym souftwarem), zkuste si
zaexperimentovat s podobnymi tlohami.






KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

poloha, incidence, projekce?
— a zase skoncime u matic. ..

1. Afinni geometrie

Vratime se ted k tlohdm elementdrni geometrie z podobného pohledu, jako
kdyz jsme zkoumali polohy bodi v roviné v 5. ¢asti prvni kapitoly, viz 1.33. Moti-
vaci k abstraktni definici vektorového prostoru nam byly mnoziny feseni systému
linearnich diferencidlnich rovnic s nulovou pravou stranou, kde soucty i skalarni na-
sobky Feseni byly opét Fesenimi, ,,dimenzi“ celého prostoru feseni ale urcoval rozdil
mezi po¢tem proménnych a poctem nezavislych rovnic. Takova dimenze byva vy-
razné mensi nez pocet proménnych a uz proto neni idealni pracovat s vektory jen
jako s n—ticemi skalari. Kdyz jsme pak zkoumali aplikace obecné teorie na sys-
témy rovnic v prvni ¢asti predchozi kapitoly, zjistili jsme v ostavci 3.1, ze vSechna
feseni nehomogennich systémt rovnic sice netvoti vektorové podprostory, vzdy ale
vznikaji tak, ze k jednomu jedinému feSeni pricteme cely vektorovy prostor feseni
prislusné homogenni soustavy. Naopak, rozdil dvou feseni nehomogenni soustavy je
vzdy fesenim homogenni. Obdobné se chovaji linearni difere¢ni rovnice, viz 3.6.

Navod na teoretické uchopeni takové situace jsme vidéli uz pii diskusi geo-
metrie roviny, viz odstavec 1.34 a dale. Tam jsme totiz popisovali pfimky a body
jako mmoziny feSeni systémi linearnich rovnic. Pfimka pro nas pak byla ,jedno-
rozmérnym® prostorem, prestoze jeji body byly popisovany dvémi soutradnicemi.
Prametricky jsme ji zadavali tak, ze k jednomu bodu (tj. dvojici soufadnic) jsme
pric¢itali ndsobky pevné zvoleného smérového vektoru. Stejné budeme postupovat i
ted v libovolné dimenzi.

4.1. Afinni prostory. Standarni afinni prostor A, je mnozina vSech bodi v R™
spolu s operaci, kterou k bodu A = (ay,...,a,) € A, a vektoru v = (vy,...,v,) €
R™ ptifadime bod A +v = (a1 + v1,...,a, + v,) € R™. Tyto operace spliiuji
nasledujici ti vlastnosti:

(1) A+ 0= A pro vSechny body A € P a nulovy vektor 0 € V

(2) A+ (v+w) = (A+v)+ w pro vSechny vektory v,w € V, A€ P

(3) pro kazdé dva body A, B € P existuje pravé jeden vektor v € P takovy, ze
A+ v = B. Znacime jej B — A, nékdy také AB.

Vektorovy prostor R™ nazyvame zaméreni afinniho prostoru A,.

Vsimnéme si nékolika formélnich nebezpeéi: Pouzivame stejny symbol ,+“ pro
dveé riizné operace: pricteni vektoru ze zaméteni k bodu v afinnim prostoru, ale také
scitani vektorl v zaméfeni R™. Také nezavadime zvlastni pismena pro samotnou
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mnozinu bodu afinniho prostoru, tj. A, pro nas predstavuje jak samotnou mnozinu
bodi, tak i celou strukturu definujici afinni prostor.

Pro¢ vlastné chceme rozlisovat mnozinu bodu prostoru A,, od jeho zaméteni V',
kdyz se jedné jakoby o stejné R™? Je to patrné podstatny formélni kricek pro po-
chopeni geometrie v R™: Geometrické objekty jako jsou ptimky, body, roviny apod.
nejsou totiz primo zavislé na vektorové struktufe na mnoziné R™ a uz vibec ne na
tom, ze pracujeme s n—ticemi skalarti. Musime ale mit moznost Tici, co je to ,,rovné
v daném sméru“. K tomu pravé potiebujeme na jedné strané vnimat tfeba rovinu
jako neohranicenou desku bez zvolenych souradnic, ale s moznosti posunout se o
zadany vektor. Kdyz pfejdeme navic k takovému abstraktnimu pohledu, budeme
umeét diskutovat ,rovinnou geometrii“ pro dvourozmérné podprostory, tj. roviny
ve vicerozmérnych prostorech, ,prostorovou“ pro tfirozmérné atd., aniz bychom
museli pfimo manipulovat k-ticemi soufadnic.

Definice. Afinnim prostorem A se zamérenim V' rozumime mnozinu bodu P, spolu
se zobrazenim PxV — P, (A,v) — A+w, spliiujici vlastnosti (1)—(3). Pro libovolny
pevné zvoleny vektor v € V je tak definovana translace 7, : A — A jako zuzené
zobrazeni

Tw:P~Px{v}—-P A— A+
Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zaméteni.

Nadéle nebudeme rozliSovat A a P v oznaceni. Z axiomu okamzité plyne pro
libovolné body A, B, C v afinnim prostoru .4

(4) A-A=0eV

(5) B—-A=—-(A-B)

(6) (B-—A)+(C—-B)=(C-A).
(Dokazte si podrobné formalné samil!)

Vsimnéme si, ze volba jednoho pevného bodu 4y € A ndm urcuje bijekci mezi V/
a A. Pii volbé pevné baze u ve V' tak dostavame pro kazdy bod A € A jednoznacné
vyjadieni

A=Ay +x1u1 + -+ TpUp.

Hovofime o afinni soustavé soutadnic (Ag;uy,...,u,) zadané pocdtkem afinni sou-
fadné soustavy Ay a bazi zaméteni u. Hovofime také o afinnim repéru (Ao, w).

Slovy mutzeme shrnout situaci takto: Afinni soufadnice bodu A v soustavé
(Ao, u) jsou soufadnicemi vektoru A — Ay v bazi u zaméfeni V.

Volba afinniho soufadného systému ztotoziuje n-rozmérny afinni prostor A se
standardnim afinnim prostorem A4,,.

4.2. Afinni podprostory. Jestlize si vybereme v A jen body, které budou mit
nékteré predem vybrané souradnice nulové (tfeba posledni jednu). Dostaneme opét
mnozinu, kterd se bude chovat jako afinni prostor. Takto budeme skutecné para-
metricky popisovat tzv. afinni podprostory ve smyslu néasledujici definice.

Definice. Neprazdnd podmnozina Q C A afinniho prostoru A se zaméfenim V
se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnozina W = {B — A;A,B€ Q} CV
vektorovym podprostorem a pro libovolné A € Q, v e W je A+wv e Q.

Skute¢né je rozumné mit obé podminky v definici, protoze je snadné najit

priklady podmnozin, které budou spliovat prvni, ale nikoliv druhou. Pfemyslejte
napi. o pfimce v roviné s vyjmutym jednim bodem.
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Pro libovolnou mnozinu bodit M C A v afinnim prostoru se zaméfenim V
definujeme vektorovy podprostor

Z(M)=({B—A;B,Ae M}) C V.

Zejména je V = Z(A) a kazdy afinni podprostor Q C A spliiuje sdm axiomy
afinniho prostoru se zaméfenim Z(Q).

Ptimo z definic je zfejmé, ze prunik libovolné mnoziny afinnich podprostori je
bud opét afinni podprostor nebo prazdnd mnozina.

Afinni podprostor (M) v A generovany neprdzdnou podmnozinou M C A je
prunikem vsSech afinnich podprostort, které obsahuji vsechny body podmnoziny M.

Pfimo z definic plyne, ze pro kterykoliv bod Ay € M je (M) = {Ag + v;v €
Z(M) C Z(A)}, tj. pro generovani afinniho podprostoru vezmeme vektorovy pod-
prostor Z(M) v zaméfeni generovany vSemi rozdily bodii z M a ten pak pii¢teme
k libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu mnoziny bodu M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni Z(.A) a jeden pevny bod
A € A, pak podmnozina A 4+ U vznikld vSemi moznymi soucty bodu A s vektory v
U je afinni podprostor. Takovy postup vede k pojmu parametrizace podprostori:

Necht Q = A+ Z(Q) je afinni podprostor v A,, a (uq,...,ux) je bdze Z(Q) C
R™. Pak vyjadfeni podprostoru

Q:{A+t1u1+~~-+tkuk;t1,...,tkER}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q. Jeho zadani systémem rovnic v da-
nych soutradnicich je implicitni popis podprostoru Q.

4.3. Priklady afinnich prostoru. (1) Jednorozmérny (standardni) afinni pro-
stor je mnozina vSech bodu realné primky .A;. Jeji zaméreni je jednorozmérny
vektorovy prostor R (a nosnd mnozina také R). Afinni soufadnice dostaneme vol-
bou pocatku a méritka (tj. baze ve vektorovém prostoru R). VSechny vlastni afinni
podprostory jsou 0-rozmérné, jsou to pravé vSechny body realné piimky R.
(2) Dvourozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina vSech bodt prostoru Ay
se zamé&fenim R2. (Nosnou mnozinou je R2.) Afinni soufadnice dostaneme volbou
pocatku a dvou nezavislych vektort (smérii a méfitek). Vlastni afinni podprostory
jsou pak vSechny body a pfimky v roviné (0-rozmérné a 1-rozmérné). Piimky pfi-
tom jednoznaéné zadame jejich jednim bodem a jednim generdtorem zaméteni (tzv.
parametricky popis piimky).
(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina vSech bodu prostoru As se
zaméFenim R3. Afinni soufadnice dostaneme volbou pocatku a t¥i nezavislych vek-
torl (smért a méritek). Vlastni afinni podprostory jsou pak vSechny body, ptimky
a roviny (0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmérné).
(4) Podprostor vsech feSeni jedné linedrni rovnice a - x = b pro nezndmy bod
(z1,...,%n) € Ay, zndmy nenulovy vektor koeficientt (ay, ..., a,) a skaldr b € R je
afinni podprostor dimenze n—1 (fikdme také, ze je kodimenze 1), tj. tzv. nadrovina
v A,.

Posledni priklad je zvlastnim pfipadem nasledujici obecné véty popisujici geo-
metrickou podstatu systémt linearnich rovnic.

4.4. Véta. Necht (Ao;u) je afinni souradny systém v n-rozmérném afinnim pro-
storu A. Afinni podprostory dimenze k v A, vyjadiené v danych souradnicich, jsou
pravé mnoziny tesent tesitelngych systémiu n — k linedrné nezdvislych linedrnich rov-
nic v n promennych.
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DUkAz. Uvazujme libovolny Fesitelny systém n — k linedrné nezévislych rovnic
ai(z) =b, b €ERi=1,...,n—k. Je-li A = (ay,...,a,)T € R" libovolné pevné
zvolené FeSeni tohoto (nehomogenniho) systému rovnic a je-li U C R™ vektorovy
podprostor vSech Feseni zhomogenizovaného systému «;(z) = 0, pak dimenze U je k
a podmnozina viech feseni daného systému je tvaru {B; B = A+ (y1,...,yn) T,y =
(y1...,yn)T € U} C R™, viz. 3.1. Piislusny afinni podprostor je tim popsan para-
metricky ve vychozich soufadnicich (Ag;w).

Naopak, uvazme libovolny afinni podprostor @ C A,, a zvolme néjaky jeho bod
B za pocétek afinniho soufadného systému (B,v) pro afinni prosotr .A. Protoze
Q = B+ Z(Q), potiebujeme popsat zaméfeni podprostoru Q jako podprostor
feSeni homogenniho systému rovnic. Zvolme tedy bazi v na Z(A) tak, aby prvnich
k vektori tvotilo bazi Z(Q). Pak v téchto soutadnicich jsou vektory v € Z(Q) dany
rovnostmi

a;j(v)=0, j=k+1,...,n,
kde «; jsou linearni formy z tzv. dudlni baze k v, tj. funkce pfifazeni jednotlivych
souradnic v nasi bazi v.

N4s vektorovy podprostor Z(Q) dimenze k v n-rozmérném R” je tedy skuteéné
dén jako FeSeni homogenniho systému n—k nezavislych rovnic. Popis zvoleného afin-
niho podprostoru ve vybraném soufadném systému (Ag; u) je proto ddn systémem
homogennich linearnich rovnic.

Zbyva nam se vypotradat dusledky prechodu z ptivodniho zadaného souradného
systému (A;u) do naseho prizptsobeného (B;v). Z obecné uvahy o transformacich
soutadnic v nasledujicim odstavci vyplyne, Ze vysledny popis podprostoru bude
opét pomoci systému rovnic, tentokrat ale uz obecné nehomogennich. O

4.5. Transformace souradnic. Dvé libovolné zvolené afinni soustavy souradnic
(Ao, u), (Bo,v) se obecné lisi posunutim pocatku o vektor (By — Ag) a jinou bazi
zaméfeni. Transformad¢ni rovnice tedy vycteme ze vztahu pro obecny bod X € A

X = By +zivi + - + 2 v, = By + (Ao — Bo) + z1us + - + Tpy,.

Oznaéme y = (y1,...,yn)? sloupec soutadnic vektoru (Ag — By) v bazi v a M =
(ai;) bud matice vyjadfujici bazi u prostfednictvim baze v. Potom

/
T; =Y1 + 01121 + -+ A1pTn

!
T, =Yn tap1T1 + -+ AppTy

tj. maticoveé
¥ =y+ M-z

Jako priklad si mtizeme spocitat dopad takové zmény baze na vyjadreni feseni
systémii rovnic. Necht v soufadnicich (Ap; u) ma systém rovnic tvar

S-x=0b

s matici systému S. Pak S -2 =S-M~'.-(y+M-2)—-S-M~'.y=b Protov
novych vyse uvazovanych soufadnicich (Bp;v) bude mit nas systém rovnic tvar

(S MY.-2'=b=b+(S- M)y

To plné dokoncuje diikaz predchozi véty.
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4.6. Afinni kombinace bodu. Necht Ag,..., A; jsou body v afinnim prostoru
A. Jejich afinni obal ({Ay. .., Ax}) mizeme zapsat jako

{A0+t1(A1—A0)+"'+tk(Ak—Ao);tl,.”,tk ER}

a v libovolngch afinnich soutadnicich (tj. A; je vyjadien sloupcem skaléri) miizeme
tutéz mnozinu zapsat jako

k
(Ao, Ak) = {toAo + 1Ay + - + teAg; s €R, Yty =1},
i=0

Obecné vyrazy toAg + t141 + --- + t Ag s koeficienty spliujicicmi Z?:o ti =1
rozumime body Ag + Zle t;(A; — Ao) a nazyvame je afinni kombinace bodi.

Body Ag ..., Ak jsou v obecné poloze, jestlize generuji k-rozmény podprostor.
7 nasich definic je vidét, Ze to nastane pravé, kdyz pro kterykoliv z nich plati, Ze
vektory vzniklé pomoci rozdila tohoto pevného s ostatnimi jsou linedrné nezavislé.
Vsimnéme si také, ze zadani posloupnosti dim.4 bodid v obecné poloze je ekviva-
lentni zadani afinniho repéru s stfedem v prvnim z nich.

Afinni kombinace je obdobné konstrukce pro body afinniho prostoru jako byla
linearni kombinace pro vektorové prostory. Skutecné, afinni podprostor generovany
body Ag ..., Ay je roven mnoziné vSech afinnich kombinaci svych generatort. Mi-
zeme vsak nyni dobfe zobecnit i pojem ,mezi dvéma body na primce“. V dvojroz-
mérném pripadé tomu odopovida vnitiek trojuhelniku. Obecné budeme postupovat
takto:

Necht Ay, ..., Ay je k+1 bodt afinniho prostoru A v obecné poloze. k-rozmérny
simplex A = A(Ao,...,Ar) generovany témito body je definovin jako mnozina
vSech afinnich kombinaci boda A; s pouze nezapornymi koeficienty, tzn.

k
A = {tgAg + t1 A1 + -+t A t; €[0,1] C R,Zti =1}.
i=0
Jednorozmeérny simplex je usecka, dvourozmeérny trojuhelnik.
Zadani podprostoru jako mnoziny afinnich kombinaci bodi v obecné poloze je
ekvivalentni parametrickému popisu. Obdobné pracujeme s parametrickymi popisy
simplexti.

4.7. Konvexni mnoZiny. Podmnozina M afinniho prostoru se nazyva konvexnt,
jestlize s kazdymi svymi dvéma body A, B obsahuje i celou tse¢ku A(A, B). Pfimo
z definice je vidét, ze kazda konvexni mnozina obsahuje s kazdymi k 4+ 1 body v
obecné poloze i cely jimi definovany simplex.

Konvexnimi mnozinami jsou napft.
(1) prazdna podmnozina
(2) afinni podprostory
(3) tsecky, poloptimky p = {P +t-v; t > 0}, obecnéji k— rozmérné poloprostory
a={P+t1-vi+- - +tp v t1,...,tx € Rjtxy > 0}, Ghly v dvojrozmérnych
podprostorech = {P + 1 - v1 + t2 - va; t1 > 0,t3 > 0}, atd.

Ptimo z definice také plyne, Ze prunik libovolného systému konvexnich mnozin
je opét konvexni. Prinik vSech konvexnich mnozin obsahujicich danou mnozinu M
nazgyvime konvezni obal K(M) mnoziny M.
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Véta. Konvexni obal libovolné podmnoziny M C A je

K(M) = {t1 A1 + -+ t,A Y ti=1, t; > 0}

=1

DUKAZ. Ozna¢me S mnozinu vSech afinnich kombinaci na pravé strané dokazo-
vané rovnosti. Nejprve ovéfime, Ze je S konvexni. Zvolme tedy dvé sady parametri
ti, i1 =1,..,51, t§7 J=1,...,82 s pozadovanymi vlastnosti. Bez Gjmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze s; = sy a Ze v obou kombinacich vystupuji stejné body
z M (jinak prosté pridame sé¢itance s nulovymi koeficienty). Uvazme libovolny bod
tsecky zadané takto ziskanymi body:

€(t1Ar + -+t A) + (1 —e)(#j A1 + -+ 1L A,), 0<e< 1.

Z¥ejmé jsou opét vsechny v S.

Zbyvéa ukéazat, ze konvexni obal bodu Ai,..., As nemuZze byt mensi nez S.
Samotné body A; odpovidaji volbé parametri t; = 0 pro vSechny j # i a t; = 1.
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s nejvyse s — 1 body. To
znamena, ze konvexni obal bodu Ay, ..., A;_1 je (podle pfedpokladu) tvofen pravé
témi kombinacemi z pravé strany dokazované rovnosti, kde t; = 0. Uvazme nyni
libovolny bod A =t1 Ay +--- +tsAs € S, ts # 1, a afinni kombinace

E(tlAl + -+ ts—lAs—l) + (1 — 6(1 — ts))As, 0<e< 1—71%

Jde o usecku s krajnimi body uréenymi parametry ¢ = 0 (bod A;) a e =1/(1 —t)
(bod v konvexnim obalu bodt Ay, ..., As_1). Bod A je vnitinim bodem této tsecky
s parametrem € = 1. (|

Konvexni obaly koneénych mnozin bodt se nazyvaji konverni mnohostény.
Jsou-li definujici body Ay,..., Ar konvexniho mnohosténu v obecné poloze, do-
stavame praveé k-rozmérny simpler. V piipadé simplexu je vyjadfeni jeho bodl ve
tvaru afinni kombinace definujicich vrcholi jednoznacéné.

Jinym prikladem jsou konvexni podmnoziny generované jednim bodem a ko-
neéné mnoha vektory: Necht wuq,...,ug, jsou libovolné vektory v zaméieni R"™,
A € A, je libovolny bod. Rovnobéznostén Pr(A;ug,...,ux) C A, je mnozina

Pe(Asur, ... ur) ={A+cius +- -+ cup; 0<¢; <li=1,...,k}.

Jsou-li vektory uq, ..., ur nezavislé, hovorime o k-rozmérném rovnobéznosténu
Pr(A;u, ... ur) C Ap. Z definice je zfejmé, Ze rovnobéznostény jsou konvexni. Ve
skutecnosti jde o konvexni obaly jejich vrcholi.

4.8. Pfiklady standardnich afinnich aloh. (1) K podprostoru zadanému im-
plicitné nalézt parametricky popis a naopak:

Nalezenim partikuldarniho feSeni nehomogenniho systému a fundamentalniho
fesen{ zhomogenizovaného systému rovnic ziskdme (v soufadnicich, ve kterych byly
rovnice zaddny) pravé hledany parametricky popis. Naopak, zapiSeme-li paramet-
ricky popis v soufadnicich, mizeme volné parametry t1,...,t; vyeliminovat a zis-
kame praveé rovnice zadavajici dany podprostor implicitné.

(2) Nalézt podprostor generovany nékolika podprostory Qx, ..., Qs (obecné riznych
dimenzi, napt. v Rs nalézt rovinu danou bodem a pFimkou, tfemi body apod.) a
zadat jej implicitné ¢i parametricky:
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Vysledny podprostor Q je vzdy urcen jednim pevné zvolenym bodem A; v
kazdém z nich a souctem vsech zaméieni. Napf.

Q=A1+(Z{A1, ..., A}) +Z(Q1) + -+ Z(Qy)).

Pokud jsou podprostory zadany implicitné, je mozné je nejdiive prevést na para-
metricky tvar. V konkrétnich situacich byaji funkéni i jiné postupy. VSimnéme si,
ze obecné je skutecné nutné vyuzit jednoho bodu z kazdého podprostoru. Napt.
dvé paralelni primky v roviné vygeneruji celou rovinu, ale sdili totéz jednorozmérné
zameéreni.

(3) Nalézt prinik podprostori Q1. .., Qs:

Pokud jsou zadany v implicitnim tvaru, stac¢i sjednotit vSechny rovnice do jed-
noho systému (a pfipadné vynechat linedrné zévislé). Pokud je vznikly systém ne-
TFesitelny, je prunik prazdny. V opa¢ném piipadé ziskdme implicitni popis afinniho
podprostoru, ktery je hledanym prinikem.

Pokud méame dény parametrické tvary, mizeme také hledat primo spolecné
body jako feseni vhodnych rovnic, podobné jako pti hledani prunikt vektorovych
podprostort. Ziskame tak pfimo opét parametricky popis. Pokud je podprostortu
vice nez dva, musime prunik hledat postupné.

Méame-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni implicitné, stac¢i dosadit
parametrizované souradnice a fesit vysledny systém rovnic.

(4) Nalezeni pricky mimobézek p, q v As prochdzejici danym bodem nebo magict
predem dany smér (tj. zaméreni):

Prickou rozumime pfimku, ktera mé neprazdny prinik s obémi mimobézkami. Vy-
sledna pricka r tedy bude jednorozmérnym afinnim podprostorem. Pokud mame za-
dén jeho bod A € r, pak afinni podprostor generovany p a A je bud pfimka (A € p)
nebo rovina (A ¢ p). V prvém piipadé méme nekoneéné mnoho feSeni, jedno pro
kazdy bod z ¢, v druhém staci najit prinik B roviny (pU A) s ¢ a r = ({4, B}).
Pokud je primnik prazdny, tloha nemé4 feseni, v ptipadé ze ¢ C (p U A), mame opét
nekone¢né mnoho feSeni, a pokud je priunik jednoprvkovy, dostavame pravé jedno
feSeni.

Méame-li misto bodu dan smér v € R", tj. zaméfeni r, pak uvazujeme opét
podprostor Q generovany p a zaméfenim Z(p) + (u) C R™. Opét, pokud ¢ C Q,
méame nekoneéné mnoho feseni, jinak uvazime prunik Q s ¢ a tlohu dokoncéime
stejné jako v predchozim ptipadé.

Regeni mnoha dalsich standardnich geometrickych tloh spoéiva v pouzivani
vyse uvedenych kroki.

4.9. Priklad. Uvadime nékolik piiklada s vysledky.

4.9.1. 1. Parametricky vyjddiete prinik ndsledugicich rovin v R3:
c:2x+3y—z2+1=0 a p:x—-2y+5=0.

Reseni. Piimka (2t,t,7t) + [-5,0, —9]. O

4.9.2. 2. Najdéte pricku primek (dsecku, jejiz jeden koncovy bod lezi na jedné z
primek, druhy pak na druhé z nich)

p:[1,1,1]4+¢(2,1,0), q:[2,2,0]+¢(1,1,1),

takovou, Ze piimka ji uréend prochdzi bodem [1,0,0].
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Reseni. Hledany bod v ¢ najdeme jako prinik pfimky ¢ s rovinou
[1,1,1] + (2, 1,0) + (0,1, 1).
Jde o tsecku s krajnimi body [5,5,3] € ¢, [7/3,5/3,1] € p. |

4.9.3. 3. Urcete osu mimobézek

P [3,0,3] + (0,1,2)t
g:  [0,—1,-2]+(1,2,3)t.
Reseni. Usecka ([2,3,4],[3,1,5)]). O

4.9.4. 4. Naleznéte osu mimobézek

p:[1,1,1] +¢(2,1,0), ¢:[2,2,0] +¢(1,1,1).

Reseni. [3,2,1][8/3,8/3,2/3]. O
4.9.5. 5. Urcete patu kolmice spusténé z bodu [0,0,7] na rovinu

p:[0,5,3] + (1,2, 1)t + (—2,1,1)s.
Regeni. (—1,3,2). O

4.9.6. 6. Zjistéte, zda lezi body [0,2,1], [-1,2,0], [-2,5,2] a [0,5,4] 2 R3 v jedné
TOVINE.

Reseni. Libovolna dvojice zadangch bodt z afinniho prostoru R? uréuje vektor (viz
definice afinniho prostoru; jeho soufadnice jsou dany po slozkéach rozdily soutadnic
danych dvou bodt). To, Ze dané ¢tyfi body lezi v roviné je ekvivalentni tomu, Ze
jsou t¥i vektory dané jednim vybranym bodem a vzdy jednim ze tii zbylych linearné
zavislé. Vybereme napf. bod [0,2,1] (na vybéru nezalezi), pak uvazujeme vektory
[0,2,1] —[-1,2,0] = (1,0,1), [0,2,1] — [-2,5,2] = (2,-3,—1) a [0,2,1] — [0, 5,4] =
(0, —3,—3). Vidime, ze soucet dvojnasobku prvniho vektoru a tiettho vektoru je
roven druhému vektoru, vektory jsou tedy linedrné zavislé (jinak ma taky matice,
jejiz radky jsou tvoreny soutadnicemi danych vektort, hodnost nizsi nez tii; v tomto
piipadé se tedy jedna o matici

1 0 1
2 -3 -1},
0 -3 -3
kterd ma hodnost dva). Dané body tedy lezi v roviné. O

4.9.7. 7. Na kolik ¢dsti mohou délit prostor (R3) ti roviny? Pro kaZdou moznost
popiste odpovidajici pripad.

ResSeni. 2, 3, 4, 6, 7, 8. Polohy rovin, které realizuji dané pocty si rozmyslete
samostatneé. O

4.9.8. 8. Rozhodnéte, zda leZi bod [2,1,0] wonit¥ konvexniho obalu bodi [0,2,1],
1,0,1], [3, —2,—1], [~1,0,1].
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ReSeni. Sestavime nehomogenni lin. soustavu, pro koeficienty t1, to, ts, t4, afinni
kombinace danych bod, kterd dava prvni bod (jsou uréeny jednoza¢né, pokud dané
body nelezi v roving).

01 3 -1\ [t 2
2.0 =2 0| [t] |1
11 -1 1 ||ts] "o
11 1 1)\t 1

Posledni rovnice udéava, Ze jde o afinni kombinaci. Jejim feSenim dostéavame (¢1, ta, t3,t4) =
(1,0,1/2,—1/2), nejedné se tedy o konvexni kombinaci. (nelze odvodit pomoci pro-
jekel na jednotlivé osy). O

4.9.9. 9. Urcete odchylku rovin

o [1,0,2] + (1,—1,1)t+ (0,1,—2)s
[3,3,3] + (1,—2,0)t + (0,1, 1)s

ResSeni. Priisecnice mé smérovy vektor (1, —1,1), kolmé rovina na ni mé pak s da-
nymi rovinami priniky generované vektory (1,0,—1) a (0, 1,1). Tyto jednorozmérné
podprostory sviraji thel 60°. g

4.9.10. 10. Je ddn rovnobéznik [0,0,1], [2,1,1], [3,3,1], [1,2,1]. Uréete bod X na
primee p : [0,0,1]+ (1,1, 1)t tak, aby rovnobézinostén uréeny danym rovnobéznikem
a bodem X mél objem 1.

ResSeni. Sestavime determinant udavajici objem rovnobéznosténu pii pohyblivém
bodu X:

t t t
2 1 0].
1 2 0
Podminka, ze méa byt roven jedné déva ¢t = 1/3. O

4.9.11. 11. Je ddna krychle ABCDA'B’'C'D’ (ve standardnim oznacent, tj. ABC'D
a A'B'C'D’ jsou stény, AA" pak hrana). Uréete odchylku vektori AB' a AD'.

ResSeni. Uvazujme krychli o hrané 1 a umistéme ji v R® tak, ze bod A bude
mit ve standardni bazi soutfadnice [0,0,0], bod B pak soutradnice [1,0,0] a bod
C' soufadnice [1,1,0]. Potom mé bod B’ soufadnice [1,0,1] a bod D" soufadnice
[0,1,1]. Pro vySetfované vektory tedy miizeme psat AB’ = B’ — A = [1,0,1] —
[0,0,0] = (1,0,1), AD" = D' — A = [0,1,1] — [0,0,0] = (0,1,1). Podle definice
odchylky ¢ téchto vektort je pak

(1,0,1) - (0,1,1) 1

s =T oD oLy~ 2

tedy ¢ = 60°.
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4.10. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mezi afinnimi prostory nazyvame
afinni zobrazend, jestlize existuje linedni zobrazeni ¢ : Z(A) — Z(B) takové, ze pro
viechny A € A, v € Z(A) plati

f(A+v) = f(A) + o(v).
Zobrazeni f a ¢ jsou jednoznac¢né zadana touto vlastnostni a libovolné zvolenymi

obrazy (dim.A + 1) boda v obecné poloze.
Pro libovolnou afinni kombinaci bodu tgAg + - - + tsAs € A pak dostaneme

f(toAo+ - +tsAs) = f(Ao) +tip(Ar — Ao) + - - + tsp(As — Ap)
=tof(Ao) +t1f(A1) + - +tsf(As).

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, ze zachovava afinni kombinace, mu-
zeme Cist predchozi vypocet v opacném poradi a zjistime, se jedné o afinni zobrazeni.
Ekvivalentné lze tedy definovat afinni zobrazeni jako ta, kterd zachovavaji afinni
kombinace bod.

Volbou afinnich soufadnic (Ap,u) na A a (Bp,v) na B dostavdme soutadné
vyjadieni afinniho zobrazeni f : A — B. Pfimo z definice je zfejmé, ze staci vyjadrit
obraz po¢atku soufadnic v A v soufadnicich na B, tj. vyjadiit vektor f(A4g) — Bo
v bazi v a vSe ostatni je pak urceno nasobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych
bazich a pfictenim vysledku.

4.11. Piiklad. NapiSte matici B afinniho zobrazeni f daného ve standardni bazi

v R? jako
- D)+ ()

soufadné soustavé dané bazi uw = {(1,1), (—1,1)} a poc¢dtkem [2,0].
Reseni. Matice pfechodu od dané baze u ke standardni bazi k je

1 -1

1 1)
Matici zobrazeni v bazi ([2,0],u) ziskdme tak, Ze nejprve transformujeme sou-
fadnice priklané v bazi ([2,0],u) na soufadnice ve standardni béazi, tedy v bazi
([0,0],(1,0),(0,1)), poté aplikujeme matici zobrazeni f ve standardni bézi a na

zaver vysledek transformujeme zpét do soutadnic v bazi (]2, 0], u). Transformacni
rovnice pfechodu od suoutadnic yi, y2 v bazi ([2,0],u) k soufadnicim x1, x2 v

standardni bazi jsou
€T1\ 1 -1 Y1 2
() -G 7))+
Odtud mame, ze

() =G ) (()-6))-(4 D=6

Pro matici zobrazeni pak dostavame
i1 2 1 1 -1 2 1 ~1
(G D16 )G )@+ 0] G)
2 0 2
- (4 1)+ ()

B
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4.12. Piiklad.

4.12.1. Mejme ddnu standardni soutadnou soustavu v trojrozmérném FEukleidov-
ském prostoru. Agent K sidli v bodé S o soutadnicich [0,1,2] a ustredi mu pridélilo
pro pouZivani soutadnou soustavu s pocdtkem S a bazi {(1,1,0),(—1,0,1),(0,1,2)}.
Agent Sokol bydli domé D na koté [1,1,1] a pouZivd souradnou soustavu s bdzi
{(0,0,1),(—1,1,2),(1,0,1)}. Agent K zZdadd Sokola o schizku v cihelné, kterd lezi
podle jeho soufadné soustavy v bodé [1,1,0]. Kam md prijit Sokol (podle jeho sou-
fadnic)?

Reseni. Matice pfechodu od béaze agenta K k Sokolové bazi (pfi stejnych po¢atcich)

je
-4 2 -1
T = 1 0 1
2 -1 1
Vektor (0,1,2) ma tedy soutadnice T - (0,1,2)7 = (0,2,1)7, posunutim pocatku
(pFi¢teme vektor (—1,0,1)) dostavame vysledek (—1,2,2). O

2. Euklidovska geometrie

Na minulé kapitole jsme vytvorili vychodisko pro elementarni geometrii a nepo-
tfebovali jsme k tomu pojem vzdélenosti nebo velikosti. Ve skutecnosti jsme pojem
velikosti vektora a odchylku vektort zavedli na konci tfeti kapitoly této ¢asti. Né-
kolikrat jsme také nejen v geometrii roviny se vzdalenostmi pracovali, viz tieba
optimalizacni vysledek o nefesitelnych systémech linearnich rovnic a pseudoinverz-
nich maticich ve Vété 3.30. Asi proto dobie tusime, jak se s problémem vyporadat:

4.13. Definice. Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,,

jehoz zamérenim je standardni euklidovsky prostor R" se skalarnim soucinem
(x,2) =z - y.

Kartézskd soutadnd soustava je afinni soufadnéd soustava (Ag;u) s ortonormélni

bazi u. Vzddlenost bodi A, B € &, definujeme jako velikost vektoru ||B — A,

budeme ji znacit p(4, B). Euklidovské podprostory v &, jsou afinni podprostory

jejichz zaméfeni uvazujeme spolu se ztzenymi skaldrnimi souciny.

Bodovym euklidovskym prostorem £ pak obecné rozumime afinni prostor, jehoz
zameéreni je euklidovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské souradné soustavy ma
opét jasny smysl. Kazda volba takové souradné soustavy ovsem zadava ztotoznéni
& se standardnim prostorem &,,. Proto se budeme v dalsim, bez jmy na obecnosti,
zabyvat hlavné standardnimi euklidovskymi prostory a jejich podprostory.

Opét si napred uvedeme nékolik jednoduchych tvrzeni o euklidovskych prosto-
rech. K jejich formulaci i dikaztim se ale musime zamyslet nad standardnimi vztahy
mezi velikostmi vektort, které podobné jako v rovinné geometrii plati obecné:

4.14. Véta. Pro kazdée vektory u a v, které lezi v redlném vektorovém prostoru V
se skalarnim soucinem, plati

(1) |lu+v| < |Jul|+]||v]| (trojuhelnikovd nerovnost). Pritom rovnost nastane pravé,
kdyz jsou u a v linedrneé zdvislé.
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(2) |u-v| < |ull||v]] (Cauchyova nerovnost). Pfitom rovnost nastane prdave, kdyz
jsou u a v linedrné zdvislé.

(3) pro kaZdy ortonormdini systém vektori (eq,...,ex) plati
lul|> > |u-e1|* + -+ |u-ex|? (Besselova nerovnost).

(4) Pro ortonormdlni systém vektori (e1,...,ex) je u € {e1,...,ex) pravé kdyz
lull> = |u-e1|* + -+ |u-ex|? (Parsevalova rovnost).

(5) Pro ortonormdlni systém vektori (e1,...,ex) au €V je vektor

w=(u-er)e; + -+ (u-ex)ek
jedingm vektorem, ktery minimalizuje velikost ||u—v|| pro vSechny v € {e1,...,€ex).

DUKAzZ. Vsechny dukazy spocivaji v podstaté v pfimych vypoctech:
(2): Definujme vektor w := u — “2v, tzn. w L v a poéitejme

u-v
v-U

(u-v) oy v (u-v)(uw)v2
TR @ T @ g

0 < flwl?llo* = [lul*llo]* = 2(u - v)(u-v) + (u-v)(u-v)

0 < fJw[* = ||ul®

Odtud jiz pifmo plyne, ze ||ul]?||v||* > |u - v|?> a rovnost nastane pravé tehdy,
kdyz w = 0, tj. kdyz jsou u a v lineadrné zavislé.
(1): Opét staci pocitat
2 _ 1112 2 — 2 2
lu+ol" = [lull* + lv]I" +w-v+v-w=ul”+ v +2u-v
< lull® + [oll* + 2l - o] < Jlul® + (o]l + 2lull ]
= (lull + llvl)?

ProtozZe se pfitom jedna o kladnd redlnd ¢isla, je opravdu ||u+wv]|| < [Jul|+||v||. Navic,
pfi rovnosti musi nastat rovnost ve vsech predchozich nerovnostech, to vsak je
ekvivalentni podmince, Ze u a v jsou linedrné zavislé (podle predchozi éasti diikazu).

(3), (4): Necht (eg,...,ex) je ortonormalni systém vektorti. Doplnime jej do orto-
normaln{ béze (eq,...,e,). Pak je pro kazdy vektor u € V
n n k
lul® =D (u-e)(u-e) =Y fu-e> > u-eif”.
i=1 i=1 i=1

To je ale pravé dokazovana Besselova nerovnost. Pfitom rovnost mtize nastat prave
tehdy, kdyz u - e; = 0 pro vSechny i > k, a to dokazuje Parsevalovu rovnost.

(5): Zvolme libovolny v € (ej,...,er) a dopliime dany ortonormélni systém na
ortonormalni bazi (es,...,e,). Necht (u1,...,u,) a (x1,...,2,,0,...,0) jsou po
fadé souradnice u a v v této bazi. Pak

e =oll? = fur = 21”4 fu = l? + funga [ 4o fun?
a tento vyraz je zjevné minimalizovan pti volbé z1 = uy, ..., T = ug. O

Nyni jiz dostavame jednoduché dusledky pro euklidovskou geometrii:

4.15. Véta. Pro body A, B,C € &, plati
(1) p(4,B) = p(B, A)

(2) p(A, B) =0 prave, kdyz? A= B

(3) (4 B) + p(B.C) > (4, C)
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(4) V kazdé kartézké soutadné soustave (Ag;e) maji body
A=Ag+aier +---+ane,, B=Ag+be+--+Dbue,

vzddlenost /Y., (a; — b;)?.

(5) Jeli ddn bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod P € Q minimalizugjici
vzddlenosti bodu Q od A. Vzddalenost bodi A a P je rovna velikosti kolmého
primétu vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolnyj B € Q.

(6) Obecnéji, pro podprostory R a Q v &, existuji bod P € Q a Q € R minimalizu-
jici vzdalenosti bodi B € Q a A € R. Vzddlenost bodi QQ a P je rovna velikosti
kolmého primétu vektoru A— B do Z(Q)* pro libovolné body B € Q a A € R.

DUKAZ. Prvni t¥i vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti velikosti vektori v
prostorech se skalarnim soucinem, ¢tvrta plyne primo z vyjadieni skalarniho souc¢inu
v libovolné ortonormalni bazi.

Podivejme se na vztah pro minimalizaci vzdlenosti p(A, B) pro B € Q. Vektor
A — B se jednoznaéné rozklada na A — B = uy + ug, u1 € Z(Q), ug € Z(Q)* .
Piitom uy nezdvisi na volbé B € Q, P= A+ (—uz) = B+u; € Qa |A—- B|> =

[lug]]® + Jlua]|> > [Ju2|* = ||A — PJ||. Odtud jiz vyplyvé, 7e infima je skutecné
dosazeno, a to pro bod P. Vypoctend vzdélenost je skuteéné |juz||.
Obecny vysledek se dokaze zcela obdobné. O

4.16. Vzdalenost pfimek. Uréete vzdalenost piimek v R>.

p: [1,—-1,0]+¢(—1,2,3), a q:[2,5,—1]+1¢(—1,-2,1).

Reseni. Vzdalenost je déna jako velikost kolmého priimétu libovolné piicky (spoj-
nice) danych piimek do ortogonalniho doplitku vektorového podprostoru genero-
vaného jejich zaméfenimi. Tento ortogonalni doplnek zjistime naptiklad pomoci
vektorového soucinu:

((=1,2,3), (=1, =2, 1" = ((~1,2,3) x (=1,-2,1)) = ((8,—2,4)) = ((4,—1,2)).

Spojnici danych pfimek je naptiklad tsecka [1,—1,0][2,5, —1], promitneme tedy
vektor [1,—1,0] — [2,5,—1] = (=1, —6,1). Pro vzdalenost pfimek pak dostavame:
“1,-6,1)- (4,-1,2 4
p(p,q) = I 1 ) (2 1__2
1(4,-1,2)]| V21

O

Stejné jako vzdalenost, i fada dalsich geometrickych pojmi jako odchylky, ori-
entace, objem apod. je v bodovych prostorech &, zavadéna prostiednictvim vhod-
nych pojmu ve vektorovych euklidovskych prostorech. Proto se nyni budeme chvili

vénovat opét realnym unitarnim prostortim. Zacneme s diskusi velikosti thli. Z
u-v]

W < 1, mé tedy smysl nasledujici definice.

Cauchyovy nerovnosti plyne 0 <

4.17. Definice. Odchylka ¢(u,v) vektori u,v € V v realném vektorovém prostoru
se skalarnim soucinem je dana vztahem

u-v

0 < p(u,v) < 2m.

cos @ (:0) = el
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Jak jsme vidéli, v roviné R? pro (obvyklou) odchylku vektorfi na jednotkové
kruznici v = (1,0), v = (cosp,siny) skutecné plati cosp = Tallfoy - Protoze od-
chylka je nezavisla na velikostech vektortd, plati stejny vztah i pro vektory u =
(21,0), v = (acosy,asinp). Protoze vhodnou rotaci dosdhneme toho, ze jeden z
dvojice vektortt ma tvar (z1,0), plati nas vztah zcela obecné v roviné. Ve viceroz-
mérnych prostorech je odchylka dvou vektort vzdy méfena v roviné, kterou tyto
vektory generuji (nebo je nula), jisté tedy nas definiéni vztah odpovida zvyklostem
ve vSech dimenzich.

V libovolném realném vektorovém prostoru se skalarnim souc¢inem piimo z de-
finic plyne

lu = wl* = Jlull® + [[o]* = 2(u - v) = Jul® + [[v]|* = 2lu] o] cos ¢ (u, v).

To je tzv. kosinovd véta.
Déle plati pro kazdou ortonormdln{ bézi e a u € V vztah |[ul|? = 3, |u - e;]?,
.
1= 3 (cos ol i),
i

coz je obvyklé tvrzeni o smérovych kosinech ¢(u, e;) vektoru u.
Z definice odchylek vektort nyni miizeme dovodit rozumné definice pro obecné
podprostory v kazdém euklidovském vektorovém prostoru.

4.18. Definice. Necht Uy, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V. Od-
chylka podprostori Uy, Uy je realné cislo oo = (U, Us) € [0, §] splitujici:
(1) Je-li dimU; = dim Uy = 1, Uy = (u), Uy = (v), pak
|u.v]
cosq = ————.
[[ull}v]]
(2) Jsou-li dimenze Uy, Uy kladné a U3 NUy = {0}, pak je odchylka minimem vSech
odchylek jednorozmeérnych podprostoru

a = min{p((u), (v);0 #uw e Uy,0 #v € Us}.

Ukazeme v zapéti, ze takové minimum skuteéné vzdy existuje.
(3) Je-li Uy C Uy nebo Uy C Uy (zejména je-li jeden z nich nulovy), je oo = 0.
(4) Je-li Uy NUy # {0} a Uy # Uy NUy # Uy, pak

a=p(UNULNU)", Uz N (Up NU2)™).

Odchylka podprostori Qp, Qs v bodovém euklidovském prostoru &, se definuje
jako odchylka jejich zaméteni Z(Q1), Z(Q2).

Vsimnéme si, ze odchylka je vzdy dobfe definovana, zejména v poslednim pii-

padé je
(U1 N (U1 N UQ)L) n (U2 n (Ul n UQ)l) = {0}

mizeme tedy opravdu odchylku uréit podle bodu (2). VSimnéme si také, ze v pii-
padé Uy NUs = {0}, jsou Uy a Uy kolmé podle nasich difvéjsich definic pravé, kdyz
jejich odchylka je 7/2. Pokud v8ak maji netrividlni prinik, nemohou byt kolmé v
diivéjsim smyslu.

Ke korektosti definice zbyva ukazat, ze ve skutecnosti vzdy existuji vektory
u € Uy, v € Us, pro které nabyva vyraz pro odchylku pozadovaného minima.
Nejdiive specialni piipad:
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4.19. Lemma. Necht v je vektor v euklidovském prostoru V. a U C V libovolny
podprostor. Oznacme vy € U, v € UL (jednoznacné urcené) komponenty vektoru
v, tj. v = vy + va. Pak pro odchylku ¢ podprostoru generovaného v od U plati

cos (v}, ) = cos p((v), {u1)) = ”‘fjjﬂ”.

DUKAZ. Pro vSechny u € U plati

lu-vl  |u-(vr+v2)]  Ju-vr]

lallllofll — llulllloll - [lullflvl]
fullllvall _ floall — Jleal® s -]
lalllloll ol Nollloall — lolllodll

Odtud plyne

cos p({v), (u)) < cos p({v), (v1)) = ”\E)IHH

a protoze funkce cos je na intervalu [0, 7] klesajici, je tvrzeni dokazané. O

4.20. Vypocet odchylek. Uvazujme dva podprostory Ui, Us v euklidovském prostoru V,

Uy NUs = {0} a zvolme pevné ortonormalni baze e, a ¢’ tak, aby Ui = (e1,...,ex), Uz =
(el,...,e). Necht ¢ je kolmy primét na Us, jeho z(iZeni na Uy budeme opét znaéit ¢ : Uy —
Us. Zobrazeni v : Us — U; necht vznikne podobné z kolmého priimétu na U;. Tato zobrazeni
maji v bazich (e1,...,ex) a (el,...,e) matice
’ ! / /
€1 €1 €L - €1 €] - €e1 € €1
A= : : ; B=
! ! / !
€1 € €L - € €1 €k ... € - €k

Zejména plati B = AT, Slozené zobrazeni ¢ o ¢ : Uy — U; ma tedy symetrickou matici
AT A. Vidéli jsme, 7e kazdé takové zobrazeni ma pouze nezdporna realna vlastni &isla a ze
ma ve vhodné ortonormalni bazi diagondlni matici s témito vlastnimi Cisly na diagondle, viz
3.21-3.23.

Nyni mazeme odvodit obecny postup pro vypoclet odchylky o = (U, Us).

Véta. V piedchozim oznaceni necht A je nejvétsi vlastni hodnota matice ATA. Pak
2
cos“a= A

DUKAZ. Necht u € Uy je vlastni vektor zobrazeni 1 o ¢ pfislusny nejvétsi vlastni
hodnoté A, A1,...,\; necht jsou vSechna vlastni éisla (v€etné nasobnosti) a necht u =
(u1,...,un) je piislusnd ortonormalni baze Ui z vlastnich vektord. Muzeme pfimo pred-
pokladat, ze A = A1, u = u1. Potfebujeme ukazat, ze odchylka libovolného v € U; od Us
je nejméné tak velka jako odchylka u od Us. Tzn. Ze kosinus prislusného tthlu nesmi byt
vétsi. Podle predchoziho lemmatu stac¢i diskutovat odchylku u a ¢(u) € Us a pfitom vime,
ze |lu|| = 1. Zvolme tedy v € U1, v = ayu1 + - - - + agug, Sor_, a? = |[v||? = 1. Pak

le@)I* = ¢(©) - 9(v) = Y o () - v < [l 0 (@) [|[|o]| = [[¢ © p()]|-
Predchozi lemma navic dava i vzorec pro odchylku a vektoru v od Us

= L oo,

COS v
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Protoze jsme zvolili za A1 nejvétsi z vlastnich hodnot, dostavame

k

(cos)” = [lp(0)[* < [[¥ o p()ll = 4| D_(Aiai)? =

=1

k
- szam —a2) <\ x
i=1

Pfi v = u dostavame ovem presné ||¢(v)]|? = Ai||v]|> = A? a tedy odchylka dosahuje pro
tento vektor minimalni mozné hodnoty. Tim je véta dokazana. O

4.21. Piiklady standardnich aloh. 1. Najdéte vzddlenost bodu A € &, od pod-
prostoru Q@ C &,

Viz. véta 4.15.

2. V & vedte bodem A pfimku q svirajici s danou primkou p dany thel:

Najdeme vektor u € R? lezici v zaméFeni pfimky ¢ a zvolime vektor v majici
od u zadanou odchylku. Hledana piimka je ddna bodem A a zamétenim (v). Uloha
ma dvé nebo jedno Feseni.

3. Spoctéte patu kolmice vedené bodem na danou primku:

Viz. dtikaz predposledniho bodu véty 4.15.

4.V &3 urcete vzddlenost dvou primek p, q: Zvolime libovolné jeden bod z
kazdé primky, A € p, B € ¢q. Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim doplitku
(Z(p) + Z(q))* ma velikost rovnu vzdalenosti p a q.

5. V & najdéte osu dvou mimobézek p a q:

Necht 7 je rovina generovana jednim bodem A € p a souétem Z(p) + (Z(p) +
Z(q))*. Pak priinik 1 N ¢ spolu se zaméFenim (Z(p) + Z(q))* dévaji parametricky
popis hledané osy. (Provéite, kolik mé tloha obecné fesenti!)

4.22. P¥iklad. Najdéte prinik kolmé roviny spusténé z bodu A = [1,2,3,4] € R*
na rovinu

0:[1,0,1,0] +(1,2,—-1,-2)s + (1,0,0,1)¢t, s,t€R.

Reseni. Naleznéme nejprve kolmou rovinu k o. Jeji zaméfeni bude kolmé na zamé-
feni o, pro vektory (a,b,c,d) patfici do jejiho zaméfeni dostavame tedy soustavu
rovnic
(a,b,¢,d) - (1,2,-1,-2) =0 = a+2b—c—2d=0
(a,b,¢,d)-(1,0,0,1)=0 = a+d=0.
Jejim feSenim je dvojdimenziondlni vektorovy prostor ((0,1,2,0),(—1,0,—3,1)).
Rovina 7 kolmé k roviné ¢ prochazejici bodem A ma tedy parametrické vyjadieni
7:[1,2,3,4]+ (0,1,2,0)u + (—1,0,—-3,1)v, wu,v€ER.

Prinik rovin potom miizeme ziskat pomoci obou parametrickych vyjadieni. Pro
parametry popisujici prinik tedy dostavame soustavu rovnic:

l+s+t = 1—w
2s = 24w
1-s = 34+2u—3v

—2s+t = 4+,
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kterd mé jediné feSeni (musi tomu tak byt, protoze sloupce matice soustavy jsou
dény linedrné nezavislymi vektory zaméfeni obou rovin) s = —8/19, ¢t = 34/19,
u = —54/19, v = —26/19. Dosazenim hodnot parametrii s a ¢ do parametrického
vyjédfeni roviny g pak dostaneme soutadnice praniku [45/19, —16/19,11/19,18/19]
(stejny vysledek pochopitelné obdrzime, dosadime-li hodnoty parametri u a v do
parametrického vyjadreni roviny 7). O

4.23. P¥iklad. Bodem [1,2] € R? vedte piimku, kterd ma odchylku 30° od pitmky
p:[0,1] +¢(1,1).

Reseni. Odchylka dvou piimek je déna tihlem, ktery sviraji jejich smérové vektory.
Staci tedy najit smérovy vektor v hledané primky. Ten ziskdme naptiklad rotaci
smérového vektoru piimky p o 30°. Matice rotace o 30° je

cos30° —sin30%) v3 -3
sin30°  cos30° ) @ '

Hledany vektor v je tedy

SN

Rotovat jsme mohli i v opa¢ném smyslu. Hledana pfimka (jedna ze dvou moznych)
mé tedy parametrické vyjadieni

4.24. Piiklad.

4.24.1. Urcete cosa, kde a je odchylka dvou sousednich stén pravidelného osmis-
ténu (téleso, jehoz stény tvori osm rovnostrannych trojihelniki).

Reseni. Odchylky libovolnych dvou sousednich stén jsou ze symetrie osmisténu
shodné. Rovnéz tak nezalezi na jeho velikosti. Uvazujme osmistén s délkou hrany 1,
ktery je umistén do standardni kartézské souradné soustavy v R3 tak, ze jeho téiiéte
je v bodé [0,0,0]. Jeho vrcholy jsou pak v bodech A = [g,0,0], B = |0, {,O]
C =[-¥2,0,0], D=0, -Y2,0], E=1[0,0, - ¥2] a F = [0,0, %2].

Uréeme odchylku stén CDF a BCF. Ta je ddana odchylkou vektort kolmych
na jejich prinik a lezicich v danych sténéch, tedy vekort kolmych na CF. Témi
jsou vektory dané vyskami z bodu D, resp. F na stranu C'F' v trojahelnicich CDF,
resp. BC'F. Vysky v rovostranném trojuhelniku splyvaji s téznicemi, jedna se tedy
o usecky SD a SB, kde S je stied strany C'F. Protoze zndme soutadnice boda C' a

F, m4 bod S soufadnice [7§707 %} a pro vektory mame SD = (‘f, ,L ,L)

a SB=(¥2 ¥2 ‘f) Celkem

4 27

cosS ¥ =

(£
(42
Je tedy o = 132°. O
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4.25. Pocitani objemu. Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidov-
sky bodovy prostor, jehoz zamérfeni je orientované. V dalsim budeme uvazovat
standardni &, spolu s orientaci zadanou standardni bazi R".

Necht ug,...,ug, jsou libovolné vektory v zaméreni R, A € &, je libovolny
bod. Rovnobéznostén Py (A;uq, ..., ux) C &, jsme definovali jako mnozinu

Pr(Asur, ... up) ={A+cur+ -+ cpur;0<¢; <1,i=1,... k}.

Jsou-li vektory wq,...,u; nezavislé, hovofili jsme o k—rozmérném rovnobéznosténu
Pr(Asuy ... u,) C E,. Pro dané vektory uq, ..., ur mame k dispozici také rovno-
béznostény mensich dimenzi

Pl(A;u1)7 e ,Pk(A; Uy ,uk)
v euklidovskych podprostorech A + (uy),..., A+ (ug,..., ug).

Jsou-li uq,...,u; linedrné zavislé definujeme objem Vol P, = 0. Pro nezavislé
vektory pak plati (uy,...,uzr) = (ug, .., up—1) @ (U1, ..., up_1)" N (ug,. .. ug)).
Navic v tomto rozkladu se ux jednoznacné vyjadii jako

up = uj + eg, kde e, L (ug, ..., up_1).
Absolutni hodnotu objemu definujeme induktivné:
| Vol [Py (A;u1) = [Jus]
| Vol [P (A;uq, ..., uk) = |lex||| VOl|P(Asuq, ... up—1).
Je-li uy,...,u, baze kompatibilni s orientaci V, definujeme (orientovany) objem

rovnobéznosténu Vol P (A4;u1,...,un) = | Vol |Pr(A;u1,...,uy,), v opaéném pii-
padé klademe Vol Py (A;uq, ..., u,) = —| Vol |Pp(A;u1, ..., upn).

Véta. Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a necht (e1, ..., ex) je jeho ortonor-
mdlni baze. Pak pro libovolné vektory uy, ..., u, € Z(Q) a A € Q plati

uy-€er ... Uk - €1
(1) VolPk(A;ul,...7uk) = det :
Uy € ... Ug - €L
UL UL ... U UL

(2) (VolPy(A;ui,...,ux))* = det

Uy - U ... U - UL
DUKAZ. Matice
uy - el - Uk - €1
A=
U €l ... Uk ek
ma ve sloupcich soufadnice vektor(i u1, ..., ur ve zvolené ortonormalni bazi. Plati
Ul - Ul coe Uk - UL

Al? = |A||A| = |AT||A] = |AT A| = det
\ :
Ul * Uk Uk * Uk

Pfimo z definice je neorientovany objem roven souéinu |lvil|||v2]]...||vk], kde vi = w1,
Uy = Uz + a%vl, ce, Uk = Uk + a’fvl + -+ aj_,vk—1 je vysledek Grammova-Schmidtova
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ortogonalizacniho procesu. Je tedy

V1 - U1 e Vg - U1
(VOl Py (A;u, . .. ux))” = det : :
V1 - VU e Vg * Uk
V1 - U1 0 - 0
= det :
0 0 N VE - Vi
Oznaéme B matici jejiz sloupce jsou soufadnice vektorii v1, ..., v, v bazi e. Protoze v1, ..., v
vznikly z wui,...,ur jako obrazy v linedrni transformaci s horni trojihelnikovou matici C' s
jedni¢kami na diagonale, je B = CA a |B| = |C||A| = |A|. Pak oviem |A]* = |B]® =
|A||A], proto Vol Pr(A;us,...,ur) = £|A|. Pfitom pokud jsou vektory ui,...,u, zivislé
vyjde objem nulovy, pokud jsou nezavislé, pak znaménko determinantu je kladné pravé kdyz
je baze wui, ..., u, kompatibilni s orientaci danou bazi e. O
Determinant
Uy - Uy Ce UL - U1
det
Uy - Uk ... Up - Uk
se nazyva Grammuv determinant k—tice vektort uy, ..., u;. V geometrické formu-

laci dostavame jako velice dazity dusledek nasledujici tvrzeni:

4.26. Dusledek. Pro kaZdé linedarni zobrazeni ¢ : V. — V euklidovského vekto-
rového prostoru V je det ¢ roven (orientovanému) objemu obrazu rovnobéZnosténu
urceného vektory ortonormdlni bdze. Obecnéji, obraz rovnobéznosténu P urceného
libovolnymi dim V' wvektory md objem roven det p—ndsobku piuvodniho objemu.

4.27. Priklad. Jsou ddny vektory u = (uy,us,u3) a v = (v1,ve,vs). Dopliite je
tretim jednotkovym vektorem tak, aby rovnobéznostén dany témito tfemi vektory
mél co nejvétsi objem.

Reseni. Ozna¢me hledany jednotkovy vektor jako t = (ty,to,t3). Podle Tvrzeni ??
je objem rovnobéznosténu Ps3(0; u, v,t) dan jako abolutni hodnota determinantu

uy vy 1y t1 to 13
Ug Vo ta| =|ur uz uz|=t-(uxuv) <|t]ux o] =luxuv.
us Us t3 v1 V2 Us

Pouzité znaménko nerovnosti vyplyva z Cauchyovy nerovnosti, pficemz vime, zZe
rovnost nastava pravé pro t = c(u x v), ¢ € R. Velikost objemu hledaného rovno-
béznosténu tedy muze byt maximélne rovna velikosti obsahu rovnobéznika daného
vektory u, v (tj. velikosti vektoru (u X v)). Rovnost nastane pravé kdyz

(ux )

P lax ol
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4.28. Vnéjsi a vektorovy souéin vektoru. Predchozi tivahy tzce souvisi s tzv.
vnéjsim tensorovym soucinem vektort. Nepijdeme do této technicky ponékud ne-
prehledné oblasti, ale zminime alesponpripad vnéjsiho souc¢inu n = dim V' vektort
Ulyeooy Uy €V
Necht (uq;, ..., un;) jsou souradna vyjadreni vektort u; v néjaké pevné zvolené
ortonormélni bazi V' a M necht je matice s prvky (u;;). Pak determinant |M| neza-
visi na volbé baze a jeho hodnotu nazyvame vnejsim soucinem vektori uy, ..., Uy,
a znacime [uq, ..., u,]. Viz 4.25.
Ptimo z definice nyni vyplyvaji uzitecné vlastnosti vnéjsiho soucinu
(1) Zobrazeni (uq,...,up) +— [u1,...,u,] je antisymetrické n-linedrni zobrazeni.
Tzn., ze je linearni ve vSech argumentech a vyména dvou argumentti se vzdy
projevi zménou znaménka vysledku.

(2) Vnéjsi soucin je nulovy pravé, kdyz jsou vektory wuq, ..., u, linedrné zavislé
(3) Vektory uy, ..., uy, tvori kladnou béazi pravé, kdyz je jejich vnéjsi soucin kladny.

V Rj3 patrné jiz zndme dalsi vyznamnou operaci, tzv. vektorovy soucin, ktery
dvojici vektord prifazuje vektor tfeti. Uvazme obecny euklidovsky vektorovy pro-

stor V dimenze n > 2 a vektory uy,...,u,—1 € V. Vektor v € V nazveme vektorovy
soucin vektort uq, ..., uy—1, jestlize pro kazdy vektor w € V plati
(v,w) = [ur, ..., Up—1,w.
Znacime v = uq X ...Up—_1-
V ortonormélnich soufadnicich, kde v = (y1,...,y.)T, w = (z1,...,2,)" a
u; = (u1j,...un;)7, predchozi vztah znamend

Uir .- Ul(pn—1) L1
Y121+t Yy = : :
Unl -+ Up(n-1) <Ln

Odtud vyplyva, ze vektor v je timto vztahem zadan jednoznacéné a jeho souradnice
spo¢teme formalnim rozvojem tohoto determinantu podle posledniho sloupce.

Véta. Pro vektorovy soucin v = uy X ... X Uy_1 platt
(1) v e (upy...up_1)*
(2) v je nenulovy vektor prave, kdyz jsou vektory ui, ..., u,—1 linedrné nezavislé

(3) welikost ||v|| vektorového soucinu je rovna absolutni hodnoté objemu rovnobéz-
niku P05 w1, ..., Up_1)
(4) (u1,...,un_1,v) je kladnd bdze orientovaného euklidovského prostoru V

DUKAZ. Prvni tvrzeni plyne piimo z defini¢niho vztahu pro v, protoze dosa-
zenim libovolného vektoru u; za w méame nalevo skaldrni soucin v - u; a napravo
determinant s dvéma shodnymi sloupci.

Hodnost matice s n — 1 sloupci u; je ddna maximdlni velikosti nenulového
minoru. Minory, které zadavaji souradnice vektorového soucinu jsou stupné n — 1
a tim je dokdzano tvrzeni (2).

Jsou-li vektory uq, ..., u,_1 zévislé, pak platii (3). Necht jsou tedy nezévislé, v
je jejich vektorovy soucin a zvolme libovolnou ortonormalni bézi (eq, ..., e,-1) pro-
storu (uy,...,un_1). Z jiz dokdzaného vyplyva, ze existuje néjaky nasobek (1/a)v,
0 # a € R, takovy, ze (e, . .., ek, (1/a)v) je ortonormalni baze celého V. Souradnice
nasich vektor v této bazi jsou

uj = (ulj"“vu(n—l)j,O)T7 v = (07...,0,a)T.
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Proto je vngjsi soudin [uq, ..., u,—_1,v] roven (viz. definice vektorového soucinu)
U111 ce ul(n_l) 0
_| : - — o2
[U1y .oy Upot,v] = = (v,v) = a”.
Un—1)1 -+ Un-1)(n—1) O
. a

Rozvojem determinantu podle posledniho sloupce zaroven obdrzime
o® =aVol P(0;uy,... in 1)

Odtud uz vyplyvaji obé zbyla tvrzeni véty. (|

4.29. Kvadratické formy. Zavérem zminime jesté par poznamek o objektech v
&, zadanych kvadratickymi rovnicemi, hovofime o kvadrikdch. Zvolme v &, pevné
kartézskou soufadnou soustavu (tj. bod a ortonormdlni bézi zaméreni) a uvazme
obecnou kvadratickou rovnici pro soufadnice (z1,...,2,) bodi A € &,

n n
E i T;T5 + E 2a;x; +a =0, Qij = Qjj-
ij=1 i—1

Muzeme ji zapsat jako f(u) + g(u) + a = 0 pro kvadratickou formu f (tj. zizeni
symetrické bilinedrni formy F na dvojice stejnych argumentit), linedrni formu g a
skaldr @ € R a predpokldadame Ze hodnost f je nenulovéd (jinak by se jednalo o
linedrni rovnici popisujici euklidovsky podprostor).

Zacnéme s kvadratickou ¢asti, tj. bilinearni symetrickou formou f : R" x R" —
R. Stejné dobie miizeme premyslet o obecné symetrické bilinedrni formé na libovol-
ném vektorovém prostoru. Pro libovolnou bézi na tomto vektorovém prostoru bude
hodnota f(z) na vektoru z = z1e1 + - -+ + z,€, déna vztahem

flz)=F(z,x) = inij(ei,ej) =27 Az
2

kde A = (a;;) je symetrickd matice s prvky a;; = F'(e;, ¢;). Takovymto zobrazenim
f tikame kvadratické formy a vyse uvedena formula pro hodnotu formy s pouzitim
zvolenych soufadnic se nazyva analyticky tvar formy. Jestlize zménime bézi e; na

jinou bazi €], ..., e}, dostaneme pro stejny vektor jiné soufadnice x = S -z’ a tedy

flx)y=(S- 2 -A-(S-2/)= ()" - (ST-A-9) o

Predpokladejme opét, ze je na nasem vektorovém prostoru zadan skalarni soucin.
Predchozi vypocet pak muZzeme shrnout slovy, Ze matice bilinearni formy F' a tedy
i kvadratické formy f se transformuje pfi zméné soutadnic zpisobem, ktery pro or-
togonélni zmény soufadnic splyvé s transformaci matic zobrazeni (skuteéné, pak je
S~ = ST). Tento vysledek miizeme intepretovat také jako nasledujici pozorovani:

Tvrzeni. NechtV je rediny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Pak vztah
o= F, F(u,u) = (p(u),u)

zadavad bijekci mezi symetrickymi linedrnimi zobrazenimi a kvadratickymi formami
na V.
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4.30. Euklidovska klasifikace kvadrik. Z posledni véty vyplyva okamzity du-
sledek, Ze pro kazdou kvadratickou formu f existuje ortonormalni baze zaméient,
ve které ma f diagondlni matici (a diagonalni hodnoty jsou jednoznaéné uréeny az
na poradi). Predpokladejme tedy piimo rovnici ve tvaru

Xn:)\Z.T? +2n:bl$, +b=0.
=1 i=1

V dalsim kroku pro soufadnice x; s A; # 0 provedeme doplnéni do ¢tvercu, které
,pohlti“ kvadraty i linedrni ¢leny tychz nezndmych (tzv. Lagrangetv algoritmus,
viz poznadmka nize) Tak ndm zistanou nejvyse ty nezndmé, pro které byl jejich
koeficient u kvadratu nulovy, a ziskame tvar

n n
D Nilwi—pi)* + > bjz; +c=0.
i=1 J splitujici \; =0
Pokud nam opravdu ziistaly néjaké linearni ¢leny, mtizeme zvolit novou bazi zamé-

feni tak, aby odpovidajici linearni forma byla prvkem dualni baze a novou volbou
pocatku v &, pak dosdhneme vysledného tvaru

k

Z )\iyf +byr+1 +¢c =0,
i=1

kde & je hodnost kvadratické formy f, linearni ¢len se miize (ale nemusi) objevit
jen pokud je hodnost f mensi nez n, ¢ € R mize byt nenulové pouze kdyz je b = 0.

netrivialni dimenze. Puvodni rovnice ma tvar
2 2 _
a11x” + a2y~ + 2a122y + a1z + a2y + a = 0.

Volbou vhodné baze zamétfeni a néaslednym doplnénim ¢tverct dosdhneme tvaru
(opét pouzivame stejného znaceni z,y pro nové souradnice):

a117? + azny® + a1r + azy +a =0

kde a; muze byt nenulové pouze v pripadé, ze a;; je nulové. Poslednim krokem
obecného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen ptipadnou volbou posunuti, dosdhneme
pravé jedné z rovnic:

0=2a?/a®+y?/b* + 1 prazdna mnoZina
0=2a2/a®+y?*/b®> -1  elipsa
0=2a2/a®—y2/b® -1 hyperbola

0=2%/a% - 2py parabola
0=2%/a®+ y*/b? bod

0=2%/a% — y?/b? 2 rfiznob&zné pifmky
0=22—a? 2 rovnobézné primky
0=a? 2 splyvajici primky

0 =22+ a? prazdna mnozina
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4.32. Afinni pohled. V predchozich dvou odstavcich jsme hledali podstatné vlast-
nosti a standardizované analytické popisy objektl zadavanych v euklidovskych pro-
storech kvadratickymi rovnicemi. Hledali jsme pfitom co nejjednodussi rovnice v
mezich danych volnosti vybéru kartézskych souradnic. Geometrickd formulace na-
Seho vysledku pak muze byt takova, ze pro dva ruzné objekty — kvadriky, zadané
v obecné ruznych kartézskych soutadnicich, existuje euklidovskd transformace na
&, (tj. afinni bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy a jen tehdy, pokud
vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az na poradi souradnic.

Pochopitelné se mizeme ptat, do jaké miry umime podobnou véc v afinnich
prostorech, tj. s volnosti vybéru jakékoliv afinni soutadné soustavy. Napf. v roviné
to bude znamenat, ze neumime rozlisit kruznici od elipsy, samoziejmé bychom ale
méli odlisit hyperbolu a vSechny ostatni typy kuzelosecek. Hlavné ale splynou mezi
sebou vSechny hyperboly atd.

Ukézeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych formach a k zalezitosti se
pak jesté vratime nize.

Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém prostoru V' a jeji ana-
Iytické vyjadieni f(u) = 27 Az vzhledem ke zvolené bazi na V. Pro vektor u =
r1uy + - - - + Tpu, pak také zapisujeme formu f ve tvaru

flwr,n) =Y aimia;,
ij

V predchozich odstavcich jsme jiz s vyuzitim skalarniho soucinu ukézali, ze pro
vhodnou bézi bude matice A diagonélni, tj. Ze pro pfislusnou symetrickou formu
F bude platit F(u;, u;) =0 pii i # j. Kazdou takovou bazi nazyvame poldrni bdze
kvadratické formy f. Samoziejmé si pro takovy ucel miuzeme vzdy skalarni soucin
vybrat. Dokazeme si ale toto tvrzeni znovu bez vyuziti skalarnich soucint tak, ze
ziskame daleko jednodussi algoritmus na to, jak takovou polarni bazi najit mezi
vSemi bazemi. Tim se zaroven dovime podstatné informace o afinnich vlastnos-
tech kvadratickych forem. Nasledujici véta byva v literatufe uvadéna pod nazvem
Lagrangeuv algoritmus.

Véta. Necht V' je redlny vektorovy prostor dimenze n, f : V — R kvadratickd
forma. Pak na V' existuje poldrni baze pro f.

DUkAzZ. (1) Necht A je matice f v béziu = (u1,...,u,) naV a predpokladejme
a1 # 0. Pak mtuzeme psat

2 2
f(xl, c. ,.’L‘n) =a11x] + 20190102 + - + a22T5 + ...
= al_ll(auxl + a1o%9 + -+ - + a1, )% + Eleny neobsahujici

Provedeme tedy transformaci soufadnic (tj. zménu baze) tak, aby v novych sourad-
nicich bylo

/ / /
T = a11T + a2 + -+ A1y, Ty = To, ..., T, = Tp.
To odpovida nové bézi (spoctéte si jako cviceni ptislusnou matici prechodu!)
-1 _ -1 _ -1
U1 = Q1 Up, U2 = U2 — A11 A12UL, ..., Up = Up — Q11 A1pUL

a tak jak lze ocekéavat, v nové bazi bude ptislusna symetrickd bilinerani forma splno-
vat g(v1,v;) = 0 pro vechny i > 0 (pfepoctéte!). M4 tedy f v novych soufadnicich
analyticky tvar aﬁlx’12 + h, kde h je kvadratickd forma nezavisld na proménné x.
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Z technickych divoda byva lepsi zvolit v nové bazi v; = uy, opét dostaneme
vyraz f = f1+h, kde fi zdvisi pouze na z/, zatimco v h se | nevyskytuje. Pfitom
pak g(v1,v1) = a11.

(2) Predpokladejme, ze po provedeni kroku (1) dostaneme pro h matici (fadu
o jedni¢ku menstho) s koeficientem u 242 riznym od nuly. Pak miZeme zopakovat
presné stejny postup a ziskame vyjadreni f = f1 + fo + h, kde v h vystupuji pouze
proménné s indexem vétsim nez dvé. Tak miZeme postupovat tak dlouho, az bud
provedeme n — 1 krok a ziskdme diagonélni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku bude
prvek a;; dosud ziskané matice nulovy.

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfritom existuje jiny prvek a;; # 0s j > i,
pak staci prehodit i-ty prvek baze s j-tym a pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Predpokladejme, Ze jsme narazili na situaci aj; = 0 pro vSechny j > i.
Pokud pfitom neexistuje ani zadny jiny prvek aj, # 0s j > 4, k > 7, pak jsme jiz
uplné hotovi nebof jsme jiz dosahli diagonalni matici. Pfedpokladejme, Ze a;, # 0.
Pouzijeme pak transformaci v; = w; + uy, ostatni vektory béze ponechame (tj.
x}, = x —xj, ostatni zistavaji). Pak h(v;,v;) = h(uj, u;) +h(ug, up) +2h(ug, ;) =
2a;;, # 0 a mizeme pokracovat podle postupu v (1). O

4.33. Pi¥iklad. Necht f: R?® — R, f(x1, 72, 73) = 322 + 22129 + 23 + 42973 + 622
Jejil matice je

Podle bodu (1) algoritmu provedeme tpravy

1 2
f(x1, w0, 23) = g(?)zl +29)% + gscg + 4xox3 + 6:10%

1, 3,2 9
= 2z 2
Y1+ 2(3?/2 + 2y3)
3
a vidime, Ze forma mé hodnost 2 a matice pfechodu do prislusné polarni baze w se

ziska posbiranim provedenych transformaci:

2 2
23 =Y3=a3, 22 = Y2+ 2y3 = ;T2 +2x3, 21 = Y1 = 3x1 + T2

3 3
Pokud by ale napt. f(x1,z2,73) = 22173 + 23, tj. matice je
0 0 1
A=1{o0 1 o,
1 0 0

pak hned v prvnim kroku miuzeme prehodit proménné: y; = o, yo = x1, Y3 = 3.
Aplikace kroku (1) je pak trividlni (nejsou tu zddné spolecné ¢leny), pro dalsi krok
ale nastane situace z bodu (4). Zavedeme tedy transformaci z; = y1, 22 = Yo,
23 = Y3 — ya2. Pak

1 1
f(z1, 0, 23) = 22 + 229(23 + 20) = 23 + 5(222 + 23)% — §z§

Matici prechodu do prislusné polarni baze opét dostaneme posbiranim jednotlivych
transformaci (tj. vyndsobenim jednotlivych dil¢ich matic pfechodu).
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4.34. Afinni klasifikace kvadratickych forem. Po vypoctu polarni baze Lagran-
geovym algoritmem muzeme jesté vylepsit bazové vektory pomoci nasobeni skala-
rem tak, aby v prislusném analytickém vyjadfeni nasi formy vystupovaly v roli
koeficient u kvadratu jednotlivych souradnic pouze skalary 1, —1 a 0. Nasledujici
véta o setrvacnosti ¥ika navic, ze pocet jednicek a minus jednicek nezavisi na nasich
volbach v prubéhu algoritmu. Tyto pocty nyzyvame signaturou kvadratické formy.
Opét tedy dostavame uplny popis kvadratickych forem ve smyslu, ze dvé takové
formy jsou prevoditelnd jedna na druhou pomoci afinni transformace tehdy a jen
tehdy, kdyz maji stejnou signaturu.

Véta. Pro kaZdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na redlném vektoro-
vém prostoru V' existuje celé cislo 0 < p < r a r nezdvislych linedrnich forem
©1, ..., 0p € V* takovych, Ze

Flw) = (pr(w)? + -+ (2p(w)® = (pr1(w)? = - = (or(w)).
Jinak Teceno, existuje poldrni bdze, ve které md f analytické vyjadreni

2 2 2 2
flry, .. an)=ai+-al—al — — ]

Pocet p kladnych diagonalnich koeficienti v matici dané kvadratickée formy nezdvisi
na volbé poldrni baze.

Dvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi téze kvadratické formy
v Tuznych bazich pravé, kdyz maji stejnou hodnost a kdyz matice prislusnych forem
v poldrni bazi maji stejny pocet kladngch koeficientii.

DUKAZ. Lagrangeovym algoritmem obdrzime f(xq,...,7,) = Ma? + -+ +
A2, Ni # 0, v jisté bazi na V. Predpoklddejme navic, ze pravé prvnich p koefi-
cient \; je kladngch. Pak transformace y1 = vVA1z1,...,yp = /App, Ypr1 =
VA1 Tpi 1y ooy Yr = V=NoTpy Y1 = Trg1, - -, Yn = Ty, jiz vede na pozadovany
tvar. Formy ¢; pak jsou pravé formy z dudlni baze ve V* k ziskané polarni béazi.
Musime ale jesté ukazat, ze p nezavisi na nasem postupu. Pfepoklddejme, Ze se ndm
podafilo najit vyjadieni téze formy f v polarnich bazich u, v, tj.

f(I1;-~-’$n):x%+"’+$12)7x12)+17"'*1‘3
fn ) =i+ 4y v~ —up
a ozna¢me podprostor generovany prvnimi p vektory prvé baze P = (u1,...,up), a

obdobné @ = (v441,...,0y). Pak pro kazdy u € P je f(u) > 0 zatimco pro v € Q
je f(v) < 0. Nutné tedy plati PNQ = {0} a proto dim P+dim @ < n. Odtud plyne
p+ (n—¢q) < n,tj. p<gq. Opacnou volbou podprostori viak ziskdme i ¢ < p.

Je tedy p nezavislé na volbé polarni baze. Pak ovsem pro dvé matice se stejnou
hodnosti a stejnym poc¢tem kladnych koeficientt v diagondlnim tvaru prislusné
kvadratické formy ziskdme stejny analyticky tvar. (|

P1i diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovorili o definitnich a semidefitnich
zobrazenich. Tataz diskuse mé jasny smysl i pro symetrické bilinearni formy a kva-
dratické formy. Kvadratickou formu f forma na readlném vektorovém prostoru V'
nazyvame
(1) positivné definitnd, je-li f(u) > 0 pro vSechny u # 0
(2) positivné semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u € V
(3) negativné definitng, je-li f(u) < 0 pro vSechny u # 0
(4) megativné semidefinitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u € V
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(5) indefinitnd, je-li f(u) >0 a f(v) <0 pro vhodné u,v € V.

Stejné nazvy pouzivame i pro symetrické redlné matice, jsou-li maticemi pat¥ic-
nych kvadratickych forem. Signaturou symetrické matice pak rozumime signaturu
prislusné kvadratické formy.

3. Projektivni geometrie

V mnoha elementarnich textech o analytické geometrii autofi konc¢i afinnimi
a euklidovskymi objekty popsanymi vyse. Na mnoho praktickych tloh euklidovska
nebo afinni geometrie staci, na jiné bohuzel ale nikoliv.

Tak tieba pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou zachovavany uhly a rovno-
bézné primky se mohou (ale nemusi) protinat. Dal§im dobrym divodem pro hleddni
Sirsitho rdmce geometrickych tloh a ivah je pozadovana robustnost a jednoduchost
numerickych operaci. Daleko jednodussi jsou totiz operace provadéné prostym na-
sobenim matic a velice tézko se totiz od sebe odlisuji malinké tthly od nulovych,
proto je lepsi mit nastroje, které takové odliSeni nevyzaduji.

Zakladni ideou projektivni geometrie je rozsifeni afinnich prostort o body v
nekonecnu zptisobem, ktery bude dobfe umoznovat manipulace s linedrnimi objekty
typu bodi, ptimek, rovin, projekci, apod.

4.35. Projektivni rozsifeni afinni roviny. Zac¢neme tim nejjednodussim za-
jimavym piipadem, geometrii v roviné. Jestlize si body roviny A predstavime
jako rovinu z = 1 v R3, pak kazdy bod P nasi afinni roviny pfedstavuje vektor
u = (z,9,1) € R® a tim i jednorozmérny podprostor (u) C R3. Naopak, skoro
kazdy podprostor v R? protind nasi rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé
vektory takového podprostoru jsou dany soufadnicemi (z,y, z) jednozna¢né, az na
spoleény skalarni nasobek. Zadny priinik s nasi rovinou nebudou mit pouze pod-
prostory s body o souradnicich (z,y,0).

Projektivni rovina Po je mnozina viech jednorozmérnych podprostortt v R3.
Homogenni soutadnice bodu P = (z : y : z) v projektivni roviné jsou trojice
realnych cisel urcené az na spolecny skalarni nadsobek a alespon jedno z nich musi byt
nenulové. Pfimka v projektivni roviné je definovana jako mnozina jednorozmérnych
podprostort (tj. bodt v Ps)

Piiklad. V afinnim prostoru R? uvazujme dvé piimky L; : y —2 —1 = 0 a
Ly:y—a2+1=0.

Jestlize budeme body pfimek L; a Ly chapat jako kone¢né body v projektivnim
prostoru Pz, budou zjevné jejich homogenni soufadnice (z : y : z) spliiovat rovnice

Li:y—x—2=0, Ly:y—x+2z=0.

Podivejme se, jak budou rovnice téchto primek vypadat v soutadnicich v afinni ro-
ving, ktera bude dana jako y = 1. Za tim tcelem staci dosadit y = 1 do predchozich
rovnic:

Li:l—2—2=0, Ly:1—z+2=0

Nyni jsou ,nekonecné“ body nasi ptuvodni afinni roviny dany vztahem z = 0 a
vidime, zZe nase ptimky L} a L) se protinaji v bodé (1, 1,0). To odpovida geometrické
predstavé, ze rovnobézné piimky Li, Lo v afinni roviné se protinaji v nekoneénu (a
to v bodé (1:1:0)).
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4.36. Projektivni prostory a transformace. Postup z roviny se pfirozenym
zpusobem zobecnuje na kazdou kone¢nou dimenzi. Volbou libovolné afinni nadro-
viny A, ve vektorovém prostoru R"*! kterd neprochizi poc¢atkem, miizeme zto-
toznit body P € A, s jednorozmérnymi podprostory, které tyto generuji. Zbylé
jednorozmérné podprostory vyplni rovinu rovnobéznou s A, a fikdme jim ,neko-
necné body“ v projektivnim rozsiteni P,, afinni roviny A,,. Zjevné je vzdy mnozina
nekone¢nych boda v P,, projektivnim prostorem dimenze o jednicku nizsim. Abs-
traktnéji hovorime o projektivizaci vektorového prostoru: pro libovolny vektorovy
prostor V' dimenze n + 1 definujeme

P(V)={P CV; P je jednorozmérny vektorovy podprostor}.

Volbou libovolné baze u ve V' dostdvame tzv. homogenni soutadnice na P(V') tak, Ze
pro P € P(V) pouzijeme jeho libovolny nenulovy vektor u € V' a soufadnice tohoto
vektoru v bazi u. Afinni pfimka ma tedy ve svém projektivnim rozsifeni pouze
jediny bod (oba konce se ,potkaji“ v nekone¢nu a projektivni pfimka vypada jako
kruZnice), projektivni rovina mé projektivni pfimku nekoneénych bodu atd.

Pti zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu z jejich hodnot zafixo-
vat na jednicku (tj. vylouéime vSechny body projektivniho prostoru s touto soutrad-
nici nulovou) a ziskdme tak vlozeni n-rozmérného afinniho prostoru A, C P(V). To
je presné konstrukce, kterou jsme pouzili v opaéném sméru v prikladu projektivni
roviny.

Kazdé prosté linearni zobrazeni 7 : V7 — V5 mezi vektorovymi prostory samo-
zfejmé zobrazuje jednorozmérné podprostory na jednorozmeérné podprostory. Tim
vznika zobrazeni na projektivizacich T : P(V;) — P(Vz). Takovym zobrazenim Fi-
kame projektivni zobrazeni. Jinak feceno, projektivni zobrazeni je takové zobrazeni
mezi projektivnimi prostory, ze v kazdé soustavé homogennich soutadnic na definic-
nim oboru i obrazu je toto zobrazeni zadano nasobenim vhodnou matici. Obecnéji,
pokud nase pomocné linearni zobrazeni neni prosté, definuje projektivni zobrazeni
pouze mimo svoje jadro, tj. na bodech, jejichz homogenni soufadnice se nezobrazuji
na nulu.

4.37. Perspektivni projekce. Velmi dobfe jsou vyhody projektivni geometrie
vidét na perspektivni projekci R® — R2. Bod (X, Y, Z) ,redlného svéta® se promita
na bod (z,y) na primétné takto:

X Y
x:—f?, yz—fE.

To je nejen nelinearni formule, ale navic pfi Z malém bude velice problematicka
presnost vypocti.

Pii rozsifeni této transformace na zobrazeni P3 — Py dostdvame zobrazeni
X:Y:Z: W)= (r:y:2)=(—fX:—fY :Z), tj. popsané prostou linearni
formuli

z —fOOOif
yl=(0 - 0 o0 P
2 0 0 10 v

Tento jednoduchy vyraz zadava perspektivni projekci pro vsechny kone¢né body
v R3 C Ps, které dosazujeme jako vyrazy s W = 1. Navic jsme odstranili problémy
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s body, jejichz obraz lezi v nekonecnu. Skutecné, je-li Z-ova soutradnice skutec-
ného bodu scény blizka nule, bude hodnota treti homogenni soufadnice obrazu mit
souradnici blizkou nule, tj. bude pfedstavovat bod blizky nekonecnu.

4.38. Afinni a projektivni transformace. Invertibilni projektivni zobrazeni
projektivniho prostoru P,, na sebe odpovidaji v homogennich souradnicich inver-
tibilnim maticim dimenze n + 1. Dvé takové matice zadavaji stejnou projektivni
transformaci pravé, kdyz se lisi o konstantni nasobek.

Jestlize si zvolime prvni souradnici jako tu, jejiz nulovost urcuje nekonecné
body, budou transformace, které zachovavaji kone¢né body, dany maticemi, jejichz
prvni fadek musi byt az na prvni ¢len nulovy. Jestlize budeme chtit pfejit do afinnich
soufadnic koneénych bod, tj. zafixujeme si hodnotu prvni soufadnice na jednicku,
musi byt prvni prvek na prvnim fadku byt také rovny jedné. Matice projektivnich
transformaci zachovévajicich koneéné body tedy maji tvar:

1 0 0

b1 an A1n

bn an1 e Ann
kde b= (by,...,b,)T € R" a A = (aj;) je invertibilni matice dimenze n. Piisobeni
takové matice na vektoru (1,1, ...,x,) je pravé obecnd afinni transformace.

vvvvvv

objektech studovanych v afinni geometrii nejlépe prostiednictvim projektivnich roz-
§ifeni. Jestlize popiseme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné kvadra-
tické rovnice, viz vySe, jejim prepsanim v homogennich soufadnicich dostaneme
vzdy vyluéné homogenni vyraz, jehoz vSechny ¢leny jsou druhého fadu. Dtvod je
ten, ze pouze takové homogenni vyrazy budou mit pro homogenni souradnice smysl
nezévisle na zvoleném konstantnim nésobku soufadnic (zg,z1,...,2,). Hleddme
tedy takovy, jehoz ziizenim na afinni soufadnice, tj. dosazenim xy = 1, ziskdme pi-
vodni vyraz. To je ale mimoiradné jednoduché, prosté dopiseme dostatek x( ke vSem
vyraziim — zadny ke kvadratickym ¢lentim, jedno k linedrnim a x3 ke konstantnimu
¢lenu.

Ziskame tak dobfe definovanou kvadratickou formu na nasem pomocném vek-
torovém prostoru R™*!, ale jsme uz vici libovolné volbé baze klasifikovali. Zkuste si
samostatné prevést tuto klasifikaci do projektivni i afinni podoby. (Hezké a nédro¢né
cviceni na zaveér semestrul)

4.40. Piiklad. Naleznéte polarni bazi kvadratické formy f : R® — R, kterd je ve
standardni bazi dana predpisem

f(x1, 20, 23) = 122 + 2123,
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Reseni. Aplikaci uvedeného Lagrangeova algoritmu dostévame:
f(@1,22,23) = 22129 + 2273
provedeme substituci podle bodu (4) algoritmu y2 = x2 — 1, y1 = z1,y3 = =3

= 2z1(z1+y2) + (T1 + y2)73 = 225 + 221y0 + T173 + You3 =

1 1 1 1
= 7(2:31 + Yo + fx3)2 — fyg — fac?,) + Yoz =

2 2 2 8
substituce y1 = 2z1 + y2 + %acg
1 1 1 1 1 1 3
= SUi g — g¥i +yams = uf — 250 — 5s)’ + ud =

substituce ys = %yg — él‘s,
1
= SR -ui+ o
V soufadnicich 1, y3, x3 ma tedy dana kvadraticka forma diagonalni tvar, to zna-
mena ze baze prislusna témto souradnicim je polarni bazi dané kvadratické formy.
Pokud ji mame vyjadfit musime ziskat matici pfechodu od této polarni baze ke
standardni bazi. Z definice matice pfechodu jsou pak jeji sloupce bazovymi vektory
polarni bazi. Matici pfechodu ziskdame tak, ze bud vyjadiime staré proménné (z1,
22, x3) pomoci novych proménnych (y1, ys, x3), nebo ekvivalentné vyjadiime nové
proménné pomoci starych (coz jde jednoduseji), pak ale musime spocitat inverzni
matici.
Méme y1 = 2z1 + Y2 + 323 = 221 + (22 — 1) + 53 a Ys = 3Y2 — 523 =

f%xl + %1’3 — %1“3. Matice prechodu od standardni baze ke zvolené polarni je tedy

2 1 3
2
r=(-3 ¢
0 0 1
Pro inverzni matici pak mame
1 _2 _1
N
T"\s 5 3
0 0 1
Jedna z polarnich bazi dané kvadratické formy je tedy napiiklad baze
{(1/37 1/330)7(_2/374/370)7(_1/231/27 1)} O

4.41. Piiklad. Urcete typ kuzelosecky dané rovnici:

3%% —3r122+ 20 —1=0.

Reseni. Pomoci algoritmu tGpravy na ¢étverec postupné dostavame:

1 3 3
322 —3ziw9 F a0 —1 = §(3x17512)271x3+x271:
1, 43 1, 1
fr— —_— —_ — (= - 771:
s 3G ) T3
1, 4, 2
- 2y1_3y2_3'

Podle uvedeného seznamu kuzelosecek se tedy jedna o hyperbolu. O






