Sit’

Sit’ je Ctvetice N = (G,s,t,c) kde G = (V, 4 je prosty orientovany graf
a kazdé orientované hran¢ (u ,v) je prifazeno nezaporne Cislo, které se

nazyva kapacita hrany (u,v) , formalné c(u,v) > 0. Pro orientovanou

hranu (u,v)0 A4 predpokladame clu,v) = 0.V siti jsou dale vyznacCeny

dva specialni uzly: zdrojovy uzel s a cilovy uzel ¢. Dale budeme bez

Uymy na obecnosti predpokladat, ze kazdy uzel lezi na néjake

(orientovang) cesté z uzlu s do uzlu .




Priklad sité




Tok v siti

Tok v siti N = (G, s.t,c) je zobrazeni f:V*V - R spliiujici
nasledujici podminky:
1. f(u,v)<c(u,v),Yu,veV

2. fu,v)=—f(u,v),Yu,veVvV

3. D f(u,v)=0,Yuev —{s,t)

velr




Priklad toku v siti

Zde jsou kapacity hran vyznaceny ¢ervené a hodnoty f (u,v) modfe.

Absence hodnoty znaéi f (u,v)=0




fu,v) se nazyva tok z uzlu u do uzlu v.

1= Z f(s,u) senazyva hodnota toku /

uel

Z f(u,v) senazyva tok do uzlu v

uel

Z f(v,u) s€ nazyva tok z uzlu v

uelV

Z flu,v) se nazyva kladny tok do uzlu v

uel
f(u,v)>0

Z f(v,u) se nazyva kladny tok z uzlu v

ucly
f(v,u)>0




Nasledujici tvrzeni jsou snadnym disledkem definice:

o fluyu) = - fluyu),uld VD flu,u)=0,ul V,¢&ili tok z uzlu do
téhoZ uzlu je nulovy.

- Z f(u,v)=,YueV —|s,t ,Cili celkovy tok do kazdého uzlu
uel
ruzného od pocatecniho a cilového je nulovy.

. Pokud mezi uzly u, v neexistuje hrana, potom f(u,v) = f(v,u) = 0.




Sumacni formalizmus

Pro mnoziny uzld X ,Y SV bude symbol f (X ,Y) znamenat

> 2 flu,v)

ueX veyY

N¢ékdy budeme vynechavat sloZzené zavorky {,} pro oznaceni mnoZin.

Naptiklad ve vzorci f{s,V = s) = f(s,V), znaci ¥ - s mnozinu V - {s} .




Lemma 1

Necht N=(G,s,t,c) jesit, G=(V,A) prosty orientovany graf,
X,Y,ZEV a f tok v siti N, potom plati

(1) f(X,Y)==f(Y,X)
(2) f(X,X)=0
3) f(XUY,Z)=f(X,Z)+f(Y,Z)if XNnY=0




Budeme FeSit nasledujici alohu:




Ford-Fulkersonova metoda




Zbytkova kapacita, zbytkova sit’

Necht' N = (G, s,t,c)je sit a f tok v této siti. Pro kazdou dvojici uzlt
u,vU V' definujeme zbytkovou kapacitu
c (u,v)=clu,v)— f(u,v)
vzhledem k toku /. Dale definujeme zbytkovou sit’ vzhledem k toku f
N ,=(G,,s.t,c,),
kde
G,=(V,A4,)

AfZ[(u,v)E VX V|cf(u,v)>0]




Lemma 2
Necht' N = (G,s,t,c) je sit’ a f tok v teto sit1. Necht’ NfZ(Gf, S, 1, Cf)

je zbytkova sit’ vzhledem k toku f a necht’ f je tok v siti N + . Potom

zobrazeni ( St 7) VxV - R takové, ze

£ )= fluv)+ fluv)

je tokem v sit1 V.




VylepSujici cesta

Je-li dana sit' N = (G, s,t,c) a tok f v ni definovany, vylepSujici cesta
je jakakoliv (orientovana) cesta z po€atecniho uzlu s do ciloveho uzlu ¢

ve zbytkovésiti N ,=(G,,s.t,c)

Z definice zbytkove sité plyne, ze kazda orientovana hrana (1,v) ve
vylepSujici cesté zvySuje tok z uzlu u do uzlu v pi1 zachovani podminky

1 z definice toku.




Kapacita vylepSujici cesty

Je-li dana sit' N = (G, s,t,c) s tokem f,aje-l1 p vylepSujici cesta ve
zbytkové siti N ,=(G,,s,t,c,) , definujeme kapacitu vylepSujici
cesty p vzhledem k toku 1/

cf(p):min[cf(u,v) | hrana (u,v) je obsazena v cesté p




Lemma 3

Necht N = (G, s.,t,c) je sit’ s tokem f a necht p je vylepSujici cesta ve
zbytkové siti N ,=(G,,s,t,c,) . Definujme zobrazeni f ,: VXV —R
nasledovné:
f(u,v)=c,(p)  jestlize hrana (u,v) je v cesté p
(*) f(u, V)Z—Cf(p) jestlize hrana (u,v) je v cesté p
f(u,v)=0 jinak.
Potom f, jetok vsiti N ,shodnotou |/ ,|=c,(p)




Dusledek 4

Necht N = (G, s.,t,c) je sit, f tok v této siti a p vylepSujici cesta ve
zbytkové siti N ,=(G,,s,t,c,) . Necht je definovano zobrazeni
f,: VXV =R jako v Lemma 3. Potom zobrazeni
f:VXV >R, f(u,v)=f(u,v)+f (u,v) je tokem v siti N a plati
VA VARV VA







Rez v siti, tok res rez, kapacita rezu

Rez (S v ) v siti NV = (G,S,t,c) je kazdy rozklad mnoZiny uzlu /' na
podmnoziny Sa 7 = V - § takové, ze sU S atU T,
Tok pres iez (S,T) v siti N pii daném toku £ je cislo f1S,T).

Kapacita fezu (S,T) v siti N je &islo (S, T).




Lemma 5

Necht’ je dana sit’ NV = (G,S,t,c) s tokem f necht (S I ) je fez v sit1 V.

Potom plati, Zze tok pres fez (S,T) se rovna hodnoté toku f, ¢l

f18.7) = |11.

Dukaz:

Podle Lemma 1 (3) mtizeme psat f(S,T)=f(S,V)—f(S,S) apodle
Lemma 1 (2) plati f(S,7T)=f(S,V ) Opét podle Lemma 1 (3)
muzeme psat f (S, V)=f(s,V)+ f(S—s,V) . Dale plati

f(S=s,V)= Z;Z;f u,v) | Aviak > f(u,v)=0 pro u#s podle
ues ve I
UFS

podminky 3 z definice toku. Tedy f(S,T)=f(s,V)=|f]




Jednoduchym dusledkem Lemma 5 je to, Ze hodnota toku se rovna
celkovému toku do ciloveho uzlu. Dalsi disledek ukazuje, jak je mozno

pouzit kapacity k nalezeni horniho odhadu pro hodnotu toku.

Dusledek 6

Hodnota kazdého toku v siti N = (G, s,t, c) je mensi nebo rovna kapacité

kazdého fezu v sit1 V.

Dukaz:

Necht (S,7) je fez. Podle Lemma 5 a podminky 1 z definice toku plati

=708 1)=2 2 fluv)<2, 2 clu,v)=c(S.T)

ueS veT ueSveT




Véta 7 (0 maximalnim toku a minimalnim rezu)

Necht N = (G, s.,t,c) je sit’ s tokem f. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(1) fje a maximalni tok v siti N
(2) ve zbytkovésiti N ,=(G,,s.t,c,) nejsou zadné vylepsujici cesty
(3) je-li (S,T) fez v siti N's minimalni kapacitou, plati | f| = ¢(S,T)

Dukaz:

(1) 0 (2): Necht 7 je maximalni tok v siti N a predpokladejme, Ze v
G , existuje vylepsujici cesta. Potom podle Duisledku 4 suma tok
f+/,kde f, jedefinovano vztahem (*) je tok v siti N's hodnotou

v&t$i nez | f1, coz je spor s tim, Ze f je maximalni tok.




(2) 0 (3): Necht neexistuje vylepsSujici cesta v Ny. Neexistuje
tedyorientovana cesta v grafu G ,, z po¢ateéniho uzlu s do cilového
uzlu ¢. Definuyme mnoZiny S, T takto:

SZ[MEV | v gratu G, existuje cesta z uzlu s do uzlu u} ,I'=U-S
Rozklad (S,T) je fezem nebot” sU S atl §, protoze v grafu Gy
neexistuje cesta z uzlu s do uzlu ¢. Pro kazdé dva uzly (w,v),ul S,v0 T
plati f(u,V) = c(u,v), protoZe jinak by platilo (M,V)EAf atedy vl §.
Proto podle Lemma 5 plati | /] - £18,7) = ¢[S,T).

(3) 0 (1): Podle disledku 6 plati | f] < ¢S, T) pro kazdy tez (S,T). Proto
ze vztahu | f]= c[S,T) plyne, 7e f je maximalni tok.



SCHEMA FORD FULKERSONOVA ALGORITMU

1. Polozime f[u,v] = 0, f[V,M] = 0 pro kazdé dvauzly u,veV

2. Vypoéitame zbytkové kapacity c,(u,v)=c(u,v)— f(u,v) .

Vytvoiime zbytkovou sit N ,=(G,,s.t,c,) , kde G,=(V,4,) a
AfZ[(u, v)EVXV|c(u,v)>0]

3. Pokud neexistuje orientovana cesta p v grafu Gy mezi po€ateCnim a

cilovym uzlem, algorithms konci a posledni tok f je maximalni. Jinak

nalezneme takovou orientovanou cestu a ozna¢ime ji p.

4. Vypoditame cf(p)zmin[cf(u,v) | hrana (u,v) je v cesté p
Pro kazdou dvojici uzla (u,v) z cesty p spocitame:
flu,v)=fu,v)+c,(p), f(v,u)=f(v,u)=c,(p) . Pfejdeme na 2.




Priklad

Najdéte maximalni tok v siti s po€ateCnim uzlem s a cilovym uzlem ¢.

@

16/' A A 0

(@10497




ResSeni — 1. iterace
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Hodnota toku =0 Zbytkova sit’
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Q Q 14><>

Modra vylepSujici cesta s kapacitou 4



ResSeni — 2. iterace:
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Modra vylepSujici cesta s kapacitou 7




ReSeni — 3. iterace:

Modra vylepSujici cesta s kapacitou 8



ResSeni — 4. iterace:

Hodnota toku =19 Zbytkova sit

11’}/r
1

5,

Modra vylepSujici cesta s kapacitou 4



ReSeni — 5. iterace:
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Hodnota toku = 23 Zbytkova sit

11’-}1 12 Qﬁﬁ Z;{@%N

11 70 &

Ve zbytkové siti neexistuje vylepSujici cesta, hodnota toku je maximalni.




