Teorie grafii
MBI103 - podzim 2010
Cvideni 6
Pojmy k zopakovani:
e Vytvorujici funkce dané posloupnosti
e Operace s vytvorujicimi funkcemi
e Zobecnéna binomicka véta
e Linearni rekurence
e Catalanova c¢isla
e Fibonacciho cisla
Priiklad 1. Urcete vytvorujici funkce nasledujicich posloupnosti
1. (1;2:1;4;1;8;1;16; .. .)
2. (1;1;0;1;1;0;1;15...)
3. (1;,-1;2;—2;3; —3;4; —4;...)

Vysledek. 1. 1_1z2 + 1_2;;2

1+z
2. =53

—1 T
3. (1—22)2 + (1—22)2

Reseni. 1. (1;2;1;4;1;8;1;16;...) = (1;0;1;0;...) + (0;2;0;4; 0;16; . .. ). Uréime tedy
vytvorujici funkce jednotlivych posloupnosti. Prvni dostaneme z posloupnosti (1,1,1,1,1).
Jeji vytvorujici funkce je ﬁ Nuly vnoifme nahrazenim 22 za x. Podobné druhou
vytvorujici funkei dostaneme z posloupnosti (1;2;4;8;16;...). Nejprve vyndsobime

dvéma, vlozime nuly a pak vynésobenim x dostaneme nulu na zacatku.
2. (1;1;0;1;1;0; 1;1;...) = (1;0;0; 1;0;0;1...) + (0;1;0; 0; 1;0; 0; L. .. ).
Priklad 2. Urcete koeficient u z'" v (2% + 2 +2° +...)3
Vysledek. 45

Resend. (z®+a*+2°4..)% = _a 9.

(1-z)3
Ten je roven (120), tedy 45.

m. Zajima nés tedy koeficient u 28 v —(1_1:0)3_

Piiklad 3. V krabici je 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bilych micku (micky téze barvy
jsou nerozpoznatelné). Kolik je ruznych moznosti, jak z takovéto krabice vybrat soubor 70
micku?



Visledek. () = (5) = (3) = (%)
Resend. Potet moznosti je ziejmé roven koeficientu u 2 v
I+z+ +2°)0 42+ -+21 +2+ +2%).

Kdyz upravime, dostavame, ze

(1+z+ - +2°)(1+z+ - +2)(1+z+- - +2°°) = TR (1—23) (1 —2*)(1—2).

Reseni pak dostavdme ze zobécnéné binomické véty.

Priklad 4. Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu 12 hracimi kostkami padne soucet 307
Ndpovéda: Vyjddrete pocet viech mozZnosti, kdy padne soucet 30. Uvazujte (x + x* +
2% + 2t 4 2% + 29)12,

Vyjsledek. (f?) ~12. (?i’) + 66 - (g) —990. (ﬁ)

Resend. Vysledns pravdépodobnost bude podilem pocti pifznivych a vech moznosti. Pocet
viech moznosti je 6'2. Spocitejme nyni pocet pifznivych moznosti. Uvazujme vyraz (z +
22+ 23 + 2t + 25 + 25)'2. Pocet pifznivych moznost{ je potom koeficient u 23°. Upravujme:

6 12 6\ 12
(z+ 22+ 2%+ 2t +2° + 2912 = z(1l —a°) — 2. l—x
11— l1—x

Zajima nas tedy koeficient u z'® u

12

1— .flf6 12
< ) = (1 —122° + 662'* — 2202"%) - ——
1—=x —x

Ze zobecnéné binomické véty pak dostavame pocet priznivych moznosti

29 23 17 11
—12- . — 220 - .
() =iz () +oo (1) =20 (1)
Priklad 5. Sadar m& vysadit 25 novych stromku, pficemz ma k dispozici pouze 4 druhy.
Sadafova manzelka si vSak klade omezujici podminky: nejvyse jeden oresak, nejvyse 10
jabloni, alespon 6 tfesni a alespon 8 slivoni Kolik existuje ruznych zpusobu vybéru druhu

stromu?
Ndpovéda: Zajimd nds koeficient u x* v

A+z)A4+z+-+20)@+2"+.. )@ +2°+...).

Visledek. () — ('2) — (3).



Regent.
ZL'14(]_ - ZE2)<1 o IL‘H)
(1—m)*

A4+2)(1+z+-+20)@+2"+. )@ +22+..) =

1

Tedy néds zajima koeficient u z* ve (1 —2? —z''...) - =7

Priklad 6. Vyjadiete obecny ¢len posloupnosti uréenych nasledujicimi rekurencemi:
1. ay =3, a2 =5, a0 =4ap,1 —3a, pron=1,2,3....
2. ag=0,a1 =1, apyo = 2041 —4a, pron=0,1,2,3....

Resend. 1. a, =2+ 3L
2. 4y = 3/ (1 + VB = (1= VB

Piiklad 7. Reste rekurenci, kde v posloupnosti (ag, ay,as, ...) je nasledujici ¢len aritme-
tickym prumérem ptredchozich dvou.

Vijsledek. a, =k (—3)" + 1.

Priklad 8. Reste rekurenci (pio = \/Uni10, S pocatecnimi podminkami ay = 2, a1 = 8.
Ndapovéda: Utvorte novou posloupnost b, = log, a,,.

Priklad 9. Spoctéte pocet triangulaci konvexniho n-tthelniku.
Ndpoveda: Vyberme libovolnou whlopricku jdouci pevnym vrcholem. Ta ndam mnohothelnk
rozdeli na dva.

Vysledek. t, = C,_o, kde C),, znac¢i Catalanovo ¢islo.

Priklad 10. Urcete pocet prochazek ve ¢tvercové siti o rozmérech n x n z levého dolniho
rohu A do pravého horniho rohu B, které vedou pouze doprava a nahoru takovych, ze maji
pravé jeden bod na diagondle AB (nepocitaje A a B).

Napovéda: Catalanova cisla.

Priklad 11. Dokazte, ze pro Fibonacciho ¢isla plati:
L Fs+Fy+-+ Fop = Fopy1 — 1
2. F1+F3+"'+F2n—1:F2n

Priklad 12. Oznacme H, minimalni pocet kroku potfebnych k premisténi véze o n ko-
toucich z jednoho koliku na druhy u hlavolamu Hanojska véz. Odvodte rekurentni formuli
pro vypocet H, a urcet jeji obecné Teseni.

Viysledek. H,. = 2H, +1, H, = 2"



