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1. demonstracéni cviceni

Priklad 1. Zobrazte v roviné definicni obory funkci:

a) f(z,y) = In(5 + 2y),
D) Fley)=J1— (5 +5),
¢) flw,y) = oty

In(1—2z2—y?)’

d) f(z,y) = arccos -

x+y’

[N~}

Priklad 2. Urcete definicni obor funkci:

a) f(z,y, 2) \/7+1nz

b) f(x,y,z) = arccos T—i—yQ

Priklad 3. Nacrtnéte vrstevnice funkci:

a) f(z,y) = 2* =y,

b) f(z,y) =av,

c) f(z,y) = Vay.

Priklad 4. Rozhodnéte, zda je dand posloupnost cauchyovskd:

a) (—%)n, kde n € N,

b) a", kde n € N (v zdvislosti na hodnoté parametru a € R).

n+1

c) 5.



Priklad 5. Urcete vsechny hromadné body mnoziny:
a) Z,

b) Q,

c){1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...},

d) {3(1—1)+2(-1)"n € N}.

Priklad 6. Urcete tecnu kriwky dané predpisem
f(t) = (2cost + cos 3t,sin 2t t)
v bode t = 37”

Ptiklad 7. Na krivce (t,t2,t3) najdéte takovyj bod, Ze jim prochdzejict
tecna je rovnobéind s rovinou x + 2y + z = 1.

Priklad 8. Vypoctéte limity:

Tty

a) hm(x,y)%(l,l) \/ma

$2+y2

) ey 000) oy

; 2 1
C) llm(x7y)_>(070) Y~ Ccos T2
sin xy

d) imy ) 0.0) =5

. $3+y3
e) imyy ) (0,0) 707

f) lim(x,y)—>(oo,oo)<x2 =+ y2)6—($+y)’

9) () 00,1) (14 )77,

2. demonstracni cviceni

Priklad 9. Dokazte, Ze ndsledujici limity neexistuyi:
a) iz (0.0) 724520

. 1—cos(x?+y?)
) im(ag)(0.0) 2t ey



Pi#iklad 10. Vypoctéte vsechny parcidlni derivace (1 smisené) funkce
fx,y) = & +102%y° — 2°

az do Tadu 3 véetné.

Ptiklad 11. Uréete smérovou derivaci funkce f(x,y) = arctg(z?+y?)
v bodé [—1,1] ve sméru vektoru (1,2).

Priklad 12. Vypoctéte parcialni derivace 1. radu funkci
a) f(z,y) =z,

b) f(z.y) = arctg L

Priklad 13. Urcete diferencidl v daném bode:
@) f(r,y) = ay + £ v bode [1,1],

b) f(z,y) = aulrcsin\/l’+Ty2 v bodé [1,/3].

3. demonstracni cviceni

Priklad 14. Rozhodnéte, zda je funkce

flz,y) = l]xy|

diferencovatelnd v [0, 0].

Priklad 15. Pomoci diferencidlu priblizné vypoctete:

0,48
1,05°

b) 1,04202,

a) arcsin

Priklad 16. Urcete rovnici tecné nadroviny ke grafu funkce v daném
bodé:

CL) f(xay) - '7:2 + Ty + 2y27 [x07y0720] - [17 174]7
b) f(xay) - arCtg%7 [I())yOaZO] - [17 _177]



Priklad 17. Urcete Tayloruv polynom 2. stupné se stredem v daném
bodé:

a) Iny/2* + %, |zo,y0] = [1,1],

b) x%, [z, Y0, 20 = [L,1,1].

Priklad 18. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné pribliznée vypoctéte
a) sin 29° tg 46°,

b) In(2? +y?> + 1) v bodé [1,1;1,2].

Priklad 19. Pomoci vrstevnic funkce

fla,y) = |z + |y
urcete jeji nejuétsi a nejmensi hodnotu na mnoziné M : (v — 1) +
(y—1)?<1.
Priklad 20. Urcete absolutni extrémy funkce
flx,y,2) =+ 2y + 3z
mnoziné M : 2> +y?> < z < 1.

4. demonstracéni cvicéeni

Ptiklad 21. Urcete staciondrni body funkce f : R* — R, f(x,y) =
v2y+y?r—xy a rozhodnéte, které z téchto bodi jsou lokdlnimi extrémy
a jakého druhu.

Priklad 22. Ukazte, Ze funkce f(z,y) = e*sin(y) + e¥sin(z) definuge

predpisem f(x,y) = 1 pro [x,y] € (0, %) x (0, 5) implicitne proménnou
y jako funkci proménné x. Urcete f'(x).

Piiklad 23. Rozhodnéte, zda krivka x® + y> — 2zy = 0 le# v okold
bodu [1,1] nad (nebo pod) svoji tecnou.

Piiklad 24. Rozhodnéte, zda plocha dand v okoli [1,0,1] € E3 rovnici
w34+ + 23 —3zyz —x —y— 2 =0 ledi v bodé [1,0,1] nad nebo pod
tecnou rovinou.



Piiklad 25. Najdéte lokdlni extrémy funkce y = y(x) dané implicitné
rovnici In+/x? + y? = arctg 2.

Priklad 26. Urcete parametrickou rovnici tecny v bodé [xg, yo, 0], 20 >
0 ke krivee, jez vznikla jako prisecik kulové plochy K : 2?4+ y?+ 2> = 4
s vdlcovou plochou V : x? + y* — 2z = 0 (tzv. Vivianiho kiivka).

5. demonstracni cviceni

Necht F' = (f,g) : R?> — R? a ptedpoklddejme, Ze funkce f,g (tj.
slozky zobrazeni F') maji v bodé [xg, yo] spojité parcidlni derivace a

7e Jacobiho matice F'(zy, yo) = ( (%) #1704} ) zobrazent F v bods
x ? Yy Y

[0, yo] je regularni, tj. det F'(xg, yo) # 0 (det F'(xq, y0) se nazyva ja-
cobidn zobrazeni F' v bodé [zg,yo]). Pak existuje okoli bodu [z, 3],
v némz je zobrazeni F' prosté, tudiz k nému existuje inverzni zob-
razeni I~ v okoli bodu F(zg,10), a pro Jacobiho matici tohoto in-
verznfho zobrazeni v bodé [ug, vg] = F(xo,y0) plati (F~1) (ug,v9) =
[F (w0, yo)] -

Piiklad 27. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R* — R?, kde
flx,y) = /22 +vy?, g(x,y) = xy, prosté v néjakém okoli bodu [0, 1].
V kladném pripadé uréete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni F~1
v bodé F(0,1).

Priklad 28. Spocitejte jacobian funkce F', kterd je transformaci dvou
proménnych do poldrnich souradnic, a prislusné inverzni transfor-
mace.

Priklad 29. Dradat délky | je rozdélen na 8 cdsti. Z jedné casti je
vytvoren kruh, z druhé étverec a ze treti rovnostranny trojuhelnik (vidy
stocenim, resp. sloZenim vytvorime obvod prislusného utvaru). Urcete
délky jednotlivych cdsti tak, aby celkovd plocha omezend téemito utvary
byla maximdlni.

Priklad 30. Rozhodnéte, zda existuji maxima a minima funkce f :
R? = R, f(z,y) = z — 2y na krivce dané rovnici y — 23 — 2z — 1 = 0.
Pripadné extrémy urcete. UvaZujte krivku omezenou na interval x €
(0,5).



Priklad 31. Pomoci metody Lagrangeovych multiplikdtoru naleznéte
body na priniku ploch 2> = x* +y* a z = 1 +x +y, které lezi nejblize
pocdtku. Zduvodnéte, Ze jde skutecné o minimum.

Piiklad 32. Zjistéte, zda existuji mazxima a minima funkce f(x,y, z)
T+ 2y + 32 na elipse 22 =2> +y*,x —y+2z+1=0.

Priklad 33. Vyrobce uvazuje moznost produkce dvou vyrobku Vi a
V4. Pro jejich vyrobu muze pocitat s vyuzitim 180 kg surovin, 240 hodin
prace specidlnich stroju a ndklady jsou pritom omezeny castkou 160
tis. K¢. Na zdkladé predpokladanych trieb byl stanoven ocekdvany zisk
za 1 kus vyrobku Vi na 7 tis. K¢ a za 1 kus vyrobku V5 na 9 tis. K¢.
Z predbézného pruzkumu zdajmu vyplynulo, Ze oba vyrobky lze prodat v
libovolném mmnoZstur.

V rdamci pripravy produkce byla stanovena ndrocnost obou vyrobki
2 hlediska spotreby zdroju na 1 kus:

Vijrobek | spotieba surovin [kg/ | spotieba c¢asu [h] | ndklady [tis. K¢]
Vi 3 5 10
V5 5 4 2

Vzhledem k uvedenym skutecnostem naplanujte vyrobu tak, aby vyrobci
prinesla nejuyssi zisk.

6. demonstrac¢ni cviceni

Priklad 34. Vypoctéte ffM xydx dy, kde M je oblast 1 < x < 4,1
y < Vw.

Piiklad 35. Prevedte dvojny integrdl ffA x,y) dA na dvojndsobny
(obé moznosti poradi integrace) pro mnozZinu A ohranicenou primkami
y=uxy=x—3,y =2,y =4. Ovérte (primo nebo s vyuzitim SW
napr. MAW) rovnost visledku pro konkrétni funkci f(x,y) = y.

71'—

Priklad 36. Zameérite poradi integrace fol f;ff(a:,y) dy dex.



Priklad 37. Vypoctéte integrdl

/ / Yy~ sinx” dx dy.
0 Yy

Priklad 38. Vypoctéte objem télesa ohraniceného souradnymi rovi-
nami a plochami z = 2> + y?, o +y = 1.

Priklad 39. Vypoctéte integrdl

//A2(x2+y2)d,4

kde A= {[z,y] e R?: 1 < 2 +y*> < 4,y > ||}

Priklad 40. Spoctéte integrdl
V1—a?
/ / dy dz.

7. demonstracéni cviceni

Priklad 41. Pomoci vhodné transformace souradnic vypoctéte in-
tegral ffA Vvrzydx dy, kde mnozina A je ohranicena krivkami

v =2, i =ux, xy=1, zy=2.

Priklad 42. Vypoctéte
1. teziste,
2. momenty setrvacnosti vzhledem k souradnym osdm

tenké homogenni rovinné lichobéznikové desky s vrcholy v bodech [—1, 0],
[27 0]7 [27 2] a [_17 1]

Reseni. Hustota p(x,y) = 1 pro libovolnd x,y. Integrujeme pres
mnozinu A: —1<x<20<y< %(3:4—4).

Dostaneme M = [[,dA = . T, = ff z-1dA = 3T,
ar Ly 1dA =5, J(A) = [[, 0

dA =15 J,(A) = [ a2dA =2



Priklad 43. Hodnotu integralu

1
1
/ dz
0 1"‘1‘2

odhadnéete pomoct

(a) obdélnikového pravidla,
(b) lichobéznikového pravidla
(c) Simpsonova pravidla,

pricemz zadany interval rozdélte na 3 intervaly téZe délky. Dosazené
vysledky porovnejte s presnou hodnotou a pomoci obrazku zduvodnéte
miru nepresnosti jednotlivijch pravidel.

Piiklad 44. Pomoci matice souslednosti urcete pocet sledu délky 4
z vrcholu 0 do vrcholu 1 v nasledujicim grafu:

Priklad 45. Owvérte, zda dand posloupnost je skore néjakého grafu.
Pokud ano, néjaky graf s timto skore nakreslete.

(a) (17 27 37 47 57 67 77 87 9)7
(b) (1,1,1,2,2,3,4,5,5).

Priklad 46. V grafu na obrazku najdéte vsechny mosty a artikulace.



O—0O

Q N N N \.)
Priklad 47. Udejte priklad grafu, ktery obsahuje prdvé
(a) 8 artikulaci a 5 mostu,
(b) 3 artikulace a 0 mosti,

(c) 2 artikulace a 11 mosti.

Piiklad 48. Rozhodnéte, zda jsou zobrazené grafy (vrcholové) 2-souvislé.

-/




O—0O

Q / / o/ \)

Priklad 49. UZzZijte Dijkstruv algoritmus k nalezeni nejkratsich cest
z vyznaceného vrcholu do vsech ostatnich vrcholi.

I ANVANRVASEES AN

gl
A

> o
/£<H
T

!
N

1 1 8
Oo—2 \“ 7 \“ 3
Priklad 50. Udejte priklad

(a) grafu s alesponi 4 vrcholy, ktery neobsahuje cyklus zdporné délky a
na némz dda Digkstruv algoritmus chybny vysledek.

(b) grafu s alespori 4 vrcholy, ktery obsahuje (alespori jednu) nezdpornou
hranu a presto na ném dada Diykstriv algoritmus spravny vysledek.

10



Priklad 51. Uziyte Bellman-Forduv algoritmus k nalezeni nejkratsich
cest z vyznaceného vrcholu do vsech ostatnich vrcholu. Hrany prochdzejte
v poradi dle pocdatecniho (prip. koncového) vrcholu zprava doleva a
shola doli . Zmeénte ohodnoceni hrany z 18 na -18, algoritmus pro-
ved'te s timto novym grafem a ukazte, jak se detekuji zdporné cykly.

8. demonstracni cviceni

Piiklad 52. Uved’te Floydiv algoritmus pro nalezeni nejkratsich cest
mezi vsemi dvojicemi vrcholi. Tento algoritmus pouZijte na orien-
tovany graf na obrdzku. Jednotlivé mezivypocty zapisujte do matic.
Uved'te, jak se v pribéhu vipoctu detekuji cykly zdporné délky.

11



Priklad 53. Rozhodnéte, zda jsou ndsledugjici grafy eulerovské. Po-
kud nejsou, dopliite je priddnim hran na eulerovské (je-li to mozné).
Naleznéte eulerovské tahy pomoct

1. algoritmu prodluzovdni cykli;
2. Fleuryho algoritmu (prodluZovant tahi s vyhybdnim se mostim,).

(Ocislugte vrcholy a pri pruchodu algoritmu ¢islovdni dodrzujte.)
'S

)UK



Piiklad 54. Problém é&inského postdka v hranové ohodnoceném neori-
entovaném grafu je problémem nalezeni nejkratsiho uzavreného sledu,
ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu. Naleznéte reseni tohoto problému
pro graf na obrdzku.

Priklad 55 (Nutnd podminka toho, aby graf mohl byt hamilto-
novsky). Je-li G = (V, E) hamiltonovsky a 0 = W C V', pak G\ W
ma nejvyse |W| komponent souvislosti.

Ukazte na konkrétnim prikladu grafu, Ze opak obecné neplati.

Priklad 56 (Postacujici podminky pro to, aby graf byl hamilto-
novsky).

Dirac: stupen kazdého vrcholu je asporn |V|/2.

Ore: soucet stupni libovolnijch dvou nesousednich vrcholu je aspor
VI

Bondy-Chvdtal: G je hamiltonovsky prdve kdyz G 4+ uv je hamilto-
novsky (u,v jsou nesousedni vrcholy, jejichZ soucet stupnu je aspon
\V| = opakovanim priddvanim takovijch hran, dokud to jde, ziskdme
tzv. uzdavér grafu cl(G)).

1. Dokazte, Ze z Bondy-Chvatalovy véty plyne Oreho a z ni Diracova.

2. Udejte priklad hamiltonovského grafu, ktery splnuje podminku Oreho
véety ale ne véty Diracovy.

3. Udejte priklad hamiltonovského grafu, jehoZ uzdavér neni uplny
graf.

13



Piiklad 57. Rozhodnéte (a zduvodnéte), zda v Petersenové grafu exis-
tuje

1. hamiltonovskd cesta,

2. hamailtonovska kruznice.

Priklad 58. Rozhodneéte, zda je dany graf

<>

rovinny. Zduvodnéte.

Piiklad 59. Rozhodnéte, zda existuje graf majici skore (6,6,6,7,7,7,7,8,8,8).
Pokud ano, existuje i rovinng graf daného skore?

Priklad 60. Rozhodnéte, zda je dany rovinny graf maximdini. Doplrite
co nejvice hran pri zachovdni rovinnosti.

A

A
-/

O
C



9. demonstrac¢ni cviceni

Priklad 61. Kazdé z nasledujicich tvrzeni dokazte nebo ukazte vhodny
protipriklad.

(a) Kazdy graf s méné nez 9 hranami je rovinng.
(b) Graf, ktery neni rovinng, neni hamiltonovsky.
(c) Graf, ktery neni rovinng, je hamiltonovsky.
(d) Graf, ktery neni rovinny, neni eulerovsky.

(e) Graf, ktery neni rovinny, je eulerovsky.

(f) Kazdy hamiltonovsky graf je rovinng.

(9) Zddny hamiltonovsky graf nend rovinny.

(h) Kazdy eulerovsky graf je rovinny.

(i) Zddnij eulerovskyj graf nent rovinny.

Priklad 62. Urcete vsechny (neizomorfni) stromy
1. na ctyrech vrcholech.

2. na Sesti vrcholech.

Priklad 63. Urcete kod grafu na obrdzku jako
1. pésteného stromu,

2. stromu

15
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Priklad 64. Rozhodnéte, zda existuji stromy s ndsledujicimi kody.
V pripadé, Ze ano, potom dany strom nakreslete.

e 00011001111001,
e 00000110010010111110010100001010111111.

Priklad 65. Urcete pocet koster
1. K4, K5
2. Cao10,

3. vejire Vi, ( kde véjirem v, 7ddu n nazveme graf na n+ 1 vrcholech
0,1,...,n, ktery ma ndsledujicich 2n — 1 hran: vrchol 0 je spojen
hranou s kazZdym ze zbyldch vrcholu a kaZdy vrchol k je spojen
hranou s vrcholem k+1 pro1 < k < n), z odvozeného rekurentniho
vztahu vypoctéte nekolik prunich hodnot, vsimnéte si souvislosti
s Fibonacctho posloupnosti a tuto souvislost dokazte;

4. Zebiitku Z, (tvoreného déma cestami délky n a prislusnymi dvoji-
cemi vrcholi spojenyymi hranou) — odvodte pouze rekurentnd vztah.



10. demonstrac¢ni cvic¢eni

Priklad 66. Pomoci kodu dokazte izomorfismus stromau.:

OIOO

Priklad 67. Huffmanovo kodovani Pracujeme s pésténymi bindr-
nima stromy, kde mame navic kaZdou hranu obarvenou nékterym sym-
bolem z dané vistupni abecedy A (¢asto A ={0,1}). Kédoviymi slovy
C jsou slova nad abecedou A, na kterd prevadime symboly vstupni
abecedy. Nasim tkolem je reprezentovat dany text pomoci vhodnych
kodovych slov nad viystupni abecedou.
Je snadno wnidét, Ze je uzZitecné chtit, aby seznam kodouvych slov byl
bezprefizovy (v opacném pripadé mizZe nastat problém s dekodovanim,).
Ke konstrukci bindrnich prefivovyjch kodu (tj. nad abecedou A =
{0,1}) wyuzijeme bindrnich stromu. Oznacime-li hrany vychdzejici
z kazdého uzlu 0, resp. 1, a oznacime-li navic listy stromu symboly
vstupni abecedy, dostaneme prefixovy kod nad A pro tyto symboly
zretézenim oznaceni hran na cesté z korene do prislusného listu.
Takto vytvoreny kod je zrejme prefixovy. Udélame-li tuto konstrukci
navic tak, abychom odrazili cetnost symbolu vstupni abecedy v kédo-
vaném textu, dosahneme tak dokonce bezztratové komprese dat.
Necht M je seznam cetnosti symboli vstupni abecedy v textu. Algo-
ritmus postupné zkonstruuje optimdlni bindrni strom (tzv. minimum-
weight binary tree) a prirazeni symbolu listum.

o Vyber dvé neymensi cetnosti wi,we z M. Vyrob strom se dvéma
listy oznacenyma prislusnymi symboly a korenem oznacenym wq +
wy , odeber z M hodnoty wi, ws a nahrad je hodnotou wy + ws.

e Tento krok opakuj; pouze v pripadé, Ze vybrand hodnota z M je
souctem, pak nevyrdabéej novy list, ale "pripoj”prislusny jiz exis-
tugici podstrom.

17



e Kdd kazdého symbolu urci cestou od korene (napr. vlevo="0",
vpravo="1").

Nalezneéte Huffmaniv kod pro vstupni abecedu s frekvencemi [’A7 : 16,
’B’:13, ’C’:9, °’D’:12, °’E’:45, °’F’:5].

Priklad 68. Najdéete minimalni kostru grafu na obrdzku pomoct

(a) Kruskalova

(b) Jarnikova (Primova) algoritmu.

(¢) Boruvkova algoritmu.

Jak se vypocet zmeni, pokud hledame maximalni kostru?

® 3 0\1

o H %{>

N N N VA 7

Priklad 69. Najdéte minimdlni kostru pomoci maticové verze Jarnik-
Primova algoritmu v grafu zadaném matici ohodnoceni hran

[~ 12 — 16 — — — 13)
12 — 16 — — — 14 —
~ 16 — 12 — 14 — —
16 — 12 — 13 — — —
_ — — 13 — 14 — 15
_ _ 14 — 14 — 15 —
_ 14— — — 15 — 14
\13———15—14—)
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Priklad 70. Udejte priklad, na nemz ukdzZete nefunkcénost "naivniho”algoritmu
pro nalezeni nejkratsi cesty:

1. naleznete minimalni kostru,

2. za nejkratsi cestu prohldsime tu jedinou cestu spojujici zadané 2
vrcholy, kterd lezi v nalezeni minimalni kostre.

Priklad 71. Maximadlni parovdani v bipartitnim grafu

e perfektni pdrovdani v obecném grafu (viz CPP - chinese postman
problem,)

o Tutteho véta — graf md perfektni parovdni, prdave kdyz pro kazZdé
S C V pocet lichyjch komponent G\ S neprevysuje |S)|.

Mad’arsky algoritmus (Konig, Egervdry, Kuhn)

Oznacugme kvuli jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny v bipar-
titnim grafu jako ¢ervené, vrcholy druhé skupiny jako modré. Bu-
deme predpokladat, Ze vrcholy jsou obarveny tak, Ze pocet cervenych
vrcholu, neprevysuje pocet modrijch.

Necht je ddn bipartitni graf G = (V, E) a pdrovini M C E. M-
alternujici cestou v G nazveme takovou cestu v G, jejiz hrany tvori
stridavé hrany z M a z E\ M. M-rozgitujici cestou v G' nazveme
M -alternugici cestu, kterd spojuje dosud neprirazeny cerveny vrchol u
s dosud neprirazenym modrym vrcholem v.

1. Nalezneme libovolné pdarovini M. Oznacime vsechny cervené vr-
choly jako pripustné.

2. Vyberme nektery dosud neprirazeny pripustny cerveny vrchol v
(pokud neexistuje, jsme hotovi) a naleznéme pro néj (napft. pro-
strednictvim prohleddvani do hloubky) M -alternujici strom s kote-
nem ve v (pokud neeristuje, oznacme v jako nepripustny a proces
opakujme s jingm vrcholem). Pokud strom obsahuje néjakou M -
rozsirujici cestu, odstranime M-hrany v této cesté z M a ostatni
hrany této cesty do M pridame. Oznacémeé vsechny cervené vrcholy
jako pripustné a proces opakujme.
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V bipartitnim grafu na obrazku najdéte takovou maximdalni podmno-
zZinu hran, Ze Zadné dvé z nich nesdileji spolecny vrchol.

Priklad 72. Urcete hodnotu maximdlniho toku a najdéte minimdlni
rez v siti dané matici kapacit A, kde vrchol 1 je zdroj a vrchol 8 stok.

(—162412————\
- - - - 30 = = —
- — — — 9 6 12 —
- - - - - — 91 =
A=1_ - 2 2 _ 9 13
- - - - - - =9
— - - - - - - 18

- -t

Piiklad 73. Na obrdzku je uwveden tok v dané siti (¢isla f/c uddvagi
soucasny tok a kapacitu dané hrany). Zjistéte, je-li uvedeny tok ma-
ximdlni, pokud ano, své tvrzeni zduvodnéte. Pokud maximdlnim tokem
nent, maximdini tok najdéte a svij postup podrobné popiste. Uved'te
néktery minimalni ez v dané siti.
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11. demonstrac¢ni cviceni

Priklad 74. Naleznéte mazimalni tok a minimdalni ez v siti na obrazku
(zdroj=1,stok=1/).

}@K " }?

2/2  6/12
oo e
12/30  2/2 0/14  2/2  12/18
10/10;25:%12/18 @ 6/6@
18/18  8/8 8/20  0/8 22/32
e
4/6

\\?:Ej// 4/4 \tzzzs
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Piiklad 75. Pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu (prohleddvani do
hloubky, vrcholy volte vzestupné podle c¢isel) naleznéte maximdlni tok
v siti na mnoziné vrcholi {1,2,...,9} se zdrojem 1 a stokem 9. Na-
leznéete minimalni Tez v této siti. Jednotlivé kroky svého postupu po-
drobné popiste. Hrany e € E , dolni omezent, resp. horni omezeni
na tok danou hranou (d(e), resp. h(e)) a soucasny tok na dané hrané
f(e) jsou uvedeny v tabulce:

d(e) hle) [le)
(1,2)| 0
(1,3)
(1,6)
(2,3)
(2.4)
(3:4)
(3,5)
(4,5)
(4,8)

Priklad 76. Kolika zpisoby je mozné koupit 12 balicku kdvy, maji-li
v prodejné kdavu péti druhu?
Ddle tuto tulohu reste s ndsledujicimi modifikacema:

QL
—
D
~
>
—~
Q)
~
kﬁ
—
Q)
~

0 e
5.1)

’ (5.6)

’ (5.7)

’ (5.8)

0

0

y

0

(6,9)
(7.4)
(7.9)
(8,9)

SRR T
© W DG & G O
DA DI

6
6
4
2
3
4
4
5
3

S H DD

(a) od kazdé kdvy je treba koupit aspon 2 balicky;
(b) od kazdé kdavy md byt koupen sudy pocet balicki,
(c) jedné z kdv (napt. arabské) jsou k dispozici pouze 3 balicky.

12. demonstrac¢ni cviceni

Priiklad 77. Urcete kolika zpusoby je mozné naplnit tasku n kusy uve-
denych druhi ovoce, pricemz jednotlivé kusy téhoz druhu nerozlisujeme,
nemust byt vyuzity vsechny druhy a navic:

e jablek muze byt libovolny pocet,
e bandnu musi byt sudy pocet,

e hrusek musi byt ndsobek 4,
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e pomerance mohou byt nejvyse 3 a

e pomelo mize bijt pouze jedno (nebo Zadné),

Priklad 78. Rozvirite do mocninné rady funkci
(a) 755,
(b) 2;3:?)$$Jg}rl

Neékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji jed-
noduché operace nad mocninnymi fadami:

e Scitani (a;+0b;) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovidé soucet a(x)+
b(x) prislusnych vytvorujicich funke.

e Vyndsobeni (« - a;) vSech ¢lenu posloupnosti stejnym skaldrem «
odpovida vynasobeni « - a(x) prislusné vytvorujici funkce.

e Vyndsobeni vytvoiujici funkce a(x) monomem z* odpovid4 posu-
nuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami.

e Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechéni prvnich
k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odecteme polynom by (z)
odpovidaji posloupnosti (ag, . ..,ax_1,0,...) a poté podélime vy-
tvorujici funkei 2*.

e Substituci polynomu f(z) = az za x odpovidd vynasobeni k—tého
¢lenu posloupnosti skaldrem o, podobné dosazen{ f(z) = 2" ndm
do posloupnosti mezi kazdé dva cleny vlozi n — 1 nul.

Piiklad 79. (a) Urcete vytvorujici funkci posloupnosti
(1,2,3,4,5,...).

(b) Urcete vytvorujict funkci posloupnosti
(1,4,9,16,...).

(c) Urcete vytvorujict funkci posloupnosti

(1,1,2,2,4,4,8,8,...).
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(d) Urcete vytvorugici funkci posloupnosti

(9,0,0,2-16,0,0,4-25,0,0,8- 36,...).

(e) Urcete vytvorujict funkci posloupnosti

(9,1,-9,32,1,—32,100, 1, —100,...,).

Priklad 80. Vyreste rekurenci

ag = a1 = 1
p = Qp—1 + 2an72 + (_1)n

Piiklad 81. Reste rekurenci

3 1
Uy = =p1 — =Gp_3,00 = 0,a; = 1,a9 = 13/2.
2 2
Priklad 82. S vyuzitim vytvorugici funkce pro Fibonacciho posloup-
nost F(z) = z/(1 — x — %) uréete vytvorujici funkci “polovieni” Fi-
bonacciho posloupnosti (Fy, Fo, Fy, .. .).

Piiklad 83 (viz. Pt. 65). Véjirem tadu n nazveme graf na n + 1
vrcholech 0,1, ..., n, ktery ma ndsledujicich 2n — 1 hran: vrchol O je
spojen hranou s kazZdym ze zbyldch vrcholu a kazdiy vrchol k je spojen
hranou s vrcholem k + 1 (pro 1 < k < n). Kolik koster md takovy
graf? (Ndvod: VyuZijte drive odvozené rekurence

n—1

Uy = Up—1 + ka + 1,v9 = O.)
k=1
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