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1. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 1. Zobrazte v rovině definičńı obory funkćı:

a) f(x, y) = ln(x
3
+ 2y),

b) f(x, y) =
√

1− (x
2

9 + y2

4 ),

c) f(x, y) =

√
4x−y2

ln(1−x2−y2)
,

d) f(x, y) = arccos x
x+y

.
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Př́ıklad 2. Určete definičńı obor funkćı:

a) f(x, y, z) =
√

x
y
+ ln z,

b) f(x, y, z) = arccos z√
x2+y2

.
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Př́ıklad 3. Načrtněte vrstevnice funkćı:

a) f(x, y) = x2 − y2,

b) f(x, y) = xy,

c) f(x, y) =
√
xy.
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Př́ıklad 4. Rozhodněte, zda je daná posloupnost cauchyovská:

a)
(

−1
2

)n
, kde n ∈ N,

b) an, kde n ∈ N (v závislosti na hodnotě parametru a ∈ R).

c) n+1
n2 .
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Př́ıklad 5. Určete všechny hromadné body množiny:

a) Z,

b) Q,

c) {1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . .},
d) {3(1− 1

n
) + 2(−1)n;n ∈ N}.
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Př́ıklad 6. Určete tečnu křivky dané předpisem

f(t) = (2 cos t+ cos 3t, sin 2t, t)

v bodě t = 3π
2 .
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Př́ıklad 7. Na křivce (t, t2, t3) najděte takový bod, že j́ım procházej́ıćı

tečna je rovnoběžná s rovinou x+ 2y + z = 1.
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Př́ıklad 8. Vypočtěte limity:

a) lim(x,y)→(1,1)
x+y√
x2+y2

,

b) lim(x,y)→(0,0)
x2+y2√

x2+y2+1−1
,

c) lim(x,y)→(0,0) xy
2 cos 1

xy2
,

d) lim(x,y)→(0,0)
sinxy
x

,

e) lim(x,y)→(0,0)
x3+y3

x2+y2
,

f) lim(x,y)→(∞,∞)(x
2 + y2)e−(x+y),

g) lim(x,y)→(∞,1)(1 +
1
x
)

x2

x+y .
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2. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 9. Dokažte, že následuj́ıćı limity neexistuj́ı:

a) lim(x,y)→(0,0)
xy

x2+y2
,

b) lim(x,y)→(0,0)
1−cos(x2+y2)
(x2+y2)xy .

9



Př́ıklad 10. Vypočtěte všechny parciálńı derivace (i smı́̌sené) funkce

f(x, y) = x4 + 10x2y3 − 2y6

až do řádu 3 včetně.
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Př́ıklad 11. Určete směrovou derivaci funkce f(x, y) = arctg(x2+y2)

v bodě [−1, 1] ve směru vektoru (1, 2).
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Př́ıklad 12. Vypočtěte parciálńı derivace 1. řádu funkćı

a) f(x, y) = xxy,

b) f(x, y) = arctg x−y
1+xy

.
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Př́ıklad 13. Určete diferenciál v daném bodě:

a) f(x, y) = xy + x
y
v bodě [1, 1],

b) f(x, y) = arcsin x√
x2+y2

v bodě [1,
√
3].
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3. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 14. Rozhodněte, zda je funkce

f(x, y) =
√

|xy|

diferencovatelná v [0, 0].
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Př́ıklad 15. Pomoćı diferenciálu přiblǐzně vypočtěte:

a) arcsin 0,48
1,05,

b) 1, 042,02.
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Př́ıklad 16. Určete rovnici tečné nadroviny ke grafu funkce v daném

bodě:

a) f(x, y) = x2 + xy + 2y2, [x0, y0, z0] = [1, 1, 4],

b) f(x, y) = arctg y
x
, [x0, y0, z0] = [1,−1, ?].
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Př́ıklad 17. Určete Taylor̊uv polynom 2. stupně se středem v daném

bodě:

a) ln
√

x2 + y2, [x0, y0] = [1, 1],

b) x
y
z , [x0, y0, z0] = [1, 1, 1].
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Př́ıklad 18. Pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně přiblǐzně vypočtěte

a) sin 29◦ tg 46◦,

b) ln(x2 + y2 + 1) v bodě [1, 1; 1, 2].

18



Př́ıklad 19. Pomoćı vrstevnic funkce

f(x, y) = |x|+ |y|

určete jej́ı nejvěťśı a nejmenš́ı hodnotu na množině M : (x − 1)2 +

(y − 1)2 ≤ 1.
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Př́ıklad 20. Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y, z) = x+ 2y + 3z

množině M : x2 + y2 ≤ z ≤ 1.
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4. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 21. Určete stacionárńı body funkce f : R2 → R, f(x, y) =
x2y+y2x−xy a rozhodněte, které z těchto bod̊u jsou lokálńımi extrémy

a jakého druhu.
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Př́ıklad 22. Ukažte, že funkce f(x, y) = ex sin(y) + ey sin(x) definuje
předpisem f(x, y) = 1 pro [x, y] ∈ 〈0, π

2
〉×〈0, π

2
〉 implicitně proměnnou

y jako funkci proměnné x. Určete f ′(x).
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Př́ıklad 23. Rozhodněte, zda křivka x3 + y3 − 2xy = 0 lež́ı v okoĺı

bodu [1, 1] nad (nebo pod) svoj́ı tečnou.
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Př́ıklad 24. Rozhodněte, zda plocha daná v okoĺı [1, 0, 1] ∈ E3 rovnićı
x3 + y3 + z3 − 3xyz − x− y − z = 0 lež́ı v bodě [1, 0, 1] nad nebo pod

tečnou rovinou.
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Př́ıklad 25. Najděte lokálńı extrémy funkce y = y(x) dané implicitně
rovnićı ln

√

x2 + y2 = arctg y
x
.
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Př́ıklad 26. Určete parametrickou rovnici tečny v bodě [x0, y0, z0], z0 >
0 ke křivce, jež vznikla jako pr̊useč́ık kulové plochy K : x2+y2+z2 = 4

s válcovou plochou V : x2 + y2 − 2x = 0 (tzv. Vivianiho křivka).

26



5. demonstračńı cvičeńı

Necht’ F = (f, g) : R2 → R2 a předpokládejme, že funkce f, g (tj.
složky zobrazeńı F ) maj́ı v bodě [x0, y0] spojité parciálńı derivace a

že Jacobiho matice F ′(x0, y0) =
(

f ′
x(x0,y0) f ′

y(x0,y0)

g′x(x0,y0) g′y(x0,y0)

)

zobrazeńı F v bodě

[x0, y0] je regulárńı, tj. detF ′(x0, y0) 6= 0 (detF ′(x0, y0) se nazývá ja-
cobián zobrazeńı F v bodě [x0, y0]). Pak existuje okoĺı bodu [x0, y0],

v němž je zobrazeńı F prosté, tud́ıž k němu existuje inverzńı zob-
razeńı F−1 v okoĺı bodu F (x0, y0), a pro Jacobiho matici tohoto in-

verzńıho zobrazeńı v bodě [u0, v0] = F (x0, y0) plat́ı (F−1)′(u0, v0) =
[F ′(x0, y0)]

−1.

Př́ıklad 27. Rozhodněte, zda je zobrazeńı F = (f, g) : R2 → R2, kde
f(x, y) =

√

x2 + y2, g(x, y) = xy, prosté v nějakém okoĺı bodu [0, 1].

V kladném př́ıpadě určete Jacobiho matici inverzńıho zobrazeńı F−1

v bodě F (0, 1).
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Př́ıklad 28. Spoč́ıtejte jacobián funkce F , která je transformaćı dvou

proměnných do polárńıch souřadnic, a př́ıslušné inverzńı transfor-
mace.
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Př́ıklad 29. Drát délky l je rozdělen na 3 části. Z jedné části je

vytvořen kruh, z druhé čtverec a ze třet́ı rovnostranný trojúhelńık (vždy
stočeńım, resp. složeńım vytvoř́ıme obvod př́ıslušného útvaru). Určete

délky jednotlivých část́ı tak, aby celková plocha omezená těmito útvary
byla maximálńı.
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Př́ıklad 30. Rozhodněte, zda existuj́ı maxima a minima funkce f :

R2 → R, f(x, y) = x− 2y na křivce dané rovnićı y − x3 − 2x− 1 = 0.
Př́ıpadné extrémy určete. Uvažujte křivku omezenou na interval x ∈
〈0, 5〉.
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Př́ıklad 31. Pomoćı metody Lagrangeových multiplikátor̊u nalezněte

body na pr̊uniku ploch z2 = x2 + y2 a z = 1+ x+ y, které lež́ı nejbĺı̌ze
počátku. Zd̊uvodněte, že jde skutečně o minimum.
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Př́ıklad 32. Zjistěte, zda existuj́ı maxima a minima funkce f(x, y, z) =
x+ 2y + 3z na elipse z2 = x2 + y2, x− y + z + 1 = 0.
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Př́ıklad 33. Výrobce uvažuje možnost produkce dvou výrobk̊u V1 a

V2.Pro jejich výrobu m̊uže poč́ıtat s využit́ım 180 kg surovin, 240 hodin
práce speciálńıch stroj̊u a náklady jsou přitom omezeny částkou 160

tis. Kč. Na základě předpokládaných tržeb byl stanoven očekávaný zisk
za 1 kus výrobku V1 na 7 tis. Kč a za 1 kus výrobku V2 na 9 tis. Kč.
Z předběžného pr̊uzkumu zájmu vyplynulo, že oba výrobky lze prodat v

libovolném množstv́ı.
V rámci př́ıpravy produkce byla stanovena náročnost obou výrobk̊u

z hlediska spotřeby zdroj̊u na 1 kus:

Výrobek spotřeba surovin [kg] spotřeba času [h] náklady [tis.Kč]

V1 3 5 10

V2 5 4 2

Vzhledem k uvedeným skutečnostem naplánujte výrobu tak, aby výrobci

přinesla nejvyšš́ı zisk.
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6. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 34. Vypočtěte
∫∫

M
xy dx dy, kde M je oblast 1 ≤ x ≤ 4, 1

x
≤

y ≤ √
x.
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Př́ıklad 35. Převed’te dvojný integrál
∫∫

A
f(x, y) dA na dvojnásobný

(obě možnosti pořad́ı integrace) pro množinu A ohraničenou př́ımkami
y = x, y = x − 3, y = 2, y = 4. Ověřte (př́ımo nebo s využit́ım SW

např. MAW) rovnost výsledku pro konkrétńı funkci f(x, y) = y.
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Př́ıklad 36. Zaměňte pořad́ı integrace
∫ 1

0

∫ 3x

2x f(x, y) dy dx.
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Př́ıklad 37. Vypočtěte integrál

∫

√
π
2

0

∫

√
π
2

y

y2 sin x2 dx dy.
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Př́ıklad 38. Vypočtěte objem tělesa ohraničeného souřadnými rovi-

nami a plochami z = x2 + y2, x+ y = 1.
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Př́ıklad 39. Vypočtěte integrál
∫∫

A

2(x2 + y2) dA,

kde A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ |x|}.
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Př́ıklad 40. Spočtěte integrál

∫ 1

0

∫

√
1−x2

−
√
x−x2

dy dx.
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7. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 41. Pomoćı vhodné transformace souřadnic vypočtěte in-
tegrál

∫∫

A

√
xy dx dy, kde množina A je ohraničena křivkami

y2 = 2x, y2 = x, xy = 1, xy = 2.
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Př́ıklad 42. Vypočtěte

1. těžǐstě,

2. momenty setrvačnosti vzhledem k souřadným osám

tenké homogenńı rovinné lichoběžńıkové desky s vrcholy v bodech [−1, 0],
[2, 0], [2, 2] a [−1, 1].

Řešeńı. Hustota ρ(x, y) = 1 pro libovolná x, y. Integrujeme přes

množinu A : −1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1
3(x+ 4).

Dostaneme M =
∫∫

A
dA = 9

2 , Tx = 1
M

∫∫

A
x · 1 dA = 2

3, Ty =
1
M

∫∫

A
y · 1 dA = 7

9
, Jx(A) =

∫∫

A
y2 dA = 15

4
, Jy(A) =

∫∫

A
x2 dA = 21

4
.
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Př́ıklad 43. Hodnotu integrálu
∫ 1

0

1

1 + x2
dx

odhadněte pomoćı

(a) obdélńıkového pravidla,

(b) lichoběžńıkového pravidla

(c) Simpsonova pravidla,

přičemž zadaný interval rozdělte na 3 intervaly téže délky. Dosažené
výsledky porovnejte s přesnou hodnotou a pomoćı obrázku zd̊uvodněte

mı́ru nepřesnosti jednotlivých pravidel.
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Př́ıklad 44. Pomoćı matice souslednosti určete počet sled̊u délky 4

z vrcholu 0 do vrcholu 1 v následuj́ıćım grafu:

0

1 2

3

4
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Př́ıklad 45. Ověřte, zda daná posloupnost je skóre nějakého grafu.

Pokud ano, nějaký graf s t́ımto skóre nakreslete.

(a) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9),

(b) (1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5).
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Př́ıklad 46. V grafu na obrázku najděte všechny mosty a artikulace.
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Př́ıklad 47. Udejte př́ıklad grafu, který obsahuje právě

(a) 8 artikulaćı a 5 most̊u,

(b) 3 artikulace a 0 most̊u,

(c) 2 artikulace a 11 most̊u.
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Př́ıklad 48. Rozhodněte, zda jsou zobrazené grafy (vrcholově) 2-souvislé.
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Př́ıklad 49. Užijte Dijkstr̊uv algoritmus k nalezeńı nejkraťśıch cest

z vyznačeného vrcholu do všech ostatńıch vrchol̊u.

�

2 7 3 4

5

1 1 8 15 2 7 5

2 6 1

18

3

1 2 7 3 111
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Př́ıklad 50. Udejte př́ıklad

(a) grafu s alespoň 4 vrcholy, který neobsahuje cyklus záporné délky a

na němž dá Dijkstr̊uv algoritmus chybný výsledek.

(b) grafu s alespoň 4 vrcholy, který obsahuje (alespoň jednu) nezápornou

hranu a přesto na něm dá Dijkstr̊uv algoritmus správný výsledek.
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Př́ıklad 51. Užijte Bellman-Ford̊uv algoritmus k nalezeńı nejkraťśıch

cest z vyznačeného vrcholu do všech ostatńıch vrchol̊u. Hrany procházejte
v pořad́ı dle počátečńıho (př́ıp. koncového) vrcholu zprava doleva a

shola dol̊u . Změňte ohodnoceńı hrany z 18 na -18, algoritmus pro-
ved’te s t́ımto novým grafem a ukažte, jak se detekuj́ı záporné cykly.

�

7 3

1 1 8

2 6

18

3

1 2 1
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8. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 52. Uved’te Floyd̊uv algoritmus pro nalezeńı nejkraťśıch cest
mezi všemi dvojicemi vrchol̊u. Tento algoritmus použijte na orien-

tovaný graf na obrázku. Jednotlivé mezivýpočty zapisujte do matic.
Uved’te, jak se v pr̊uběhu výpočtu detekuj́ı cykly záporné délky.

1 2

3

4

4

−3

−3

5 6

6 3

10
−7
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Př́ıklad 53. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı grafy eulerovské. Po-

kud nejsou, doplňte je přidáńım hran na eulerovské (je-li to možné).
Nalezněte eulerovské tahy pomoćı

1. algoritmu prodlužováńı cykl̊u;

2. Fleuryho algoritmu (prodlužováńı tah̊u s vyhýbáńım se most̊um).

(Oč́ıslujte vrcholy a při pr̊uchodu algoritmu č́ıslováńı dodržujte.)
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Př́ıklad 54. Problém č́ınského pošt’áka v hranově ohodnoceném neori-
entovaném grafu je problémem nalezeńı nejkraťśıho uzavřeného sledu,
který obsahuje každou hranu v grafu. Nalezněte řešeńı tohoto problému

pro graf na obrázku.

1 3 4 5

2

7

6 8

8 3 2 7 5 6

10 6 2 4 6 3

2 9 6 5 4
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Př́ıklad 55 (Nutná podmı́nka toho, aby graf mohl být hamilto-
novský). Je-li G = (V, E) hamiltonovský a ∅ 6= W ( V , pak G \ W

má nejvýše |W | komponent souvislosti.
Ukažte na konkrétńım př́ıkladu grafu, že opak obecně neplat́ı.
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Př́ıklad 56 (Postačuj́ıćı podmı́nky pro to, aby graf byl hamilto-
novský).

Dirac: stupeň každého vrcholu je aspoň |V |/2.
Ore: součet stupň̊u libovolných dvou nesousedńıch vrchol̊u je aspoň

|V |.
Bondy-Chvátal: G je hamiltonovský právě když G + uv je hamilto-

novský (u, v jsou nesousedńı vrcholy, jejichž součet stupň̊u je aspoň

|V | – opakováńım přidáváńım takových hran, dokud to jde, źıskáme
tzv. uzávěr grafu cl(G)).

1. Dokažte, že z Bondy-Chvátalovy věty plyne Oreho a z ńı Diracova.

2. Udejte př́ıklad hamiltonovského grafu, který splňuje podmı́nku Oreho
věty ale ne věty Diracovy.

3. Udejte př́ıklad hamiltonovského grafu, jehož uzávěr neńı úplný
graf.

56



Př́ıklad 57. Rozhodněte (a zd̊uvodněte), zda v Petersenově grafu exis-
tuje

1. hamiltonovská cesta,

2. hamiltonovská kružnice.

57



Př́ıklad 58. Rozhodněte, zda je daný graf

rovinný. Zd̊uvodněte.
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Př́ıklad 59. Rozhodněte, zda existuje graf maj́ıćı skóre (6, 6, 6, 7, 7, 7, 7, 8, 8, 8).
Pokud ano, existuje i rovinný graf daného skóre?
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Př́ıklad 60. Rozhodněte, zda je daný rovinný graf maximálńı. Doplňte

co nejv́ıce hran při zachováńı rovinnosti.
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9. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 61. Každé z následuj́ıćıch tvrzeńı dokažte nebo ukažte vhodný
protipř́ıklad.

(a) Každý graf s méně než 9 hranami je rovinný.

(b) Graf, který neńı rovinný, neńı hamiltonovský.

(c) Graf, který neńı rovinný, je hamiltonovský.

(d) Graf, který neńı rovinný, neńı eulerovský.

(e) Graf, který neńı rovinný, je eulerovský.

(f) Každý hamiltonovský graf je rovinný.

(g) Žádný hamiltonovský graf neńı rovinný.

(h) Každý eulerovský graf je rovinný.

(i) Žádný eulerovský graf neńı rovinný.
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Př́ıklad 62. Určete všechny (neizomorfńı) stromy

1. na čtyřech vrcholech.

2. na šesti vrcholech.
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Př́ıklad 63. Určete kód grafu na obrázku jako

1. pěstěného stromu,

2. stromu
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Př́ıklad 64. Rozhodněte, zda existuj́ı stromy s následuj́ıćımi kódy.

V př́ıpadě, že ano, potom daný strom nakreslete.

• 00011001111001,

• 00000110010010111110010100001010111111.
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Př́ıklad 65. Určete počet koster

1. K4, K5

2. C2010,

3. věj́ıře Vn ( kde věj́ıřem vn řádu n nazveme graf na n+1 vrcholech
0, 1, . . . , n, který má následuj́ıćıch 2n− 1 hran: vrchol 0 je spojen

hranou s každým ze zbylách vrchol̊u a každý vrchol k je spojen
hranou s vrcholem k+1 pro 1 ≤ k < n), z odvozeného rekurentńıho

vztahu vypočtěte několik prvńıch hodnot, všimněte si souvislosti
s Fibonacciho posloupnost́ı a tuto souvislost dokažte;

4. žebř́ıku Žn (tvořeného děma cestami délky n a př́ıslušnými dvoji-
cemi vrchol̊u spojenými hranou) – odvod’te pouze rekurentńı vztah.

[Návod: Uvažte vrchol n a jeho napojeńı na “zbytek” kostry. Rekurence je fn = fn−1+fn−1+fn−2+fn−3+· · ·+f1+1 =

fn−1 +
∑

k<n
fk + [n > 0], odkud dostaneme později fn = F2n, kde Fk je k-té Fibonacciho č́ıslo. ]
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10. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 66. Pomoćı kódu dokažte izomorfismus strom̊u:
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Př́ıklad 67. Huffmanovo kódováńı Pracujeme s pěstěnými binár-

ńımi stromy, kde máme nav́ıc každou hranu obarvenou některým sym-
bolem z dané výstupńı abecedy A (často A = {0, 1}). Kódovými slovy

C jsou slova nad abecedou A, na která převád́ıme symboly vstupńı
abecedy. Našim úkolem je reprezentovat daný text pomoćı vhodných
kódových slov nad výstupńı abecedou.

Je snadno vidět, že je užitečné cht́ıt, aby seznam kódových slov byl
bezprefixový (v opačném př́ıpadě m̊uže nastat problém s dekódováńım).

Ke konstrukci binárńıch prefixových kód̊u (tj. nad abecedou A =
{0, 1}) využijeme binárńıch strom̊u. Označ́ıme-li hrany vycházej́ıćı

z každého uzlu 0, resp. 1, a označ́ıme-li nav́ıc listy stromu symboly
vstupńı abecedy, dostaneme prefixový kód nad A pro tyto symboly
zřetězeńım označeńı hran na cestě z kořene do př́ıslušného listu.

Takto vytvořený kód je zřejmě prefixový. Uděláme-li tuto konstrukci
nav́ıc tak, abychom odrazili četnost symbol̊u vstupńı abecedy v kódo-

vaném textu, dosáhneme tak dokonce bezztrátové komprese dat.
Necht’ M je seznam četnost́ı symbol̊u vstupńı abecedy v textu. Algo-

ritmus postupně zkonstruuje optimálńı binárńı strom (tzv. minimum-
weight binary tree) a přiřazeńı symbol̊u list̊um.

• Vyber dvě nejmenš́ı četnosti w1, w2 z M . Vyrob strom se dvěma
listy označenými př́ıslušnými symboly a kořenem označeným w1+
w2 , odeber z M hodnoty w1, w2 a nahrad’ je hodnotou w1 + w2.

• Tento krok opakuj; pouze v př́ıpadě, že vybraná hodnota z M je

součtem, pak nevyráběj nový list, ale ”připoj”př́ıslušný jǐz exis-
tuj́ıćı podstrom.

• Kód každého symbolu urči cestou od kořene (např. vlevo=”0”,
vpravo=”1”).

Nalezněte Huffman̊uv kód pro vstupńı abecedu s frekvencemi [’A’:16,
’B’:13, ’C’:9, ’D’:12, ’E’:45, ’F’:5].
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Př́ıklad 68. Najděte minimálńı kostru grafu na obrázku pomoćı

(a) Kruskalova

(b) Jarńıkova (Primova) algoritmu.

(c) Bor̊uvkova algoritmu.

Jak se výpočet změńı, pokud hledáme maximálńı kostru?

2 7 3 4

5

1 1 5 3 2 2 5

2 6 1

4

3

1 2 7 3 111
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Př́ıklad 69. Najděte minimálńı kostru pomoćı maticové verze Jarńık-

Primova algoritmu v grafu zadaném matićı ohodnoceńı hran


























− 12 − 16 − − − 13
12 − 16 − − − 14 −
− 16 − 12 − 14 − −
16 − 12 − 13 − − −
− − − 13 − 14 − 15
− − 14 − 14 − 15 −
− 14 − − − 15 − 14

13 − − − 15 − 14 −
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Př́ıklad 70. Udejte př́ıklad, na němž ukážete nefunkčnost ”naivńıho”algoritmu

pro nalezeńı nejkraťśı cesty:

1. nalezněte minimálńı kostru,

2. za nejkraťśı cestu prohláśıme tu jedinou cestu spojuj́ıćı zadané 2

vrcholy, která lež́ı v nalezeńı minimálńı kostře.
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Př́ıklad 71. Maximálńı párováńı v bipartitńım grafu

• perfektńı párováńı v obecném grafu (viz CPP - chinese postman

problem)

• Tutteho věta – graf má perfektńı párováńı, právě když pro každé

S ⊂ V počet lichých komponent G \ S nepřevyšuje |S|.

Mad’arský algoritmus (König, Egerváry, Kuhn)

Označujme kv̊uli jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny v bipar-
titńım grafu jako červené, vrcholy druhé skupiny jako modré. Bu-

deme předpokládat, že vrcholy jsou obarveny tak, že počet červených
vrchol̊u nepřevyšuje počet modrých.

Necht’ je dán bipartitńı graf G = (V, E) a párováńı M ⊆ E. M -
alternuj́ıćı cestou v G nazveme takovou cestu v G, jej́ı̌z hrany tvoř́ı
stř́ıdavě hrany z M a z E \ M . M -rozšǐruj́ıćı cestou v G nazveme

M-alternuj́ıćı cestu, která spojuje dosud nepřiřazený červený vrchol u
s dosud nepřiřazeným modrým vrcholem v.

1. Nalezneme libovolné párováńı M . Označ́ıme všechny červené vr-
choly jako př́ıpustné.

2. Vyberme některý dosud nepřiřazený př́ıpustný červený vrchol v
(pokud neexistuje, jsme hotovi) a nalezněme pro něj (např. pro-

střednictv́ım prohledáváńı do hloubky) M-alternuj́ıćı strom s koře-
nem ve v (pokud neexistuje, označme v jako nepř́ıpustný a proces

opakujme s jiným vrcholem). Pokud strom obsahuje nějakou M-
rozšiřuj́ıćı cestu, odstrańıme M-hrany v této cestě z M a ostatńı

hrany této cesty do M přidáme. Označmě všechny červené vrcholy
jako př́ıpustné a proces opakujme.

V bipartitńım grafu na obrázku najděte takovou maximálńı podmno-
žinu hran, že žádné dvě z nich nesd́ılej́ı společný vrchol.
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Př́ıklad 72. Určete hodnotu maximálńıho toku a najděte minimálńı
řez v śıti dané matićı kapacit A, kde vrchol 1 je zdroj a vrchol 8 stok.

A =



























− 16 24 12 − − − −
− − − − 30 − − −
− − − − 9 6 12 −
− − − − − − 21 −
− − − − − 9 − 15

− − − − − − − 9
− − − − − − − 18

− − − − − − − −
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Př́ıklad 73. Na obrázku je uveden tok v dané śıti (č́ısla f/c udávaj́ı
současný tok a kapacitu dané hrany). Zjistěte, je-li uvedený tok ma-

ximálńı, pokud ano, své tvrzeńı zd̊uvodněte. Pokud maximálńım tokem
neńı, maximálńı tok najděte a sv̊uj postup podrobně popǐste. Uved’te

některý minimálńı řez v dané śıti.

1

2 3

4

5

6

7

8

8/14

0/18

8/8 10/10

2/10 8/8 12/20

18/18 6/6

4/14

12/16

6/16 6/6
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11. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 74. Nalezněte maximálńı tok a minimálńı řez v śıti na obrázku
(zdroj=1,stok=14).

51 10

2 7

3 8

4

6

14

12

13

11

9

12/30

4/4

4/6

6/12

12/18

22/32

4/6

4/4

6/8

18/18

0/2 2/2

6/24 4/4

2/2 0/2 0/14 2/2

10/10 12/18 6/6

8/8 8/20 0/8 4/4

4/4 14/28

2/2 0/4
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Př́ıklad 75. Pomoćı Ford-Fulkersonova algoritmu (prohledáváńı do
hloubky, vrcholy volte vzestupně podle č́ısel) nalezněte maximálńı tok

v śıti na množině vrchol̊u {1, 2, . . . , 9} se zdrojem 1 a stokem 9. Na-
lezněte minimálńı řez v této śıti. Jednotlivé kroky svého postupu po-

drobně popǐste. Hrany e ∈ E , dolńı omezeńı, resp. horńı omezeńı
na tok danou hranou (d(e), resp. h(e)) a současný tok na dané hraně
f(e) jsou uvedeny v tabulce:

e d(e) h(e) f(e)

(1,2) 0 6 0

(1,3) 0 6 0
(1,6) 0 4 0
(2,3) 0 2 0

(2,4) 0 3 0
(3,4) 0 4 0

(3,5) 0 4 0
(4,5) 3 5 4

(4,8) 0 3 0

e d(e) h(e) f(e)

(5,1) 0 3 0
(5,6) 0 6 0

(5,7) 0 5 4
(5,8) 0 5 0

(6,9) 0 5 0
(7,4) 1 6 4
(7,9) 0 3 0

(8,9) 0 9 0
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Př́ıklad 76. Kolika zp̊usoby je možné koupit 12 baĺıčk̊u kávy, maj́ı-li

v prodejně kávu pěti druh̊u?
Dále tuto úlohu řešte s následuj́ıćımi modifikacemi:

(a) od každé kávy je třeba koupit aspoň 2 baĺıčky;

(b) od každé kávy má být koupen sudý počet baĺıčk̊u;

(c) jedné z káv (např. arabské) jsou k dispozici pouze 3 baĺıčky.
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12. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 77. Určete kolika zp̊usoby je možné naplnit tašku n kusy uve-
dených druh̊u ovoce, přičemž jednotlivé kusy téhož druhu nerozlǐsujeme,

nemuśı být využity všechny druhy a nav́ıc:

• jablek m̊uže být libovolný počet,

• banán̊u muśı být sudý počet,

• hrušek muśı být násobek 4,

• pomeranče mohou být nejvýše 3 a

• pomelo m̊uže být pouze jedno (nebo žádné),
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Př́ıklad 78. Rozviňte do mocninné řady funkci

(a) x
x+2,

(b) x2+x+1
2x3+3x2+1.
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Některým jednoduchým operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı jed-

noduché operace nad mocninnými řadami:

• Sč́ıtáńı (ai+bi) posloupnost́ı člen po členu odpov́ıdá součet a(x)+

b(x) př́ıslušných vytvořuj́ıćıch funkćı.

• Vynásobeńı (α · ai) všech člen̊u posloupnosti stejným skalárem α

odpov́ıdá vynásobeńı α · a(x) př́ıslušné vytvořuj́ıćı funkce.
• Vynásobeńı vytvořuj́ıćı funkce a(x) monomem xk odpov́ıdá posu-
nut́ı posloupnosti doprava o k mı́st a jej́ı doplněńı nulami.

• Pro posunut́ı posloupnosti doleva o k mı́st (tj. vynecháńı prvńıch
k mı́st posloupnosti) nejprve od a(x) odečteme polynom bk(x)

odpov́ıdaj́ı posloupnosti (a0, . . . , ak−1, 0, . . . ) a poté poděĺıme vy-
tvořuj́ıćı funkci xk.

• Substituci polynomu f(x) = αx za x odpov́ıdá vynásobeńı k–tého

členu posloupnosti skalárem αk, podobně dosazeńı f(x) = xn nám
do posloupnosti mezi každé dva členy vlož́ı n− 1 nul.

Př́ıklad 79. (a) Určete vytvořuj́ıćı funkci posloupnosti

(1, 2, 3, 4, 5, . . . ).

(b) Určete vytvořuj́ıćı funkci posloupnosti

(1, 4, 9, 16, . . . ).

(c) Určete vytvořuj́ıćı funkci posloupnosti

(1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .).

(d) Určete vytvořuj́ıćı funkci posloupnosti

(9, 0, 0, 2 · 16, 0, 0, 4 · 25, 0, 0, 8 · 36, . . .).

(e) Určete vytvořuj́ıćı funkci posloupnosti

(9, 1,−9, 32, 1,−32, 100, 1,−100, . . . , ).
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Př́ıklad 80. Vyřešte rekurenci

a0 = a1 = 1

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n

[Návod:

• Krok 1: an = an−1 + 2an−2 + (−1)n[n ≥ 0] + [n = 1].

• Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x2A(x) + 1
1+x

+ x.

• Krok 3:

A(x) =
1 + x + x2

(1 − 2x)(1 + x)2
.

• Krok 4: an = 7
9
2n +

(

1
3
n + 2

9

)

(−1)n.

]
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Př́ıklad 81. Řešte rekurenci

an =
3

2
an−1 −

1

2
an−3, a0 = 0, a1 = 1, a2 = 13/2.
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Př́ıklad 82. S využit́ım vytvořuj́ıćı funkce pro Fibonacciho posloup-

nost F (x) = x/(1− x − x2) určete vytvořuj́ıćı funkci “polovičńı” Fi-
bonacciho posloupnosti (F0, F2, F4, . . .).

[Odpověd’: x/(1 − 3x + x2)] ]
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Př́ıklad 83 (viz. Př. 65). Věj́ıřem řádu n nazveme graf na n + 1
vrcholech 0, 1, . . . , n, který má následuj́ıćıch 2n − 1 hran: vrchol 0 je

spojen hranou s každým ze zbylách vrchol̊u a každý vrchol k je spojen
hranou s vrcholem k + 1 (pro 1 ≤ k < n). Kolik koster má takový

graf? (Návod: Využijte dř́ıve odvozené rekurence

vn = vn−1 +

n−1
∑

k=1

vk + 1, v0 = 0.)
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