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Grafy jsou jazykem, ve kterém &asto formulujeme algoritmy.
Rozumime tim postup, kdy v n&jakém orientovaném grafu
prechdzime z uzlu do uzlu podél hran a pfitom zpracovavdme
informace, které jsou uréeny a ovlivnény:

o vysledkem ptedchozich operaci,
@ uzlem, ve kterém se zrovna nachazime
@ a hranou, kterou jsme do uzlu vstoupili.

P¥i zpracovani informace se zaroveil rozhodujeme, kterymi
vystupnimi hranami budeme pokraovat a v jakém poradi.

Pokud je graf neorientovany, mizeme v8echny hrany povaZovat za
dvojice hran orientované opaénymi sméry.
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Abychom mohli algoritmy realizovat pomoci poditace, je tfeba
umét uvazovany graf efektivné zadat. Uvedeme dva pfiklady:
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Graf G = (V, E) si v ném reprezentujeme jako dva seznamy V a E
propojené ukazateli tak, Ze kazdy vrchol ukazuje na v8echny z néj
vychdzejici hrany (p¥ipadné také na viechny do ng&j vchazejici
hrany u orientovanych grafi) a kazdd hrana ukazuje na svij
pocateéni a koncovy vrchol.
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Abychom mohli algoritmy realizovat pomoci poditace, je tfeba
umét uvazovany graf efektivné zadat. Uvedeme dva pfiklady:

Definice (Hranovy seznam/Edge List)

Graf G = (V, E) si v ném reprezentujeme jako dva seznamy V a E
propojené ukazateli tak, Ze kazdy vrchol ukazuje na v8echny z néj
vychdzejici hrany (p¥ipadné také na viechny do ng&j vchazejici
hrany u orientovanych grafi) a kazdd hrana ukazuje na svij
pocateéni a koncovy vrchol.

Je vidét, Ze pamét potfebnd na uchovani grafu je v tomto p¥ipadé
O(|V|+ |E|), protoZe na kazdou hranu ukazujeme pravé& dvakrat a
na kazdy vrchol ukazujeme tolikrat, kolik je jeho stupef a soulet
stupiili je také roven dvojndsobku poctu hran. AZ na konstantni
nasobek jde tedy stile o optimalni zpisob uchovavani grafu

v paméti.
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Definice (Matice sousednosti grafu)

UvaZme (neorientovany) graf G = (V, E), zvolme usporadani jeho
vrchold V' = (vi,...,v,) a definujme matici Ag = (aj;) nad Z (tj.
zapln&nou jen nulami a jedni¢kami) takto:

1 jestlize je hrana ¢ = {v;,vj} v E

aj = e p
0 jestlize neni hrana ej = {v;,vj} v E

Matici Ag nazyvdme matice sousednosti grafu G.
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Definice (Matice sousednosti grafu)

UvaZme (neorientovany) graf G = (V, E), zvolme usporadani jeho
vrchold V' = (vi,...,v,) a definujme matici Ag = (aj;) nad Z (tj.
zapln&nou jen nulami a jedni¢kami) takto:

1 jestlize je hrana ¢ = {v;,vj} v E
a;; =
/ 0 jestlize neni hrana ej = {v;,vj} v E

Matici Ag nazyvdme matice sousednosti grafu G.

Zadani grafu pomoci matice sousednosti potfebuje vidy O(n?)
mista v pamé&ti. Pokud je ale v grafu mdlo hran, dostdvame tzv.
Fidkou matici se skoro v8emi prvky nulovymi. Takové Ize naopak
reprezentovat pomoci ,,hranovych seznam(" odpovidajicich grafi a
to i v€etné obecnych &iselnych hodnot pro jednotlivé hrany.

P¥iklad pro procvi¢eni — ndsobeni matic pomoci reprezentace
hranovym seznamem.
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Definice (Zakladni operace nad grafem)

@ odebrani hrany
@ pridani hrany

@ pridani vrcholu
@ odebrani vrcholu
°

déleni hrany nové pFidanym vrcholem

Jak se projevi tyto operace v nasich reprezentacich?
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Jednoduchou aplikaci maticového poctu je tvrzeni:

Necht G = (V, E) je graf s usporddanymi vrcholy V = (v1,...,vp)
(k)
-

a matici sousednosti Ag. Oznaéme AL = (a;;’) prvky k-té mocniny

(k)

matice Ag. Pak aj;

Je pocet sledii délky k mezi vrcholy v; a v;.

Indukci.
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Jednoduchou aplikaci maticového poctu je tvrzeni:

Necht G = (V, E) je graf s usporddanymi vrcholy V = (v1,...,vp)

a matici sousednosti Ag. Oznaéme AX = (a(--k)) prvky k-té mocniny

ij
(k)

matice Ag. Pak aj; Je pocet sledii délky k mezi vrcholy v; a v;.

Indukci.

Dusledek

Jsou-li G = (V,E) a Ag jako v pFedchozi vété, pak Ize vSechny
dvojice vrcholii G spojit cestou pravé tehdy, kdyZ ma matice
(A+1,)""1 samé nenulové &leny (zde 1, oznaluje jednotkovou
matici s n ¥adky a sloupci).
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Prohledavani v grafech

Algoritmy byvaji zaloZeny na postupném prohledavani vsech
vrcholl v grafu. Zpravidla mame zadany pocatecni vrchol nebo si
jej na zalatku procesu zvolime. V pribéhu procesu pak v kazdém
okamziku jsou vrcholy
@ jiZ zpracované, tj. ty, kterymi jsme jiz p¥i béhu algoritmu prosli
a definitivné je zpracovali;
@ aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pfipraveny pro
zpracovani;

@ spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.
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Prohledavani v grafech

Algoritmy byvaji zaloZeny na postupném prohledavani vsech
vrcholl v grafu. Zpravidla mame zadany pocatecni vrchol nebo si
jej na zalatku procesu zvolime. V pribéhu procesu pak v kazdém
okamziku jsou vrcholy
@ jiZ zpracované, tj. ty, kterymi jsme jiz p¥i béhu algoritmu prosli
a definitivné je zpracovali;
@ aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pfipraveny pro
zpracovani;
@ spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.
Zarovei si udrZzujeme ptehled o jiZ zpracovanych hranach.
V kazdém okamZiku musi byt mnoZiny vrcholl a/nebo hran v
téchto skupinach disjunktnim rozdélenim mnoZin vrcholld V a
mnozin E hran grafu G a néktery z aktivnich vrchold je aktudln&
zpracovavan.
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Zakladni postup:

@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a v3echny ostani
vrcholy jsou spici.



Prohleddvani v grafech
[e] Telelolote}

Zakladni postup:
@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a v3echny ostani
vrcholy jsou spici.
@ V prvnim kroku projdeme v8echny hrany vychazejici
z aktivniho vrcholu a jejich p¥islusnym koncovym vrcholiim,
které jsou spici, zménime stav na aktivni.
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@ V prvnim kroku projdeme v8echny hrany vychazejici
z aktivniho vrcholu a jejich p¥islusnym koncovym vrcholiim,
které jsou spici, zménime stav na aktivni.

@ V dalSich krocich vzdy u zpracovdvaného vrcholu probirame ty
z ného vychazejici hrany, které dosud nebyly probrany a jejich
koncové vrcholy pfidavdme mezi aktivni. Tento postup
aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych grafa, jen
se drobn& méni vyznam adjektiv koncovy a pocate¢ni u
vrchold.
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Zakladni postup:
@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a v3echny ostani
vrcholy jsou spici.
@ V prvnim kroku projdeme v8echny hrany vychazejici
z aktivniho vrcholu a jejich p¥islusnym koncovym vrcholiim,
které jsou spici, zménime stav na aktivni.

@ V dalSich krocich vzdy u zpracovdvaného vrcholu probirame ty
z ného vychazejici hrany, které dosud nebyly probrany a jejich
koncové vrcholy pfidavdme mezi aktivni. Tento postup
aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych grafa, jen
se drobn& méni vyznam adjektiv koncovy a pocate¢ni u
vrchold.

V konkrétnich Ulohach se miiZeme omezovat na né&které z hran,
které vychazi z aktudlniho vrcholu. Na principu to ale nic
podstatného neméni.
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Pro realizaci algoritmi je nutné se rozhodnout, v jakém pofadi
zpracovdvame aktivni vrcholy a v jakém poradi zpracovdvame
hrany z nich vychazejici. V zadsadé p¥ichazi v ivahu dvé moznosti
zpracovavani vrcholi:
@ vrcholy vybirdme pro dalsi zpracovani ve stejném potadi, jak
se stavaly aktivnimi (fronta — FIFO)
@ dalsim vrcholem vybranym pro zpracovani je poslednf{
zaktivn&ny vrchol (zasobnik — LIFO).

s

V prvnim p¥ipadé hovofime o prohledavani do Sitky, ve druhém o
prohledavani do hloubky.
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Na prvni pohled je zfejma role volby vhodnych datovych struktur
pro uchovavani udaji o grafu. Hranovy seznam umoZiiuje projit
v8echny hrany vychazejici z pravé zpracovavaného vrcholu v ¢ase
linedrn& imérném jejich poctu. KaZdou hranu pfitom diskutujeme
nejvyse dvakrat, protoze ma pravé dva konce. Zjevné tedy plati:
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Na prvni pohled je zfejma role volby vhodnych datovych struktur
pro uchovavani daji o grafu. Hranovy seznam umoZziiuje projit
v8echny hrany vychazejici z pravé zpracovavaného vrcholu v ¢ase
linedrn& imérném jejich poctu. KaZdou hranu pfitom diskutujeme
nejvyse dvakrat, protoze ma pravé dva konce. Zjevné tedy plati:

Celkovy &as realizace vyhledavani do sitky i do hloubky je

O((n+ m) * K), kde n je po&et vrcholii v grafu, m je po&et hran v
grafu a K je ¢as potFebny na zpracovani jedné hrany, resp. jednoho
vrcholu.
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llustrace prohledavani do Sitky:
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llustrace prohledavani do Sitky:

Zakrouzkovany vrchol je ten pravé zpracovdvany, modré velké
puntiky jsou jiZz zpracované uzly, ¢arkované Cervené hrany jsou jiz
zpracované a Zervené drobné uzly jsou ty aktivni (poznaji se také
podle toho, Ze do nich jiZ vede n&kterd zpracovana hrana). Hrany
zpracovavame v potadi orientace proti hodinovym ru¢kdam, p¥i¢emz
za ,,prvni* bereme smér , kolmo doli".
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Totéz postupem ,do hloubky”. V&imnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.




Prohleddvani v grafech
0000080

Totéz postupem ,do hloubky”. V&imnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.




Prohleddvani v grafech
0000080

Totéz postupem ,do hloubky”. V&imnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.




Prohleddvani v grafech
0000080

Totéz postupem ,do hloubky”. V&imnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.




Prohleddvani v grafech
0000080

Totéz postupem ,do hloubky”. V&imnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.




Prohleddvani v grafech
0000080

Totéz postupem ,do hloubky”. V&imnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.




Prohleddvani v grafech
0000080

Totéz postupem ,do hloubky”. V&imnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.




Prohleddvani v grafech
0000080

Totéz postupem ,do hloubky”. V&imnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.

Prohledavani "do hIoubky”odpovfdé interpretaci rekurze v bé&znych
imperativnich jazycich (nap¥. i v Maplu) — v t&chto p¥ipadech je
ale stavovy graf potencidlné nekoneény a prohledavani do hloubky
tak samozfejmé nemusi nalézt v8echny vrcholy dostupné z daného
vrcholu po cestdch kone¢né délky (narozdil od prohleddvani do
Sitky).
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Prohledavani bludisté

Prichod bludi¥t&m (s k¥idou) prostfednictvim prohledavéni do
hloubky v neorientovaném grafu — tkolem je najit vychod nebo
dokéazat, Ze neexistuje:

@ kazdou chodbu p¥i prvnim priichodu oznaéime &arou, pfi
ndvratu pfiddme druhou &aru
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@ navstivenou mistnost oznadime, pokud je jiz oznaéend, tak se
ihned vratime stejnou chodbou zpét
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@ navstivenou mistnost oznadime, pokud je jiz oznaéend, tak se
ihned vratime stejnou chodbou zpét

@ z dosud nenavstivené mistnosti postupujeme dale

@ jsou-li jiz v8echny chodby vedouci z mistnosti pouZity, vracime
se zpét chodbou, kterd je oznaena jen jednou &arou
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Prohledavani bludisté

Prichod bludi¥t&m (s k¥idou) prostfednictvim prohledavéni do
hloubky v neorientovaném grafu — tkolem je najit vychod nebo
dokéazat, Ze neexistuje:

@ kazdou chodbu p¥i prvnim priichodu oznaéime &arou, pfi
ndvratu pfiddme druhou &aru
@ pfi vychodu z mistnosti preferujeme neoznacenou chodbu

@ navstivenou mistnost oznadime, pokud je jiz oznaéend, tak se
ihned vratime stejnou chodbou zpét

@ z dosud nenavstivené mistnosti postupujeme dale

@ jsou-li jiz v8echny chodby vedouci z mistnosti pouZity, vracime
se zpét chodbou, kterd je oznaena jen jednou &arou

@ pokud z dané mistnosti vedou pouze chodby, které jsou

oznateny 2 &arami, hledani ukon&ime (nutn& jde o vychozi
mistnost, vychod neexistuje a miZeme s klidem umfit).
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Souvislé komponenty grafu

Definice

Necht je G = (V, E) neorientovany graf. Na mnoZin& vrcholii
grafu G zavedeme relaci ~ tak, Ze v ~ w pravé kdyz existuje cesta
z v do w. Promyslete si, Ze tato relace je dobfe definovand a Ze se
jedna o ekvivalenci. Kazda tfida [v] této ekvivalence definuje
indukovany podgraf G,; C G a disjunktni sjednoceni té&chto
podgrafil je ve skuteCnosti pivodni graf G. Podgrafim Gy, fikdme
souvislé komponenty grafu G.
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indukovany podgraf G,; C G a disjunktni sjednoceni té&chto
podgrafil je ve skuteCnosti pivodni graf G. Podgrafim Gy, fikdme
souvislé komponenty grafu G.

Pro orientované grafy postupujeme stejng, pouze u ~ pozadujeme
aby existovala neorientovand cesta z uzlu v do uzlu w (tj. miZeme
“jit i proti smé&ru Sipek”).
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Souvislé komponenty grafu

Definice

Necht je G = (V, E) neorientovany graf. Na mnoZin& vrcholii
grafu G zavedeme relaci ~ tak, Ze v ~ w pravé kdyz existuje cesta
z v do w. Promyslete si, Ze tato relace je dobfe definovand a Ze se
jedna o ekvivalenci. Kazda tfida [v] této ekvivalence definuje
indukovany podgraf G,; C G a disjunktni sjednoceni té&chto
podgrafil je ve skuteCnosti pivodni graf G. Podgrafim Gy, fikdme
souvislé komponenty grafu G.

Pro orientované grafy postupujeme stejng, pouze u ~ pozadujeme
aby existovala neorientovand cesta z uzlu v do uzlu w (tj. miZeme
“jit i proti smé&ru Sipek”).

Jinymi slovy: Kazdy graf G = (V/, E) se pfirozen& rozpada na
disjunktni podgrafy G; takové, Ze vrcholy v € G; a w € G; jsou
spojeny néjakou cestou pravé, kdyZ i = j. To jsou pravé souvislé
komponenty grafu G.
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Pro hledani v8ech souvislych komponent v grafu lze uZit
prohledavani — dodate¢nou informaci, kterou musime zpracovavat
je, kterou komponentu aktualné prochazime.
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Pro hledani v8ech souvislych komponent v grafu lze uZit
prohledavani — dodate¢nou informaci, kterou musime zpracovavat
je, kterou komponentu aktualné prochazime.

Rekneme, e graf G = (V, E) je
@ souvisly, jestlize ma pravé jednu souvislou komponentu;
@ vrcholové k—souvisly, jestlize ma alesponi k + 1 vrcholl a
bude souvisly po odebrani libovolné podmnoziny k — 1 vrchol(;
@ hranové k—souvisly, jestlize bude souvisly po odebrani
libovolné podmnoziny k — 1 hran.
Hranu, jejimZ odebranim se zvysi polet souvislych komponent
grafu G, nazyvame mostem.
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Pro hledani v8ech souvislych komponent v grafu lze uZit
prohledavani — dodate¢nou informaci, kterou musime zpracovavat
je, kterou komponentu aktualné prochazime.

Definice
Rekneme, e graf G = (V, E) je

@ souvisly, jestlize ma pravé jednu souvislou komponentu;

@ vrcholové k—souvisly, jestlize ma alespoii k + 1 vrcholi a
bude souvisly po odebrani libovolné podmnoziny k — 1 vrchol(;

@ hranové k—souvisly, jestlize bude souvisly po odebrani
libovolné podmnoziny k — 1 hran.
Hranu, jejimZ odebranim se zvysi polet souvislych komponent
grafu G, nazyvame mostem.

Siln&j&i souvislost grafu je Zadouci nap¥. u sitovych aplikaci, kdy
pozadujeme znaénou redundanci poskytovanych sluZzeb v p¥ipadé
vypadku né&kterych linek (tj. hran) nebo uzlii (tj. vrchold).
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Specialni p¥ipad: 2—souvisly graf je takovy souvisly graf o alespofi
tfech vrcholech, kdy vynechanim libovolného vrcholu nenarusime
jeho souvislost.

Véta

Pro graf G = (V/, E) s alespori tfemi vrcholy jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

e G je (vrcholové) 2—souvisly;
@ kaZdé dva vrcholy v a w grafu G leZi na spole¢né kruZnici;

e graf G je moZné vytvofit z trojihelniku K3 pomoci
postupnych déleni hran.
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Specialni p¥ipad: 2—souvisly graf je takovy souvisly graf o alespofi
tfech vrcholech, kdy vynechanim libovolného vrcholu nenarusime
jeho souvislost.

Véta

Pro graf G = (V/, E) s alespori tfemi vrcholy jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

e G je (vrcholové) 2—souvisly;
@ kaZdé dva vrcholy v a w grafu G leZi na spole¢né kruZnici;

e graf G je moZné vytvofit z trojihelniku K3 pomoci
postupnych déleni hran.

Obecnéjsi je tzv. Mengerova véta (obd. ,vrcholova verze"):

Pro kazdé dva vrcholy v a w v grafu G = (V, E) je pocet hranové
riiznych cest z v do w roven minimalnimu poctu hran, které je
tfeba odstranit, aby se v .a w ocitly v riiznych komponentach
vzniklého grafu.
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Silné souvislé komponenty

Definice

Necht je G = (V, E) orientovany graf. Na mnoZin& vrcholl grafu
G zavedeme relaci = tak, Ze v =~ w pravé kdyzZ existuje
orientovand cesta z v do w i orientovana cesta z w do v. Zrejmé
se opét jednd o ekvivalenci. Kazd3 t¥ida [v] této ekvivalence
definuje indukovany podgraf G|,) C G a disjunktni sjednocen{
téchto podgrafl je ve skutenosti pivodni graf G. Podgrafim G
fikdme silné souvislé komponenty grafu G.



https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2009/MB103/um/Tarjan_pr.pdf
https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2009/MB103/um/Tarjan_pr.pdf
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Silné souvislé komponenty

Definice

Necht je G = (V, E) orientovany graf. Na mnoZin& vrcholl grafu
G zavedeme relaci = tak, Ze v =~ w pravé kdyzZ existuje
orientovand cesta z v do w i orientovana cesta z w do v. Zrejmé
se opét jednd o ekvivalenci. Kazd3 t¥ida [v] této ekvivalence
definuje indukovany podgraf G|,) C G a disjunktni sjednocen{
téchto podgrafl je ve skutenosti pivodni graf G. Podgrafim G
fikdme silné souvislé komponenty grafu G.

| \

P¥iklad
Viz https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2009/MB103/
um/Tarjan_pr.pdf
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Tarjaniv algoritmus

@ Kazdy vrchol ozna&ujeme dvojici &isel, z nichZ prvni uréuje poradi p¥ichodu a
druhy pomocné &islo, které se v prib&hu aktualizuje a rozhoduje o p¥islugnosti
ke komponent& (zaroveli mame u kazdého vrcholu odkaz na jeho p¥edchidce).
P¥i prvnim pFichodu do vrcholu ho oznadime dvojici pofadi, pofadi a vloZime
do zasobniku.
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@ Pokud existuje hrana do dosud nenavétiveného vrcholu, jdi do ngj.
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© Pokud existuje hrana do jiz navtiveného vrcholu, nahrad pomocné &islo
stavajiciho vrcholu pofadovym &islem vrcholu, do n&jz sm&fuje hrana (pouze,
je-li mensi).
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Tarjaniv algoritmus
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Pokud existuje hrana do jiz navétiveného vrcholu, nahrad pomocné &islo
stavajiciho vrcholu pofadovym &islem vrcholu, do n&jz sm&fuje hrana (pouze,
je-li mensi).

@ Pokud neexistuje nepouZita hrana a obg &isla u daného vrcholu jsou stejnd, je
tento vrchol prvnim navstivenym vrcholem své silné souvislé komponenty. Ze
zasobniku odeberme vechny vrcholy a# po nyn&ji vrchol. Vrat se do
pfedchiidce a aktualizuj jeho pomocné &islo pomocnym &islem vrcholu, z n&jz se
vracime (je-li meng).
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Pokud existuje hrana do jiz navétiveného vrcholu, nahrad pomocné &islo
stavajiciho vrcholu pofadovym &islem vrcholu, do n&jz sm&fuje hrana (pouze,
je-li mensi).

@ Pokud neexistuje nepouZita hrana a obg &isla u daného vrcholu jsou stejnd, je
tento vrchol prvnim navstivenym vrcholem své silné souvislé komponenty. Ze
zasobniku odeberme vechny vrcholy a# po nyn&ji vrchol. Vrat se do
pfedchiidce a aktualizuj jeho pomocné &islo pomocnym &islem vrcholu, z n&jz se
vracime (je-li meng).

@ Pokud neexistuje nepouZitd hrana a &isla u daného vrcholu jsou riizna, vrat se

do ptedchiidce a aktualizuj jeho pomocné &islo pomocnym &islem vrcholu, z

n&jZ se vracime (je-li mensy).
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druhy pomocné &islo, které se v prib&hu aktualizuje a rozhoduje o p¥islugnosti
ke komponent& (zaroveli mame u kazdého vrcholu odkaz na jeho p¥edchidce).
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Pokud existuje hrana do jiz navétiveného vrcholu, nahrad pomocné &islo
stavajiciho vrcholu pofadovym &islem vrcholu, do n&jz sm&fuje hrana (pouze,
je-li mensi).

@ Pokud neexistuje nepouZita hrana a obg &isla u daného vrcholu jsou stejnd, je
tento vrchol prvnim navstivenym vrcholem své silné souvislé komponenty. Ze
zasobniku odeberme vechny vrcholy a# po nyn&ji vrchol. Vrat se do
pfedchiidce a aktualizuj jeho pomocné &islo pomocnym &islem vrcholu, z n&jz se
vracime (je-li meng).

@ Pokud neexistuje nepouZitd hrana a &isla u daného vrcholu jsou riizna, vrat se

do ptedchiidce a aktualizuj jeho pomocné &islo pomocnym &islem vrcholu, z

n&jZ se vracime (je-li mensy).

@ Nejsou-li jest& vyZerpany viechny vrcholy a z pravé zpracovaného vrcholu jiz
neni kam se vratit, zvol jiny vrchol a pokraluj v algoritmu.
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Pamatujme si zejména:

@ P¥i snaze jit do jiZ navstiveného vrcholu, aktualizujeme jeho pofadovym
Cislem.

Poznamka

Zaklad algoritmu tkvi v tom, Ze pomocné ¢&islo kaZzdého vrcholu je pofadovym
¢islem vrcholu z téZe souvislé komponenty. Pokud je pomocné &islo mensi nez
pofadové (museli jsme se n&kdy pokusit jit po hran& do jiZ nav&tiveného
vrcholu — tedy uzavfit orientovanou smy¢ku), pak vrchol do n&hoZ se vracime
bude ve stejné siln& souvislé komponent& jako aktudlni vrchol.
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¢islem vrcholu z téZe souvislé komponenty. Pokud je pomocné &islo mensi nez
pofadové (museli jsme se n&kdy pokusit jit po hran& do jiZ nav&tiveného
vrcholu — tedy uzavfit orientovanou smy¢ku), pak vrchol do n&hoZ se vracime
bude ve stejné siln& souvislé komponent& jako aktudlni vrchol.
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Pamatujme si zejména:

@ P¥i snaze jit do jiZ navstiveného vrcholu, aktualizujeme jeho pofadovym
Cislem.
P¥i ndvratu k p¥edchidci aktualizujeme vzdy pomocnym ¢&islem.

@ Ve chvili, kdy uZz z daného vrcholu nevede nepouZitd hrana a obg &isla jsou
stejnd, uzavirame komponentu a to tak, Ze odebirdme v8echny vrcholy za
zasobniku, doku nenarazime na soutasny (ekvivalentn&: v komponent&
leZi viechny vrcholy s pomocnym &islem > &islu aktudiniho vrcholu).

Poznamka

Zaklad algoritmu tkvi v tom, Ze pomocné ¢&islo kaZzdého vrcholu je pofadovym
¢islem vrcholu z téZe souvislé komponenty. Pokud je pomocné &islo mensi nez
pofadové (museli jsme se n&kdy pokusit jit po hran& do jiZ nav&tiveného
vrcholu — tedy uzavfit orientovanou smy¢ku), pak vrchol do n&hoZ se vracime
bude ve stejné siln& souvislé komponent& jako aktudlni vrchol.
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@ P¥i snaze jit do jiZ navstiveného vrcholu, aktualizujeme jeho pofadovym
Cislem.
@ P¥i navratu k pfedchidci aktualizujeme vZdy pomocnym &islem.

@ Ve chvili, kdy uZz z daného vrcholu nevede nepouZitd hrana a obg &isla jsou
stejnd, uzavirame komponentu a to tak, Ze odebirdme v8echny vrcholy za
zasobniku, doku nenarazime na soutasny (ekvivalentn&: v komponent&
leZi viechny vrcholy s pomocnym &islem > &islu aktudiniho vrcholu).

@ Je vhodné si kreslit graf priichodu (postup do hloubky zndzornime napt.
kreslenim doprava &i doli), aby bylo jasné, kterymi hranami se vracime.

Poznamka

Zaklad algoritmu tkvi v tom, Ze pomocné ¢&islo kaZzdého vrcholu je pofadovym
¢islem vrcholu z téZe souvislé komponenty. Pokud je pomocné &islo mensi nez
pofadové (museli jsme se n&kdy pokusit jit po hran& do jiZ nav&tiveného
vrcholu — tedy uzavfit orientovanou smy¢ku), pak vrchol do n&hoZ se vracime
bude ve stejné siln& souvislé komponent& jako aktudlni vrchol.
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Metrika na grafech

Na kazdém (neorientovaném) grafu definujeme vzdalenost uzli v
a w jako &islo dg(v, w), kterd je rovna potu hran v nejkratsi
moZné cesté z v do w. Pokud cesta neexistuje, piseme

de(v,w) = oo.
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Metrika na grafech

Na kazdém (neorientovaném) grafu definujeme vzdalenost uzli v
a w jako &islo dg(v, w), kterd je rovna potu hran v nejkratsi
moZné cesté z v do w. Pokud cesta neexistuje, piseme

de(v,w) = oo.

Budeme v daldim uvaZovat pouze souvisly graf G. Pak pro takto
zadanou funkci dg : V x V — N plati obvyklé tfi vlastnosti
vzdalenosti:

e dg(v,w) > 0 a pfitom dg(v, w) = 0 pravé tehdy, kdyz v = w;
e vzdalenost je symetricka, tj dg(v, w) = dg(w, v);
@ plati trojihelnikova nerovnost, tj. pro kazdou trojici vrcholi

v, w, z plati

dg(v,z) < dg(v,w) + dg(w, z).
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Metrika na grafech

Na kazdém (neorientovaném) grafu definujeme vzdalenost uzli v
a w jako &islo dg(v, w), kterd je rovna potu hran v nejkratsi
moZné cesté z v do w. Pokud cesta neexistuje, piseme

de(v,w) = oo.

Budeme v daldim uvaZovat pouze souvisly graf G. Pak pro takto
zadanou funkci dg : V x V — N plati obvyklé tfi vlastnosti
vzdalenosti:

e dg(v,w) > 0 a pfitom dg(v, w) = 0 pravé tehdy, kdyz v = w;
e vzdalenost je symetricka, tj dg(v, w) = dg(w, v);
@ plati trojihelnikova nerovnost, tj. pro kazdou trojici vrcholi

v, w, z plati

dg(v,z) < dg(v,w) + dg(w, z).

Rikdme, ¥e d¢ je metrika na grafu G.
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Metrika na grafu splfiuje navic:
@ dg(v,w) ma vidy nezdporné celotiselné hodnoty;
@ je-li dg(v,w) > 1, pak existuje n&jaky vrchol z riizny od v a
w a takovy, %e dg(v,w) = dg(v, z) + dg(z, w).
Kazda funkce dg s vySe uvedenymi péti vlastnostmi na V x V je
metrikou né&jakého grafu s vrcholy V.
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Plan prednéasky

@ Hledani nejkratgich cest
@ Dijkstriliv algoritmus pro hledani nejkratSich cest
@ Nejkratsi cesty mezi vemi dvojicemi vrcholl



Hledani nejkratsich cest
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Dijkstriv algoritmus

Nejkratsi cestu v grafu, kterd vychazi z daného uzlu v a koné&i v
jiném uzlu w mizeme hledat pomoci prohledavani grafu do Sitky.
P¥i tomto typu prohledavani totiZz postupné diskutujeme vrcholy,
do kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po jediné hrang,
poté projdeme vSechny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na
této jednoduché (vaze je zaloZen jeden z nejpouzivanégjsich
grafovych algoritmi — tzv. Dijkstriiv algoritmus.
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Dijkstriv algoritmus

Nejkratsi cestu v grafu, kterd vychazi z daného uzlu v a koné&i v
jiném uzlu w mizeme hledat pomoci prohledavani grafu do Sitky.
P¥i tomto typu prohledavani totiZz postupné diskutujeme vrcholy,
do kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po jediné hrang,
poté projdeme vSechny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na
této jednoduché (vaze je zaloZen jeden z nejpouzivanégjsich
grafovych algoritmi — tzv. Dijkstriiv algoritmus.

Tento algoritmus hleda nejkratsi cesty za (redIného) pfedpokladu,
kdy jednotlivé hrany e jsou ohodnoceny ,vzdélenostmi®, tj.
kladnymi redlnymi &isly w(e). Kromé& aplikace na hledani
vzdalenosti v silni¢nich nebo jinych sitich to mohou byt také
vynosy, toky v sitich atd.
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e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol vp.
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e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol vp.

e Vystupem je ohodnoceni vrcholi &isly dy,(v), kterd udavaji
nejmensi mozny soulet ohodnoceni hran podél cest z vrcholu
vo do vrcholu v.

V&imné&te si, Ze misto pdvodni tlohy (nalézt nejkrat$i cestu mezi
dvéma vrcholy) ¥edime i néco navic — nalezneme nejkrat¥i cestu
z v do vSech vrcholi.

Postup dob¥e funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.
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[e] Ielololelele]

e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol vp.

e Vystupem je ohodnoceni vrcholi &isly dy,(v), kterd udavaji
nejmensi mozny soulet ohodnoceni hran podél cest z vrcholu
vo do vrcholu v.

V&imné&te si, Ze misto pdvodni tlohy (nalézt nejkrat$i cestu mezi
dvéma vrcholy) ¥edime i néco navic — nalezneme nejkrat¥i cestu
z v do vSech vrcholi.

Postup dob¥e funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.
Je skute¢né& podstatné, Ze vSechna nase ohodnoceni jsou kladna.
Zkusme si rozmyslet tfeba cestu P3; se zdporné ohodnocenou
prostfedni hranou. P¥i prochdzeni sledu mezi krajnimi vrcholy
bychom ,vzdélenost” zmen3ovali kazdym prodlouzenim sledu

o prichod prostfedni hranou tam a zpét.
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Dijkstriiv algoristmus vyZaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do $itky:
o U kaZdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
¢iselnou hodnotu d(v), kterd bude hornim odhadem skute&né
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vy.
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Dijkstriiv algoristmus vyZaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do $itky:
o U kaZdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
¢iselnou hodnotu d(v), kterd bude hornim odhadem skute&né
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vy.

@ MnoZina jiZ zpracovanych vrcholii bude v kaZdém okamZiku
obsahovat ty vrcholy, u kterych jiZ nejkratsi cestu zname, tj.

d(v) = dw(v).
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[e]eX Yololelele]

Dijkstriiv algoristmus vyZaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do $itky:

o U kaZdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
¢iselnou hodnotu d(v), kterd bude hornim odhadem skute¢né
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vy.

@ MnoZina jiZ zpracovanych vrcholii bude v kaZdém okamZiku
obsahovat ty vrcholy, u kterych jiZ nejkratsi cestu zname, tj.
d(v) = dw(v).

e Do mnozZiny aktivnich (pravé zpracovavanych) vrcholti W
zatadime vZdy pravé ty vrcholy y z mnoZiny spicich vrcholl Z,
pro které je d(y) = min{d(z); z € Z}.
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Dijkstriv algoritmus

P¥edpokladame, ze graf G ma alespofi dva vrcholy.

@ Inicializa¢ni krok: Nastavime hodnoty u v8ech v € V,

d(v) = {0 pro v = v
00 pro v # vy,

nastavime Z =V, W = ().
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Dijkstriv algoritmus

P¥edpokladame, ze graf G ma alespofi dva vrcholy.

@ Inicializa¢ni krok: Nastavime hodnoty u v8ech v € V,

d(v) = {0 pro v = v
00 pro v # vy,

nastavime Z =V, W = ().

@ Test cyklu: Pokud neni ohodnoceni v3ech vrchold y € Z rovno
oo, pokradujeme dalsim krokem, v opaéném pfipadé
algoritmus kon¢i.
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@ Aktualizace stavu vrcholi:

o Najdeme mnoZinu N vech vrcholl v € Z, pro které d(v)
nabyva nejmensi mozné hodnoty

§ =min{d(y);, y € Z};

e posledné& zpracované aktivni vrcholy W pfesuneme do mnoZiny
zpracovanych a za nové aktivni vrcholy zvolime W = N a
odebereme je ze spicich, tj. mnoZina spicich bude nadédle Z\ N.
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o Aktualizace stavu vrcholi:
o Najdeme mnoZinu N vech vrcholl v € Z, pro které d(v)

nabyva nejmensi mozné hodnoty
6 =min{d(y); y € Z};

e posledné& zpracované aktivni vrcholy W pfesuneme do mnoZiny
zpracovanych a za nové aktivni vrcholy zvolime W = N a
odebereme je ze spicich, tj. mnoZina spicich bude nadédle Z\ N.

@ Télo hlavniho cyklu: Pro viechny hrany v mnoZiné Eyy7 v3ech
hran vychazejicich z nékterého aktivniho vrcholu v a konéicich

ve spicim vrcholu y opakujeme:
o Vybereme dosud nezpracovanou hranu e{x,y} € Eyyz;
o Pokud je d(x) 4+ w(e) < d(y), nahradime d(y) touto mensi

hodnotou.
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Véta

Pro vsechny vrcholy v leZici v souvislé komponenté vrcholu s najde
Dijsktriv algoritmus vzdalenosti d,,(v). Vircholy ostatnich
souvislych komponent ziistanou ohodnoceny d(v) = oco. Algoritmus
Ize implementovat tak, Ze ukoné&i svoji praci v ase O(nlogn+ m),
kde n je polet vrcholii a m je pocet hran v grafu G.

Dikaz.

@ b&hem celého algoritmu plati d(v) > dy(v) pro viechna
veV.
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Véta

Pro vsechny vrcholy v leZici v souvislé komponenté vrcholu s najde
Dijsktriv algoritmus vzdalenosti d,,(v). Vircholy ostatnich
souvislych komponent ziistanou ohodnoceny d(v) = oco. Algoritmus
Ize implementovat tak, Ze ukoné&i svoji praci v ase O(nlogn+ m),
kde n je polet vrcholii a m je pocet hran v grafu G.

Dikaz.

@ b&hem celého algoritmu plati d(v) > dy(v) pro viechna
veV.

@ po skon&eni algoritmu plati d(v) < dy,(v) pro viechna v € V
(Prostfednictvim siln&jsiho tvrzeni: jsou-li
0=d <dr <...<dk < oo vSechny riizné konecné
vzdalenosti vrcholli od s a oznalime-li
M; ={v € V;dw(v) = d;}, pak se krok Aktualizace stavu
vrcholii provede pfesné k-krat a po jeho i-tém vykonani plati
N=M,d=daV\Z=U,_ M.
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Modifikace algoritmu

@ Pokud nas skute¢né zajima jen nejkratsi cesta do konkrétniho
vrcholu, pak samozfejmé vypoclet ukonéime poté, co tento
vrchol pfejde do mnoZiny jiZ zpracovanych.
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Modifikace algoritmu

@ Pokud nas skute¢né zajima jen nejkratsi cesta do konkrétniho
vrcholu, pak samozfejmé vypoclet ukonéime poté, co tento
vrchol pfejde do mnoZiny jiZ zpracovanych.

e MiiZzeme vyuZit dodate¢né informace (p¥i hledani nejkratsi
cesty z Brna do Prahy v silni¢ni siti asi nepojedeme ptes
Ostravu) — heuristika h: V — R splfiujici
w({x,y}) > h(x) — h(y) pro kazdou hranu {x, y}.
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Modifikace algoritmu

@ Pokud nas skute¢né zajima jen nejkratsi cesta do konkrétniho
vrcholu, pak samozfejmé vypoclet ukonéime poté, co tento
vrchol pfejde do mnoZiny jiZ zpracovanych.

e MiiZzeme vyuZit dodate¢né informace (p¥i hledani nejkratsi
cesty z Brna do Prahy v silni¢ni siti asi nepojedeme ptes
Ostravu) — heuristika h: V — R splfiujici
w({x,y}) > h(x) — h(y) pro kazdou hranu {x, y}.
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Modifikace algoritmu

@ Pokud nas skute¢né zajima jen nejkratsi cesta do konkrétniho
vrcholu, pak samozfejmé vypoclet ukonéime poté, co tento
vrchol pfejde do mnoZiny jiZ zpracovanych.

e MiiZzeme vyuZit dodate¢né informace (p¥i hledani nejkratsi
cesty z Brna do Prahy v silni¢ni siti asi nepojedeme ptes
Ostravu) — heuristika h: V — R splfiujici
w({x,y}) > h(x) — h(y) pro kazdou hranu {x, y}.
Doporu&eni: h(v) je dolni odhad vzdélenosti v do cilového
vrcholu (nap¥. vzdalenost ,,vzdudnou &arou"). Misto
minimalizace d(y) pro y € Z tak v algoritmu minimalizujeme

d(y) + h(y).
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Dalsi algoritmy a aplikace

Principy Dijkstrova algoritmu se vyuZivaji v OSPF (Open
Shortest Paths First) routovacim protokolu.
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Dalsi algoritmy a aplikace

Principy Dijkstrova algoritmu se vyuZivaji v OSPF (Open
Shortest Paths First) routovacim protokolu.
Bellman-Forduav algoritmus
@ pracuje na stejném principu jako Dijkstriv; misto postupu po
uzlech je zpracovava "nardz"— cyklus relaxace probiha
(|V| — 1) krét p¥es viechny hrany
@ pripousti zdporné hrany a detekuje zaporné cykly
e distribuovana verze je (&i spie byla) pouZivdna
v distance-vector routing protocol
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Upravené nasobeni matic (all pairs shortest paths)
e v &ase O(n®log n) vypotte vzdilenosti mezi véemi vrcholy

@ vychazi z matice A délek hran a postupné poé&ita matice
Ui, Uz, ..., Upp_q), kde up(i,j) je délka nejkrat3i cesty z i do
J, kterd ma nejvyse p hran.

@ vypocet vychazi ze vztahu
up(i,j) = min{up-1(/, k) + aj}-

@ jde vlastn& o "upravené umociiovani” Ag (ndsobeni — s&itani,
s¢itdni — minimum)
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Floyd-Warshalliiv algoritmus (all pairs shortest paths)
o v &ase O(n®) vypotte vzdalenosti mezi véemi vrcholy

@ vychazi z matice A délek hran a postupné po&ita matice
Uo, Ur, ..., Uy, kde uk(i,j) je délka nejkratsi cesty z i do j,
kde cesta prochdzi pouze vrcholy z {1,2,..., k}.

@ vypolet vychazi ze vztahu

Uk(i,j) = min{uk—l(ia_j)a Uk_l(i, k) + Uk_l(k,j)}.
o je efektivn&jsi nez "upravend mocnina” Ag (nasobeni —
stitani, s¢itani — minimum) — ta je totiz O(n*), resp.
(optimalizovana) O(n®log n).
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© Eulerovské grafy a hamiltonovské kruznice



Eulerovské grafy a hamiltonovské

Grafy jednim tahem

Jisté se kazdy setkal s détskou h¥ickou
Nakresli obrazek jednim tahem.

V ¥eli grafll to znamend najdéte sled, ktery projde vSechny hrany
pravé jednou a kaZdy vrchol alespori jednou.
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Grafy jednim tahem

Jisté se kazdy setkal s détskou h¥ickou
Nakresli obrazek jednim tahem.

V ¥eli grafll to znamend najdéte sled, ktery projde vSechny hrany
pravé jednou a kaZdy vrchol alespori jednou.

Sled, ktery prochazi pravé jednou vemi hranami a zadind a konéi
v jednom vrcholu, se nazyvd uzavieny eulerovsky tah.

Graftim, které takovy sled p¥ipousti fikime eulerovské.
Hovofime rovn&Z o (neuzavieném) eulerovském tahu, kde
vypoustime pozadavek na stejny vychozi a cilovy vrchol.




Eulerovské grafy a hamiltonovské

Terminologie odkazuje na klasicky p¥ibéh o sedmi mostech ve
mésté Krilovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit
na prochdzce kazdy pravé jednou a diikaz nemoZnosti takové
prochazky od Leonharda Eulera z roku 1736.
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Terminologie odkazuje na klasicky p¥ibéh o sedmi mostech ve
mésté Krilovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit
na prochdzce kazdy pravé jednou a diikaz nemoZnosti takové
prochazky od Leonharda Eulera z roku 1736.

Situace je znazorné&na na obrazku. Nalevo dobovd mapa, napravo
odpovidajici (multi)graf. Vrcholy tohoto grafu odpovidaji ,souvislé
pevning”, hrany mostdim.




Eulerovské grafy a hamiltonovské

Kupodivu je obecné Fedeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.
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Kupodivu je obecné Fedeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v .G maji sudy stuper.

Podminka je zfejmé nutna.
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Kupodivu je obecné Fedeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v .G maji sudy stuper.

Podminka je zfejmé nutna.
Dostate¢nost podminky se ukaZe sporem uvazenim tahu v G
maximalni moZné délky. O
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Kupodivu je obecné Fedeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v .G maji sudy stuper.

Podminka je zfejmé nutna.
Dostate¢nost podminky se ukaZe sporem uvazenim tahu v G
maximalni moZné délky. O

Dusledek

Graf Ize nakreslit jednim tahem pravé tehdy, kdyZ ma vSechny
stupné vrcholii sudé nebo kdyZ existuji pravé dva vrcholy se
stupném lichym.
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@ Urcete nejmensi polet mostl, které je tfeba v Kralovci
pFistavét, aby byl graf eulerovsky.

@ Jaka je situace v Kaliningradu nyni (od dob Eulerovych
doznalo zejména plisobenim valek m&sto mnoho zmén)? Byl
by dnes schopen Euler svoji prochdzku realizovat?
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Eulerovské orientované grafy

Orientovany graf (V/, E) nazveme eulerovsky, jestlize v ném
existuje uzavreny orientovany tah, ktery obsahuje kazdou hranu
pravé jednou a kazdy vrchol aspoii jednou.

Orientované eulerovské grafy lze rovnéz velmi dobte
charakterizovat. K tomu ovSem potfebujeme nékteré nové pojmy.

Definice

Orientovany graf nazveme vyvdZeny, jestlize pro kazdy jeho vrchol
v plati deg, (v) = deg_(v).

Symetrizaci orientovaného grafu (V, E) nazyvdme neorientovany
graf (V,E), kde

E = {{x,y};(x,y) € Enebo(y,x) € E}.
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Orientovany graf G je eulerovsky pravé kdyZ je vyvdZeny a jeho
symetrizace je souvisly graf (tj. graf G je slabé& souvisly).

Analogicky jako v neorientovaném pFipadé. [
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Problém &inského postaka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezeni
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratsi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souasnosti mnoho praktického vyuZiti
(analyza DNA, smérovani robotl, svoz odpadu, ...).
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Problém &inského postaka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezeni
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratsi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souasnosti mnoho praktického vyuZiti
(analyza DNA, smérovani robotl, svoz odpadu, ...).

Z¥ejmé je v p¥ipadé, Ze graf G je eulerovsky, nejkrat$im takovym
sledem pfFisludny eulerovsky tah.

V opaéném pfFipadé nutné graf obsahuje sudy pocet vrcholi lichého
stupné. Tento graf je tfeba pfiddvanim hran doplnit na eulerovsky
(multi)graf (pozd&ji ukdZeme, Ze v pFipad& stromii to znamend
nutnost zdvojeni viech hran). Snadno lze ukézat, Ze to lze udélat
v polynomidlnim &ase jak v orientovaném, tak neorientovaném
pFipad&, v pfipadé multigrafi je to viak problém NP-upiny.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny pozadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kaZzdym vrcholem (tj. zdrovei nejvy3e jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny pozadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kaZzdym vrcholem (tj. zdrovei nejvy3e jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
Zatimco (zdanlivé podobng sloZity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
NP-upiny problém.

V praxi je oviem problém nalezeni hamiltonovské kruznice (&i jeho
modifikace — nap¥. problém obchodniho cestujiciho) podstatou
mnoha problémi v logistice, je proto asto zddouci nalezeni i
suboptimalniho Yeseni (v p¥ipadé problému obchodniho
cestujiciho).
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P¥iklad (Icosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvoreném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvandactisténu) — viz http://
www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton. jpg

Existuje hamiltonovska kruZnice v Petersenové grafu?
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P¥iklad (Icosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvoreném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvandactisténu) — viz http://
www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton. jpg

Existuje hamiltonovska kruZnice v Petersenové grafu?

Véta (Dirac (1952))

Ma-li v grafu G s n > 3 vrcholy kaZdy vrchol stuperi alespoii n/2,
je G hamiltonovsky.

Véta (Ore (1960))

Ma-Ii v grafu G s n > 4 vrcholy kaZda dvojice nesousednich
vrcholii soucet stuprid alespori n, je G hamiltonovsky.

A
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G pfidanim v8ech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.
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sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))
Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je cl(G) hamiltonovsky.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G pfidanim v8ech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))

Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je cl(G) hamiltonovsky.

Je vidét, Ze Oreho (a tedy i Diracova) véta je trividlnim disledkem
této véty.
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