Matematika 111, 2. cviceni

Limity funkci vice proménnych

Pro pocitani limit % a o2 nemame k dispozici Zddnou analogii L’Hospitalova pravidla, musime
tedy pouzivat rtuzné vipravy. Rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkce dvou
proménnych spo¢iva v odlisnosti okoli limitniho bodu: u funkce jedné proménné se k tomuto
bodu muzeme blizit jen po piimce, tj. ze dvou stran (pak ma funkce limitu v bodé, pokud existuji
obé jednostranné limity, které se rovnaji), ale u funkce dvou a vice proménnych se k limitnimu
bodu muzeme blizit nekoneéné mnoha zpusoby (po piimkach, parabolach, ... ). Existence limity
v daném bodé znamend, ze nezalezi na cesté, po které se k danému bodu blizime. Pokud tedy
dostaneme ruzné hodnoty limity pro ruzné cesty, limita v daném bodé neexistuje. V nasledujicich
prikladech vypocitejte limity, piipadné dokazte, ze neexistuji.

Ndpovéda. Pokud po dosazeni limitnich bodu nevyjde neuréity vyraz, muzeme tyto limitni body
dosadit. Pokud vyjde neurcity vyraz, muzeme zkouset ruzné postupy:

(1) rozlozit ¢itatel nebo jmenovatel na sou¢in podle néjakého znamého vzorce a pak by se néco
mohlo vykratit;

(2) rozsifit citatel i jmenovatel nééim vhodnym podle néjakého znamého vzorce a pak by se
néco mohlo vykratit;

(3) ohrani¢eny vyraz — 0’ 0-

= (ohraniceny vyraz) = 0;

(4) pouzit vhodnou substituci, po které bychom dostali limitu jedné proménné;

(5) prevést limitu dvou proménnych do polarnich soufadnic

T = rcosy,

Yy =rsing

(je-li v limité vyraz 22 + y?, polarni soufadnice vétsinou funguji, protoze pak dostaneme
jednodussi vyraz z2 + y2 = 12 cos? p + r?sin? ¢ = r2(cos? ¢ + sin? p) = 72, ktery nezdvisi
na @);

(6) zvolit y = kz (k limitnimu bodu [0,0] se blizime po piimkéch, v pfipadé jiného lim-
itnfho bodu je potieba drobn4 tiprava, aby pifmky limitnim bodem prochézely), y = kx?
(k limitnimu bodu [0,0] se blizime po parabolich, v piipadé jiného limitniho bodu je
opét potieba drobnd tprava), piipadné jinak vhodné parametricky nahradit z = f(k) a
y = g(k), a pokud bude hodnota limity zaviset na parametru k, limita neexistuje; tento
postup lze pouzit pouze k dikazu neexistence limity, nikoliv k vypoctu jeji hodnoty za
predpokladu, ze existuje!

Pf'iklad 14. lim(a%y)*)(eg’l) 1117$
Vysledek. 2.
Priklad 15. lim, ) (1.0 Yoo

Ndpovéda. Rozlozte jmenovatel na sou¢in podle vzorce pro rozdil druhych mocnin.
Vysledek. %.

Priklad 16. lim(, ) (1,00) oo



Napovéda. Pouzijte postup (3).
Viysledek. 0.

Piiklad 17. lim(, ) (0,2) etv—1

xT

Ndpovéda. Rozsitte zlomek vyrazem % a pouzijte substituci t = zy (protoze (z,y) — (0,2), bude
t —0).

Vysledek. 2.

Piiklad 18. lim o

z,y)—+(00,00) FItyT
Ndpovéda. Prevedte do polarnich soufadnic x = rcos ¢,y = rsing a protoze (z,y) — (0o, 0),
bude r — oo, ¢ € (0, 7).
Visledek. 0.

2 2

Priklad 19. lim(, ) 0,0 S

Ndpovéda. Zvolte dvé ruzné parametrizace, prvni bude y = 1 — €%, druhd bude y = =x.

Vysledek. Pro prvni parametrizaci vyjde hodnota limity —4, pro druhou vyjde 0, takze limita
neexistuje.
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Priklad 20. hm(a:,y)ﬁ(0,0) @
Ndpovéda. Preved'te do poldrnich souradnic, kde r — 0, ¢ € (0, 27).

Visledek. cos2yp, zalezi tedy na tom, odkud se k bodu [0, 0] blizime, tudiz limita neexistuje.

Piiklad 21. lim(, ), (oo00) (7222)"

Ndpovéda. Preved'te do poldrnich souradnic, kde r — oo, ¢ € (0, 5)
Vijsledek. 1 pro ¢ = 7, ale pro ¢ # 7 vyjde 0, takze limita neexistuje.

Tty

Priklad 22. lim(x,y)%(l’l)

Vijsledek. /2.

cc2+y2

Pf'ﬂ(lad 23. lim(l"y)_)(ao) 7\/;@_1

Vysledek. 2.
Priklad 24. lim, ) (0,0 xy? cos :pTl/?

Vysledek. 0.

sin zy
T

Priklad 25. ]im(%y)_)(og)
Vysledek. 0.

13+y3

Priklad 26. lim(, ) (0,0 oy

Viysledek. 0.
Priklad 27. hm(ﬁi,y)—)(oo,oo) ({I;2 —+ yQ)ef(ery)

Vysledek. 0.
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Priklad 28. lim(, ;)01 (1+ )7
Vysledek. e.

Piiklad 29. lim(, ) (0,0) 37157

Vysledek. Neexistuje.

1—cos(z2+y?)

Priklad 30. lim(x7y)_>(070) @ +0)ay

Vysledek. Neexistuje.

Priklad 31. Dokazte, Ze lim(, ) (0,0)

y C,
Ty neexistuje.

Ndpovéda. Zvolte y = kx?, tedy k bodu [0, 0] se budeme blizit po parabolach.

Piiklad 32. Pomoci svazku primek prochdzejicich limitnim bodem dokazte, Ze ndsledugjici limita
neeristuje:
. 2v+zy—y—2
lim .
(@y)—=(1,-2) 22 +y2 —2x + 4y +5

Ndpovéda. Piimky ze svazku maji rovnice y = kx + ¢, vyjadiete ¢ v zavislosti na k tak, aby
odpovidajici pfimky prochazely bodem [1, —2].

Vysledek. Limita vyjde rovna H%’ coz zavisi na k, limita je tedy zavisld na sméru, ze kterého
se blizime k limitnimu bodu, takze limita neexistuje.
Spojitost funkci vice proménnych

Funkce je spojitd v bodech, ve kterych m4 vlastni limitu (tj. limita existuje a je ruzna od +o0),
ktera je rovna funkéni hodnoté.

Priklad 33. Urcete body, v nichz nent spojitd funkce f(z,y) = ng_;?zl
Vysledek. Kruznice k([0,0];1).
Ptriklad 34. Urcete body, v nichz nent spojitd funkce f(z,y) = %
Vijsledek. Mnozina bodu {[z,z + (2k +1)5];z € R, k € Z}.
Priklad 35. Urcete body, v nichZ neni spojitd funkce
Tty 0,0
f([B y) _ x2+y2 pro [xay] 7é [ ’ ]7
70 ol = 0.0)

Visledek. Funkee je vSude spojitd, véetné bodu [0, 0].



