Matematika 111, 4. cviceni

Diferencial, aproximace, tecna rovina

Pro funkci jedné proménné y = f(x) je diferencidl v bodé xy ddn vztahem df (x) = f'(x¢)dx.
Pro funkci dvou proménnych f: R? — R plati df (x,y) = f.(x,y)dx + fy(z,y)dy, diferencial v
pevném bodé [z, yo] je

df (zo,y0) = fr(z0,0)(x — z0) + f,(x0,40)(y — v0) = fr(x0,y0)dx + f,(x0,y0)dy.
Pomoci diferencidlu se uréi rovnice teéné roviny ke grafu funkce f(x,y) v bodeé [zg, yo, f(x0,y0)]:

z= f(xo,y0) + fr(z0,90)(x — x0) + fy(z0,90)(y — v0) (= f(w0,%0) + df (x0,%0)).

V okoli bodu dotyku te¢né roviny muzeme tedy piiblizné vypocitat funkéni hodnoty (misto
presné funkéni hodnoty vezmeme hodnotu z teéné roviny):

f(x,y) = f(xo,90) + df (x0,y0) = f(0,90) + fr(20,90)(x — 20) + fy(x0,%0) (¥ — ¥o)-

Analogicky se pomoci parcidlnich derivaci prvntho fadu uréi vztahy pro diferencidl a teénou
nadrovinu funkce vice proménnych.

Diferencial

Priklad 57. Urcete diferencidal funkce f(x,y) = arctg f_‘;% v bodé [v/3,1].

Vijsledek. df (v/3,1) = jdx + 3dy.

Piiklad 58. Urcete diferencidl funkce f(x,y) = arcsin \/a:;cTy? v bodé [1,/3].

Vigsledek. df (1,v/3) = Y2dz — Ldy.
Pi#iklad 59. Urcete diferencidl funkce f(z,y) = zy + % v bodé [1,1].
Visledek. df(1,1) = 2dzx.

Ptiklad 60. Vypoctéte diferencidl funkce f(x,y,z) = 2% sinyarctg z v bodé [—4, T, 0] pro dx =
0,05,dy = 0,06 a dz = 0,08.

Vijsledek. df (—4,%,0) = 0dz + 0dy + 1dz = 0,005.

Aproximace
Priklad 61. Pomoci diferencidlu priblizné vypoctéte /2,982 + 4,052,
Vysledek. 5,028.

1,02
0,95

Piiklad 62. Pomoci diferencidlu priblizné vypoctéte arctg

Ndpovéda. Zvolte funkci arctg %, To =1y = 1.
Vysledek. 7 + 0,035.

Piiklad 63. Pomoci diferencidlu priblizné vypoctéte In(0,97% + 0,052).

Ndpovéda. Zvolte funkci ln(x2 + y2), x9 = 1,99 = 0.
Viysledek. —0, 06.



Piiklad 64. Pomoci diferencidlu priblizné vypoctéte arcsin ?’gg.

Ndpovéda. Zvolte funkci arcsin %, xg=0,5,990 = 1.

Visledek. § — 7.

Piiklad 65. Pomoci diferencidlu priblizné vypoctéte 1,0

42,02

Ndpovéda. Zvolte funkci ¥, xg = 1,y9 = 2.
Vysledek. 1,08.

Piiklad 66. O kolik cm? se priblizné zméni objem kuZele s polomérem podstavy r = 10 cm a
vyskou v = 10 cm, zvétsime-li polomeér podstavy o 5mm a viysku o 5 mm zmensime?

Napovéda. Pouzijeme funkci pro objem kuzele V (r,v) = %m“zv, ro = 10,v9 = 10, chceme spocitat

V(10,5;9,5) — V(10; 10).
50 3

Vijsledek. Objem kuzele se zvétsi asi o S mem®.

Tecna rovina

Piiklad 67. Urcete rovnici teéné roviny ke grafu funkce f(x,y) = /1 — 22 — y2 v bodé [0, Yo, 20)
E]

Vysledek. = +y+ z = /3.

Priklad 68. Urcete rovnici teéné roviny ke grafu funkce f(x,y) = e +9° 4 bodé [0, Yo, 20] =
[0,0,7].

Vysledek. zg =1,z = 1.

Piiklad 69. Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce f(x,y) = x? + 2y + 2y* v bodé
[SUQ, Yo, ZO] - [17 17 ?]
Vysledek. zg = 4,3z + 5y — z = 4.

Piiklad 70. Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce f(x,y) = arctg £ v bodé [z, yo, 20| =
[1,-1,7.

Viysledek. 2o = — 7§,z +y — 2z = 3.

Piiklad 71. Na kuZelosecce k o rovnici x? + 3y®> — 2z + 6y — 8 = 0 najdéte vsechny body, v
nichz je normdla k této kuzelosecce rovnobéind s osou y. Pro kazZdy nalezeny bod zapiste obecnou
rovnici tecny k dané krivce v tomto bodé.

Visledek. [1,1] a [1,—3], rovnice tecen jsou y = 1, resp. y = —3.

Piiklad 72. Na kuZelosecce o rovnici 3z + 6y> — 3x + 3y — 2 = 0 najdéte viechny body, v
nichZ je normadla k této kuZelosecce rovnobézind s osou prvniho kvadrantu. Pro kaZdy nalezeny
bod zapiste obecnou rovnici te¢ny k dané krivce v tomto bodé.

Vysledek. Hledané body tedy jsou [4/3,1/6] a [-1/3, —2/3], obecné rovnice tecen ke kuzelosecce
v téchto bodech jsou z +y = 3/2, resp. z +y = —1.

Piiklad 73. Na kuZelosecce o rovnici 2 + xy + 2y — = + 3y — 54 = 0 najdéte viechny body, v
nichz je normdla k této kuzelosecce rovnobéznd s osou x. Pro kazZdy nalezeny bod zapiste obecnou
rovnici tecny k dané krivce v tomto bodé.
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Viysledek. Hledané body tedy jsou [—7, 1] a [9, —3], obecné rovnice tecen ke kuzeloseéce v téchto
bodech jsou x = —7, resp. x = 9.

Piiklad 74. Na grafu funkce tri proménnyjch uw = f(z,y,z) dané predpisem u = x\/y? + 22
najdéte bod, v némz je teénd nadrovina k tomuto grafu rovnobézind s rovinou o rovnici x + y —
z—u=0.

Vysledek. Zadani spliuji dva body: [\/i, 1/V2, —1/\/5, \/§] a [—\/5, —1/\@, 1/\[, —\/5]

Piiklad 75. K elipsoidu o rovnici x> + 2y® + 22 = 1 ved'te teéné roviny rovnobéziné s rovinou o
rovnict * —y + 2z = 0.

Ndpovéda. Rovnici teéné roviny k elipsoidu uréime pomoci parcidlnich derivaci funkce z = z(x, y)
dané implicitné rovnici elipsoidu 22 4 2y? + 22 = 1. Pak normalovy vektor k elipsoidu v bodé
[z0, Yo, 20] bude (z(z0,yo), z;(:vo, Yo), 1). Tento vektor musi byt rovnobézny s normélovym vek-
torem (1, —1,2) zadané roviny, tudiz (2z;(x0, v0), 2z, (w0, ¥0),2) = (1, —1,2). Z toho dostaneme
2xg = zg9,4y0 = —zp a po dosazeni do rovnice elipsoidu dostaneme dva body dotyku hledanych
teér.lych rovin: [\/%, —\/%, \/%] a [—\/%, —i—\/%, —\/%]. Odtud uz snadno ur¢ime rovnice te¢nych
rovin.

Vysledek. Hledané te¢né roviny maji rovnice x — y + 2z = :l:%.

Taylortv polynom funkce vice proménnych, aproximace

Ptipomenime, ze Taylorav polynom stupné n € N funkce jedné proménné f: R — R se stfedem

v bodé z¢, ve kterém existuji vlastni derivace f'(xq), f”(zo),. .., f™(x0), je polynom
e () (g
T, (a320) = £(z0) + F(ao)a — 20) + L0 (@ — g2 oy T gy

Méme-li funkci dvou proménnych f: R? — R, kterd mé v bodé [zg,yo] a néjakém jeho okolf
spojité parcidlni derivace az do fddu n + 1 vcetné, pak pro kazdy bod [z, y] z tohoto okoli plati
f(z,y) = Th(z,y) + Ru(z,y), kde

To(x,y) = f(z0,90) + fz(20,90)(x — x0) + fy (0, y0)(y — yo)+

%[fé’x(xo? o) (x = 20)? + 24, (w0, 40) (= — 20) (¥ — 1) + F1y (w0, 90)(y — o)} +
et n! Z ( )8:r” jayj( z0,0)(x — 20)" " (y — yo)’

je Tayloruv polynom stupné n funkce f se stfedem v bodé [zg,yo] a R,(z,y) je zbytek. Pro
funkci vice proménnych se Tayloruv polynom uréi analogicky, napi. pro funkci t¥{ proménnych
vypada ¢len s druhymi derivacemi takto:
1
E[f;;lm('xO? Y0, 20)(x — 20)* + f,(x0,%0, 20) (¥ — ¥0)* + f2= (20, Yo, 20)(z — 20)*+
+2f¥y($oay0, 20)(x — 20)(y — yo) + 22 (0, Yo, 20) (x — o) (2 — 20)+
+2 £y (0, 90, 20) (¥ — yo) (2 — 20)]-

Tayloruv polynom muzeme (stejné jako u funkei jedné proménné) vyuzit k pribliznému vypocétu
funkénich hodnot.
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Taylortv polynom

Priklad 76. Urcete Tayloruv polynom 2. stupné funkce f(x,y) = sinxsiny se stredem v bodé
h@vyd = m7oy

Visledek. To(z,y) = 7 -2+ 1(z — 0)(y — 0) = ay.

Priklad 77. Urcete Tayloriv polynom 2. stupné funkce f(x,y,z) = z% se stiedem v bodé
[x07y0720]::[171aly

Vysledek. Ty(z,y,2) =1+ (z—1)+(x—1)(y —1) — (z — 1)(z — 1).

Piiklad 78. Uréete Tayloriv polynom 2. stupné funkce f(x,y) = In /22 + y? se stredem v bodé
h@vyd - u71}

Visledek. Ty(x,y) = 1n72 + %(:c -1+ %(y —-1) - %(x —1)(y—1).

1+x+y

1 se stredem v bodé
—z+y

Ptriklad 79. Urcete Tayloriv polynom 2. stupné funkce f(x,y) = arctg
[0, yo] = [0,0].

Vijsledek. To(z,y) = § + o — %L

cos &
cosy

Priklad 80. Urcete Tayloruv polynom 2. stupné funkce f(x,y) = se stredem v bodé

[$0,y0]::[070]
2
Visledek. To(x,y) =1 — %2 + £

x
Te+y

Priklad 81. Urcete Tayloriv polynom 2. stupné funkce f(z,y) = arcsin se stredem v
bodé [zo,yo] = [0, 1].

Vysledek. Ty(z,y) =z —xz(y — 1).

2

Piiklad 82. Necht je funkcey = y(z) ddna v okoli bodu [1,1] implicitné rovnici y3—2xy+x? = 0.
Urcete Tayloruv polynom 2. stupné této funkce v bodé xg = 1.

Visledek. y(1) = 1,¢/(1) = 0,y"(1) = —2, tudiz Tor(z) = 14+0(z—1)+5(-2)(z—1)? = 1—(2—1).

Aproximace

Piiklad 83. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné priblizné vypoctéte \/m
Viysledek. 5,0282116.

Piiklad 84. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné priblizné vypoctéte 1,04%92,

Napovéda. Zvolte funkei f(z,y) =¥, 20 = 1,y0 = 2.

Vijsledek. 1,04292 = 1,0824. Na strané 2 jsme pomoci diferencidlu ziskali pfibliznou hodnotu
1,08, piesnd hodnota je 1,082448755... Opét jsme tedy ziskali mnohem lepsi aproximaci oproti

vvvvvv

1,04
0,98°

Piiklad 85. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné priblizné vypoctéte arctg
Ndpovéda. Zvolte funkci f(z,y) = arctg %,xg =1,y =1.

Vysledek. arctg é:% =7 +0,0297.

Piiklad 86. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné priblizné vypoctéte sin 29° tg 46°.

us

Ndpovéda. Zvolte funkci f(x,y) = sinztgy, xo = §,y0 = 7, musime pocitat v radidnech, nikoliv

ve stupnich!

Vijsledek. sin29° tg46° = 1 + Q_Qﬁﬁ +(3 - \/3)%_
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