Matematika 111, 6. cviceni

Absolutni extrémy funkci vice proménnych na kompaktni mnoziné

Na kompaktni (tj. uzaviené a ohrani¢ené) mnoziné M nabyva funkce f svych absolutnich
(globdlnich) extrémi bud ve stacionarnich bodech lezicich v M nebo na hranici mnoziny M.
Pfi uréovani absolutnich extrému funkce f postupujeme takto:

(1) uréime stacionarni body uvniti M, pripadné body, ve kterych néjaka parcidlni derivace
funkce f neexistuje;

(2) vysetiime funkei f na hranici M;

(3) vybereme nejvétsi a nejmensi dosazenou funkéni hodnotu.
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zpusobem:

Na ¢astech M; hranice M si vyjadiime y pomoci x nebo naopak (hranici M rozdélime na
takové ¢dsti M;, aby vyjadieni jedné proménné pomoci druhé nebylo moc komplikované), a to
pak dosadime do predpisu funkce f, ¢imz pro kazdou ¢ast M; dostaneme novou funkci g; jedné
proménné. U kazdé funkce g; urc¢ime také uzavieny interval (protoze M je uzaviena, bude také
interval uzavieny), ze kterého je proménnd této funkce, a na tomto intervalu vysetiime funkei g;,
tj. uré¢ime funkéni hodnoty funkce g; v krajnich bodech intervalu, v jejich staciondrnich bodech
lezicich uvnitf intervalu a pfipadné v bodech uvnitf intervalu, ve kterych neexistuje g;. Tyto
hodnoty funkce g; budou stejné jako hodnoty funkce f v odpovidajicich bodech na hranici M.

Piiklad 98. Urcete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = (222 + 3y2)e_(m2+y2) na
mnoziné M : z% + y? < 4.

Visledek. Nejvétsi hodnota je
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pro [z,y] = [0, £1], nejmensi hodnota je 0 pro [z,y] = [0, 0].

Piiklad 99. Urcete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = 2y — 22 —y*> + 2 +y na
trojuhelniku M ohraniceném soutradnymi osami a primkou x +y — 4 = 0.

Visledek. Jedinym staciondrnim bodem je [1,1], v némz je absolutni maximum f(1,1) = 1.
Absolutni minimum —12 je v bodech [4, 0] a [0, 4] lezicich na hranici.

Piiklad 100. Uréete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 2%+ 2xy + 2y* — 3z — 5y na
trojuhelniku M s vrcholy A =10,2],B = [3,0] a C' = [0, —1].

Visledek. Absolutni maximum je 7 v bodé [0, —1], absolutni minimum je —% v bodé [%, 1].
Funkén51’ hodnggyvkgngidatecggna eggrém5jsou: f(é 1) =—1f(0,-1) =17, £(0,2) = =2, £(3,0)
0,f(0,3) = =% f(35:5) = =20, (57 —17) = —17-

Piiklad 101. Urcete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = 222 + 4y?> na mnoziné
M :x? + 4% <09.

Vysledek. Absolutni maximum je 36 v bodech [0, £3], absolutni minimum je 0 v bodé [0, 0].

Piiklad 102. Uréete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 2?4 3zy+y? +2 na mnoziné
M ohranicené grafy funkciy =2 ay = |z|.

Visledek. Absolutni maximum je 22 v bodé [2, 2], absolutni minimum je —2 v bodé [-2, 2].
Piiklad 103. Uréete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 2% + 2wy — 4z + 8y na

mnoziné urcéené podminkami 0 < x < 1,0 <y < 2.
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Visledek. Absolutni maximum je 17 v bodé [1, 2], absolutni minimum je —3 v bodé [1,0].

Priklad 104. Uréete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y,z) = © + 2y + 3z na mnoziné
M:2?+y?<z2<1.

Ndpovéda. Protoze f, = 1, f, = 2, f. = 3, nejsou zddné staciondrni body, tudiz hledané hodnoty
budou na hranici M, tj. na mnoziné M; U My, kde My : 2?2 +y? =2 < 1,My: 2> + 9> < z = 1.
Pro M; méme funkci fi(z,y) = = + 2y + 3(z? + %) na mnoziné Ny : 22 +y? < 1, pro My mame
funkci fo(z,y) =  + 2y + 3 na mnoziné Ny : 22 + y? < 1. Pro funkce dvou proménnych uz to
(snad) umime dofesit.

Vysledek. Absolutni maximum je 3 + % v bodé [%, %, 1], absolutni minimum je —5 v bodé

12
1 1 5
(=6 —3 36)-

V nékterych specidlnich piipadech (pokud napi. umime sestrojit vrstevnice funkce, jejiz
extrémy hleddme, a pokud mnozina, na niz tyto extrémy hleddme, je ,dostate¢né jednoducha*)
muzeme pouzit rychlejsi metodu, kterou si objasnime na néasledujicim piikladu:

Ptriklad 105. Pomoct vrstevnic funkce f(x,y) = x — y urcete jeji nejuétsi a nejmensi hodnotu
na mnoziné M : x> 4+ y?> < 1.

Vijsledek. Absolutni maximum v bodé [1/v/2, —1/+/2], jeho hodnota je v/2, absolutni minimum
v bodé [~1/+/2,1/4/2], jeho hodnota je —/2.

Priklad 106. Pomoci vrstevnic funkce f(x,y) = xy urcete jeji nejuétsi a nejmensi hodnotu na
mnoziné M : |z| + |y| < 1.

], absolutni minimum je —1 v bodech

Vysledek. Absolutni maximum je i v bodech [:I:%,:I:l i

1 1 2

Piiklad 107. Pomoci vrstevnic funkce f(x,y) = 22 — 4z + y? — 4y + 10 urcete jeji nejvétsi a
nejmensi hodnotu na mnoziné M : 2% + 4% < 1.

Vijsledek. Absolutni maximum je 11 + 4v/2 v bodé [~1/v/2, —1/+/2], absolutni minimum je
11 —4v/2 v bodé [1/v/2,1/V/2].

Piiklad 108. Pomoct vrstevnic funkce f(x,y) = |z|+|y| uréete jeji nejvétsi a nejmensi hodnotu
na mnoziné M : (x —1)2 + (y — 1) < 1.

Vijsledek. Absolutni maximum je 2 + /2 v bodé [1 + 1/v/2,1 + 1/v/2], absolutni minimum je
2 —+/2vbodé [1 —1/v2,1—-1/V2].

Jacobiho matice zobrazeni z R? do R? a jeho inverze

Necht F = (f,g) : R?> — R? a piedpoklddejme, ze funkce f,g (tj. slozky zobrazeni F') maji
Jz(z0,90) f§($07y0)>

9% (20,y0) gy (x0,y0)

zobrazeni F' v bodé [z, yo] je reguldrni, tj. det F’'(zq,yo) # 0 (det F'(x0,yo) se nazyvd jacobidn

zobrazeni F' v bodeé [z, yo]). Pak existuje okoli bodu [z, yo], v némz je zobrazeni F' prosté, tudiz
k nému existuje inverzni zobrazeni F~! v okoli bodu F(zg,%0), a pro Jacobiho matici tohoto
inverzniho zobrazeni v bodé [ug, vo] = F(x0,%0) plati (F~1) (ug,vo) = [F'(x0,%0)] " .

v bodé [z, yo] spojité parcidlni derivace a ze Jacobiho matice F’(xq,y0) = (

Piiklad 109. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f, g) : R? — R2, kde f(z,y) = 2> —y?, g(x,y) =
22y (tj. zobrazeni z v 2, wvazujeme-li F jako zobrazeni C — C), prosté v néjakém okoli bodu
[2,1]. V pripadé, Ze ano, urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé F(2,1).
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Vysledek. det F'(2,1) = 20 # 0, tudiz v néjakém okoli bodu [2,1] je F prosté. Déle

N - 1/5 1/10
Piiklad 110. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f, g) : R? — R?, kde f(x,y) = xy, g(x,y) = %,
prosté v néjakém okoli bodu [2,1]. V kladném pripadé uréete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni
F~1 v bodé F(2,1).

Vysledek. det F'(2,1) =

—4 # 0, tudiz F je prosté v néjakém okoli bodu [2, 1]. Déle

evan- (2 1)

Piiklad 111. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R2, kde f(z,y) = V22 + 92, g(x,y) =

xy, prosté v néjakém okoli bodu [0,1]. V kladném pripadé uréete Jacobiho matici inverzniho zo-
brazeni F~1 v bod¢ F(0,1).

Vysledek. det F'(0,1) = —1 # 0, tudiz F' je prosté v néjakém okoli bodu [0, 1]. Déle

o= (] o).

10

Priklad 112. Spocéitejte jacobian funkce F', kterd je transformact dvou proménnijch do poldarnich
soufadnic, a prislusné inverzni transformace.

Ndpovéda. Funkce F je definovana nésledujicim zpusobem:

[z, y] = [\/m, arctg Q} pro x > 0,
x
[z, y] — [m,ﬂ + arctg y} pro z < 0,
x
s
[0,y] = [ngsgn(y)] :

Z polarnich soutadnic nazpét je to F~! : [r,¢] — [rcos @, rsing]. Lépe se bude pocitat, kdyz
napfed uréime jacobidn zobrazeni F~! a z néj pak jacobidn zobrazeni F.

Vijsledek. det(F~') =r,det F' = 1.
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