Matematika 111, 7. cviceni

Integralni pocet funkci dvou proménnych

Pokud lze mnozinu S C R? zadat pomoci spojité funkéni zévislosti souradnic hraniénich bodii
tak, ze pro danou prvni soufadnici (napf. x € (a, b)) umime zadat dvéma funkcemi rozsah dalsi
soutadnice y € (¢(x), ¥ (x)), pak

twpdedy= [ [ty az
I (L

Piiklad 113. Vypoctéte [, 14 (@ + 2ay) dz dy.

Vysledek. %

Piiklad 114. Vypoctéte [[ig 1y, 043z —1)% + (y — 2)* + 2] dz dy.
Visledek. 12.

Piiklad 115. Vypoctéte fol [2(2 — ay) dy de.

Vysledek. %.

Piiklad 116. Vypoctéte fol Jo (zsiny) dy da.

Vysledek. 1.

Piiklad 117. Vypoctéte f;‘ sz m dy dx. (Tip: po néjaké dobé rozlozte na parcidlni zlomky.)
Vysledek. 3In2 — In 3.

Piiklad 118. Zamérnite potadi integrace: f02 fff fz,y)dyde.

Vijsledek. f04 fg\/gf(:n,y) dz dy.
2

Priklad 119. Zamérite poradi integrace: [\ Osm f(z,y) dy dz.

Vijsledek. fol 2 f(z,y) dxdy.

arcsiny
Priklad 120. Spocitejte fo\/g fy\/g y? sin 22 dx dy.

Ndpovéda. Protoze integrél [ sinz?dz neumime vypoéitat, zaméiite nejdifve pofadi integrace a
pak vysledny integral spocitejte pomoci substituce t = z2.
Vysledek. %.

Piiklad 121. Spocitejte I = [[,,8ydxdy, kde M = {[z,y] € R%:z>0,2y > 1,z +y < %}
5_
Ndpovéda. I = ff 27" 8ydyda.
3%

Vysledek. %.

Piiklad 122. Spocitejte ffs xy? dx dy, kde S je plocha v 1. kvadrantu ohranicend grafy funkci
2
y=x ay=2x".

Vysledek. %.

Piiklad 123. Spocitejte [[, 23y dxdy, kde A je plocha v 1. kvadrantu ohranicend grafy funkci
3
y=xay=x".

Visledek. %.
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Transformace souradnic pri integraci

Necht G(z,y): M C R? — R? je prosté, prvky Jacobiho matice G'(x,%) jsou spojité funkce a
det G'(z,y) # 0 pro vsechna [z,y] € M. Pak pro kazdou ,rozumnou® (ptresnéji Riemannovsky
méfitelnou) mnozinu K a spojitou funkei f: G(K) — R plati:

// (s,t)dsdt = // f(G(z,y))| det G'(z,y)| dz dy.

Velmi dtlezitd je transformace do polarnich soufadnic:
r=rcosp, Yy=rsingp,

tj. pro dané r a ¢ dostaneme bod ve vzdélenosti r od pocatku [0, 0], pficemz velikost orien-
tovaného thlu, vedeného v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych rucicek) od osy = k
polopiimce zacinajici v [0, 0] a prochazejici pfes tento bod, je ¢.

Tedy G(r,¢) = [rcosq,rsing] = [g(r,¢), h(r,¢)]. Pak Jacobiho matice zobrazeni G je
G (r,p) = (gT g“") = (Cf’s‘p _Tsm‘p> . Déle jacobian je det G'(r,p) = rcos?p + rsin?p = r.

h!. h:@ sinyp rcose
Protoze polomér r > 0, je |det G'(r,¢)| = |r| = r. Transformace do poldrnich soufadnic je
obvykle vyhodnd, pokud je mnozina, pfes kterou integrujeme, kruhem, mezikruzim, kruhovou
vyse¢i nebo né¢im podobnym.
Neékdy je lepsi pouzit transformaci do poldrnich soufadnic se stiedem v bodé [a,b] (obvykle
v piipadech, kdy je mnozina, pies kterou integrujeme, podobnd kruhu se stredem v bodé [a, b])

misto vyse uvedené transformace se stiedem v bodé [0, 0]:
r=rcosp+a, y=rsing+b>.

Snadno si muzete ovéfit, ze jacobidn této transformace je opét r. Pfipustné hodnoty novych
proménnych jsou r € (0,00), ¢ € (0, 2m).

Zduraznéme zejména, ze transformace pii vypoctu integrala vice proménnych vybirdme podle
tvaru mnoziny, pres kterou se integruje, nikoliv podle integrované funkce, jako je tomu u integrala
jedné proménné!

Piiklad 124. Pomoci prechodu k poldrnim soutadnicim zjednoduste dvojny integral

I—// x2+y)dmdy,

kde M : x? + 3> < 1.
Viysledek. 2w fol rf(r)dr
Piiklad 125. Spocitejte integrdl

// V(e —1)2 + (y + 1)2dzdy,

kde M :1 < (x—1)24+ (y+1)2<

Napovéda. M je mezikruzi se stiedem [1,—1], tudiz pouzijeme polarni soufadnice se stiedem
[1,-1].

Visledek. 12

Piiklad 126. Uzitim transformace v = xy,y = v spoctéte I = [, 22y? dx dy, kde mnozina A
je ohranicena krivkami xy = %, Yy =2,2y =x,y = 2z, pricemZ x,y > 0.

20



Vijsledek. Transformace x = /%,y = /uv,det G'(u,v) = 2—11), meze: u € (%,2>,v € <%,2>,I =
% In 2.

Piiklad 127. Uzitim transformace v = xy,v = % spoctéte I = ffA Vzydz dy, kde mnoZina A
je ohranicena kiivkami y? = 2z, y? = x,xy = 1,y = 2.

Napovéda. Neni potieba vyjadiovat transformaci G : x = f(u,v),y = g(u,v). Sta¢i uvazovat
inverzni transformaci G™! : u = zy,v = y;, nebot G o G~ = id, tudiz det G’ - det(G~ 1) =

det(}9) =1aztoho det G'(u,v) = m, piicemz pravou stranu rovnosti budeme muset

prevést do proménnych u, v.

Vijsledek. det(G—YY (z,y) = %,det G (u,v) = 3%, meze: u € (1,2),v € (1,2),I = %(2\[—
1)In2.

Piiklad 128. Vypoctéte integrdl [[,2(z?® +y?)dA, kde A:1<a?+y* <4,y > |z|.

Ndpovéda. Prevedte do polarnich soutradnic.

Vijsledek. L.
Priklad 129. Vypoctete [; [¥ )" dydz.

Ndpovéda. Transformujte do polarnich souradnic.

Vijsledek. 3.

v~

Integraly muzeme vyuzit napiiklad pii vypoctu néasledujicich véci:

// dz dy,
A

(2) hmotn4 desticka majici plochu A a hustotu v bodé [z, y] danou funkei o(x, y) mé hmotnost

M= //A o(w, y) dz dy,

(3) hmotna desticka majici plochu A a hustotu v bodé [z, y] danou funkeci o(z, y) ma souradnice

téezisteé [xo, yo| dané vztahy

1 1
Ty = M//A ro(z,y)drdy, yo= M//A yo(x,y)de dy.

Piiklad 130. Urcete obsah mnoZiny A ohranicené krivkami x = y? a x = 4y® — 3.

(1) obsah plochy A je

Vysledek. 4.

1

Piiklad 131. Urcete obsah rovinného obrazce omezeného krivkami o rovnicich v = 0, y = -,

y=8ay=4z.
Vysledek. % +2In2.
Piriklad 132. Mdme desticku ve tvaru rovnoramenného pravouhlého trojuhelnika s preponou

délky 1, jejiz hustota je primo umérnd vzdalenosti od jedné z odvésen a v protéjsim vrcholu je
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Ndpovéda. Uvazujte trojihelnik s vrcholy [0,0],[1/v/2,0],[0,1/v/2].

TR T
Vysledek. M = %,:po = gjyg = foﬁ foﬂ 2v/2y% dy dz = g,T = [%,g].

Piiklad 133. Urcete souradnice tézisté homogenni desticky ohranicené grafy kiivek y = 2% a

z+y=2.

Vysledek. T = [—%, %]

Piiklad 134. Urcete soufadnice tézisté desticky, ohranicené grafy krivek y = 22 a x +y = 1,
je-li hustota v bodé [x,y] rovna jeho vzddlenosti od osy y.

Vijsledek. T =[5, 3].

Piiklad 135. Urcete soutadnice tézisté T kruhové desticky x° + y? < a?, kde a > 0, je-li jeji
hustota v daném bodé primo umeérnd vzddlenosti tohoto bodu od bodu [a, 0] (pro vypocet muzeme
vzit hustotu rovnu ¢ krdt zminénd vzddlenost).

Ndpovéda. Uzijte transformaci x — a = rcosp,y = rsiny, tj. poldrni soufadnice se stiedem
[a, 0].

Visledek. M = 32%°¢ 7 = [-2 ().
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