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Rezy v grafu

Rez v grafu

Neformalné:
e ,Rozfiznuti" grafu napfi¢ hranami (nikoliv skrz vrcholy) na
dvé poloviny.

@ Rozdéleni vrcholl na dvé &asti.

Rezem v grafu G = (V, E) nazyvdme rozklad mnoZiny V na 2

podmnoZiny P, P.

Jelikoz se jednd o rozklad, plati:

PNP=0,PUP=V



Rezy v grafu

Rezy v grafu

V kazdém grafu existuje 2/VI=1 fezi.

Obrazek: Priklady fezil v grafu jsou vyznaceny Carkované.



Rezy v grafu

Hrany kfizujici rezy

Necht fez C déli vrcholy na mnoziny P, P. O hrandch (u, v),
Jejichz jeden vrchol lezi v P a druhy nikoliv, fikime Ze kfizuji rez C.

Obréazek: Hrany krizujici fez C jsou vyznadeny modre.



Rezy v grafu

Vaha rezu

Vahou rezu v hranové neohodnoceném grafu oznacujeme pocet

hran, které tento rez kriZuji.
V' hranové ohodnoceném grafu se vahou rozumi soucet ohodnoceni

vSech hran kriZujicich tento rez.

Obrazek:



Rezy v grafu

Minimalni a maximalni rez

Minimalnim rozumime takovy fez v grafu, jehoZ vaha je minimaini.
Maximalini rez je naopak ten s maximalni vahou.

Minimalni fez v grafu maze byt nalezen v ¢ase polynomidlnim vici
velikosti grafu. Naopak, problém maximalniho fezu je NP-(plny.
Obrazek



Toky v siti

Siti nazyvdme orientovany, hranové ohodnoceny graf G = (V, E).
Hodnotici funkce c : E — R definuje tzv. kapacitu hrany.

V siti jsou definovany dva vyznacné vrcholy — zdroj a stok
(vylevka, sink).

Sité jsou vhodnymi reprezentacemi redlnych siti — napt. Zelezni¢ni,
silni¢ni, vodovodni — nebo pocitacové. Kapacita hrany potom
reprezentuje napf. propustnost linky. Zdroj a vylevka mohou
odpovidat pfijimajicim a odesilajicim uzltim.



Toky v siti

Toky v siti

Na hrané mize byt definovan také tok, reprezentujici napr.
mnozstvi dat aktudlné prenasenych konkrétni linkou pocitacové
sité.

Tok je hodnotici funkce tvaru f : E — R.

Tok musi spliiovat nasledujici vlastnosti:
@ Pro vsechny hrany e plati f(e) < c(e).

@ Pro vsechny vrcholy plati (vyjma zdroje a stoku)
tzv. Kirchhoffiiv zdkon — soucet vSech tokl vstupujicich do
vrcholu je roven souctu vsech tokl z vrcholu vystupujicich.

@ Ze zdroje vychazi vétsi soucet tok( nez do néj vchazi a stejny
rozdil je mezi souctem tokil do stoku vchézejicich a z néj
vychazejicich.

Hodnota c(v) — f(v) definuje rezidudini kapacitu hrany. Rezidualni
kapacity hran tvori rezidualni sit.



Toky v siti — priklad

Obrazek



Toky v siti

Velikost toku

Velikost toku znadime F(f). Velikost toku od zdroje ke stoku
definujeme jako mnozstvi toku, které vznika ve zdroji s.

F(fy= Y fle)— > fle)

ecE*(s) ecE—(s)

E*, E~ oznaluji v tomto ptipadé (a dale) soulet toki vstupujicich
do vrcholu, resp. vystupujicich z néj.
Obrazek



Toky v siti

Velikost toku pres rez

Necht Fez C déli vrcholy grafu na mnoziny P, P. Oznac&ime jej Cp.
Dale necht zdroj toku nélezi do mnoziny P a stok nikoliv. Potom
ma smysl definovat velikost Fp toku pres fez Cp jako rozdil mezi
velikosti toku na hranach vedoucich z mnoziny P a velikosti toku
na hranach vedoucich do této mnoZiny. Rikdme, e fez Cp oddéluje
zdroj a stok.

Fe(f)= Y fle)— > f(e)

eeW—(P) eeW+(P)

W=, W™ zna&i hrany vychazejici z mnoziny W, resp. do ni
vstupujici.



Toky v siti

Shodnost tokl pres rezy

Necht Cp je libovolny fez, ktery oddéluje zdroj a stok. Potom pro
velikost Fp toku pres Cp plati

Pres vSechny fezy oddélujici zdroj a stok tedy protéka stejny tok.
Obrazek



Toky v siti

Shodnost tokl pres rezy — dikaz

Dikaz.

Dikaz povedeme indukci:

Zaklad indukce: Polozme P = {s}, kde s je zdroj toku. Tvrzeni
plati z definice.

Indukéni krok: Do mnoziny P pridame libovolny vrchol grafu, rlizny
od stoku. Jelikoz pro tento vrchol musi platit Kirchhoffiiv zakon,
nezméni se nikterak rozdil mezi velikostmi tokid z P vytékajicich

a do P vtékajicich. Platnost tvrzeni se tedy nezméni. Jelikoz
postupnym pridavanim vrchol( Ize ziskat libovolny fez, ktery
oddéluje zdroj od stoku, plati tvrzeni pro vSechny rezy zdroj od
stoku oddélujici. O




Toky v siti

Kapacita rezu

Kapacita fezu oddélujiciho zdroj a stok specifikuje, jaky maximalni
tok miize timto rezem protéct.

)= 3 fle)

eeW—(P)

Obrazek
Kapacita fezu ma vyznam pro nalezeni tzv. maximalniho toku
v grafu.



Toky v siti

Maximalni tok v grafu

Problém maximalniho toku je hledani nejvétsiho toku v grafu od
zdroje ke stoku. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

@ Tok f je maximalni.
@ |f| je kapacita nékterého fezu oddélujiciho zdroj od stoku.
© V reziduadlni siti neexistuje cesta ze zdroje do stoku.

Algoritmy pro nalezeni maximalniho toku vychazeji z téctho
ekvivalenci — hledaji fez s minimalni kapacitou nebo pridavaji cesty
mezi zdrojem a stokem, dokud néjaké v rezidualni siti existuji.



Algoritmy pro maximalni tok

Algoritmus — brutdlni sila

@ Nejjednodussi algoritmus.
@ Generuje postupné vsechny podmnoziny vrcholl, pro kazdy
provede nasledujici kroky:

o Najde mezi hranami vSechny, které krizuji fez definovany touto
mnozinou vrchol(.
o Selte kapacity hran kfizujicich tento fez, sméfujicich od zdroje
ke stoku.
@ Vysledkem je fez s minimalni vypoctenou kapacitou.
JelikoZ viech Fezii oddélujicich zdroj od stoku je 2/VI=2, pro kazdy
je potfeba zkontrolovat viech |E| hran, celkovd ¢asova sloZitost
algoritmu hledani maximalniho toku brutéIni silou je O(2!VI=2|E|)



Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersoniiv algoritmus

o Vyuziva ekvivalence mezi maximalitou toku a neexistenci cesty
ze zdroje do stoku.

o Hleda zlepsujici cesty mezi zdrojem a stokem, dokud néjaka
takova existuje.

@ Pro hledani cest pouziva i zpétnych hran.

@ Z hran na cesté se vybere ta, jejiz rezidudlni kapacita je
minimalni.

o V pfipadé zpétné hrany (projité proti sméru jeji orientace) se
namisto hodnoty c(e) — f(e) bere tok, ktery hranou protéka ve
sméru jeji orientace — tedy f(e). Toky se takto mohou
vzajemné anulovat.

@ O tuto minimalni kapacitu se zvysi tok po vSech doprednych
hranach na nalezené cesté.

o Naopak, na hranach zpétnych se hodnota toku snizi o stejnou
hodnotu.



Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersoniiv algoritmus

Pro v8echny hrany (u,v)

| £(u,v) =0

Dokud existuje zlepSujici cesta p:

| Vyber minimalni kapacitu c(p) hrany na této cesté.
| Pro vSechny hrany na cesté p:

| | £(u,v) = £(u,v) + c(p)

| | £(v,u) = £(v,u) - c(p)

Algoritmus nerikd, jakym zplisobem se ma cesta ze zdroje do stoku
hledat. V praxi se pouziva obvykle priichod do hloubky, nebo
prichod do $irky, ¢imz se z algoritmu stavd Edmonds-Karpav (viz
dale).



Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersoniv algoritmus — slozitost

@ V obecném pripadé neni mozné dokazat, ze béh algoritmu
skondi.
@ V nékterych pripadech nemusi hodnota nalezeného toku ani
konvergovat k maximu.
V realnych aplikacich jsou kapacity hran obvykle reprezentovany
celymi Cisly. to zaru€uje ukonceni béhu algoritmu:
@ Maximalni tok ma v takovém pripadé také celocCiselnou
hodnotu.
o Casova slozitost nalezeni zlep3ujici cesty je O(|E|)
@ S kazdou nalezenou zlep3ujici cestou se hodnota nalezeného
toku zvy$i minimalné o 1.
e Maximalné mize tedy prob&hnout nejvyse F(f) iteraci.



Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersoniiv algoritmus — priklad

Obrazek



Algoritmy pro maximalni tok

Edmonds-Karplv algoritmus

@ Specializace Ford-Fulkersonova algoritmu.
@ Pro hledani zlepsujicich cest je pouzit prichod do Sirky.

@ Pro potreby prichodu do Sifky jsou délky hran povazovany za
jednotkové.

@ Prichod do Sitky zajisti, Ze kazda nalezend zlepSujici cesta je
nejméné tak dlouhd, jako predchozi nalezena.

@ Maximalni moznd délka zlepSujici cesty je |V]|.
o Slozitost algoritmu tak &ini O(VE?).



Algoritmy pro maximalni tok

Edmonds-Karplv algoritmus — priklad

Obrazek.



Modifikace problému s toky

Omezeni toku vrcholem

Redlné aplikace mohou klast i omezeni na velikost toku
prochazejiciho vrcholem — napf. sbérné misto kanalizaci, aktivni
prvek v siti, rychlost zpracovani dat na prijemci. Pokud jsou toky
nezaporné, Ize pouzit nasledujici transformaci grafu:

Obrazek

Vrchol v s omezenou kapacitou nahradime vrcholy vi, v», jejichz
kapacita nebude omezena. Hrany sméfujici do v presmérujeme
do vy, hrany z v vychazejici budou vychéazet z v». Vrcholy vy, v»
spojime hranou, jejiz kapacita bude rovna plvodni kapacité
vrcholu v. Na takovy graf je poté mozno pouzit standardni
algoritmy pro hledani maximalniho toku.



Modifikace problému s toky

Nékolik zdrojl a stoki

Obdobné Ize standardni algoritmy pouzit i v pfipadé, kdy zadani
obsahuje vice nez 1 zdroj nebo stok:

Obrazek

K siti pfidame fiktivni zdroj a stok. Z nové pridaného zdroje
povedou hrany (s ,,neomezenou® kapacitou) do viech zdroju,
obdobné priddme hrany ze vSech stok(i do nové pridaného.



Modifikace problému s toky

Nejlevnéjsi toky

Ke kazdé hrané je krom jeji kapacity definovdna i cena a(e)
jednotkového toku. Cena toku hranou e je potom rovna a(e)f(e).
Celkova cena toku siti je potom definovana jako

Za(e)f(e).
ecE

Ukolem je potom najit maximalni tok siti takovy, ze jeho cena
bude zaroven minimalni.
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