IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 6 — Zadani

Téma

Vlastnosti relaci. Ekvivalence, rozklad mnoziny, tiidy ekvivalence. Usporaddani, predus-
pofadani. Minimalni, maximalni, nejmensi a nejvétsi prvky usporfadanych mnozin. Horni
a dolni zévora, suprémum a infimum. Relace pokryti na usporadané mnoziné. Hasseovské
diagramy:.

Priklad 1.
a) Dokaite, Ze kazdé usporddéani je preduspordadani, ale obracené tvrzeni neplati.
b) Dokaite, Ze kazd4 ekvivalence je preduspoirddéni, ale obracené tvrzeni neplati.
Priklad 2.

Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci jsou predusporiddani, usporadani, resp. Uplnéa
usporadani. Sva tvrzeni dokazte. Pokud je to nutné, tak v definicich predpokladéme, Ze
(A,<4) a (B, <p) jsou uspofadné mnoziny.

a) R={(a,b),(b,c),(a,c)} €M x M, kde M = {a,b,c}

b) R = {(a,a),(b,D),(b,c),(c,c)} C M x M, kde M = {a,b,c}

c) R= {(X,Y)|XCY}C2A><2

d) = {(f.9) | f(4) C g(A)} C BA x BA

e) R={((a,b),(c,d)) |a<gcad<sb} C(Ax A)x(AxA

fy R={(a,b)|FceM:a=b+c} CMxM,kde M ={meNo|m<n}proneN
g) R={(0,00}U{(a,b) |a-b>0Va<b} CZXZ

h) R = {((a,b), (a,_))|b<Bc}C(A><B) (Ax B)

) R={(X,Y)| XCY}C24x24

Priklad 3.

Necht R € M x M je predusporadani na M. Necht ~ je jadro R. Dokazte, %e usporadand
mnozina (M/., <) indukovand pfeduspofddanim R je dobfe definovand. Tj. dokaite, Ze
~ C M x M je skutetné ekvivalence a < C M/, x M/. je skutefné usporadani.

Ptiklad 4.

Necht R C M x M je ekvivalence (je to tedy i pfeduspofadani).
a) Jak vypadd jadro R?
b) Jak vypadd usporadani indukované relaci R na piislusném rozkladu?

Ptiklad 5.

Nakreslete grafy relaci a Hasseovské diagramy néasledujicich usporadanych mnozin.
a) (2{a,b,c}) g)
b) {n €Ny | n <10}, |)
) ({neNo|n <3}, <)
d) ({neNy|n<3}id)



Priklad 6.

Pro usporadané mnoziny zadané Hasseovskymi diagramy

as aq 4
bs o c3 e4
N I \/ " " /\
al b 1 dq e1 ey e3
(A, <4) (B,<B) (C, <¢) (D, <p) (E,<g)

nakreslete Hasseovské diagramy (nejen) nasledujicich uspofadanych mnozin.
a) (B x A, <), kde < je usporadani po slozkach

b) (B x A,=), kde = je lexikografické uspotradani
) (D x B, <), kde < je lexikografické uspofadani
d) (C x E, <), kde < je usporadani po slozkach

Priklad 7.

Nakreslete Hasseovsky diagram mnoZiny funkci {f1, fo, f3, f4, [5, f6, [7} s usporadanim
po bodech, kde pro ¢ = 1,2,3,4,5,6,7 jsou funkce f; : N — N definovany nésledovné

Jin) =1
fa(n) =n+
fa(n) = n*
fa(n) = n®>4+n+1
f5(n) =n®
fo(n) = n®
fa(n) =27

Priklad 8.

Urcete jadro preduspofadani R, prislugny rozklad a usporiddani indukované na tomto
rozkladu v pripadé, ze

a) R=1{(f,9) | f(A) C g(A)} C BA x BA kde A a B jsou libovolné mnoziny
b) R = {(0,0)}U{(a,b)|a-b>0\/a<b}§ZxZ

c) R={(a,b) | Tk, ImneNy:a=bm+kAb=bn+IANk <} CNpx Ny
d) R ={(a,b) | pro kazdé prvocislo p plati: p|a=p|b} CNx N

Priklad 9.

Urcete vSechny minimalni, maximélni, nejmensi a nejvétsi prvky usporadané mnoziny
a) 2, C), kde M je libovolna mnoZina
b) (N07 |>
¢) ({n € No | n < 10},
d) (Z,idy)
e) (AxFE, <), kde < jeusporadani po slozkach a uspofadané mnoziny (A, <4) a (E, <p)
jsou zadané nasledujicimi Hasseovskymi diagramy:.



as a4

€4
h /\
al €1 €2 €3
(4, <4) (F,<p)

Priklad 10.

a) Dokaite, Ze kazd4 uspordadanad mnoZina ma nejvyse jeden nejmensi prvek.
b) Doka’te, Ze kazd4 uspordadana mnoZina ma nejvyse jeden nejveétsi prvek.

Priklad 11.

Pro danou uspofadanou mnozinu (M, <) a jeji prvek x urcete vSechny prvky y, které
prvek x pokryva, a v8echny prvky z, které pokryvaji prvek x.

a) (M, <) = 2lebede) O, o = {a,c,d)

b) (M, <) = (No,|), x =924

c) (M, <) =(Ax B,x), z = (az,h), kde < je lexikografické uspofadani a (A, <4) =
= ({a1, a2, a3},ida U {(a1, a2)}) a (B, <p) = ({b1, b2, b3},1dp U{(b1, b2), (b2, b3), (b1,b3)})

Priklad 12.

Najdéte takovou uspofadanou mnozinu, v niz kazdy prvek kromé minimalnich a max-
imélnich prvkd bude pokryvat dva prvky a bude pokryvan tfemi prvky, a uspotfadana
mnozina bude obsahovat alespon tii takové prvky.

Priklad 13.

Pro danou podmnozinu X uspofadané mnoziny (M, <) urcete jeji dolni zavory, horni
zavory, infimum a supremurn.
a) (M,<)=(24,C), kde A je mnozinaapron e Nje X ={Y CA||Y|=n}

b) (M, <) = (2tebehed ) X = {{b, e}, {¢,d}}
c) (M, 2lobedel o) X = {{c}, {a,c, d}}
d) (M,

N, <), X ={n e N|n <np} pro néjaké ng € N
Z,<), X ={3k—2| keZ)
No,|), X € N, |X| =n pro n&jaké n ¢ N
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