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12 Délka výpočtu algoritmu12 Délka výpočtu algoritmu

Mimo samotné správnosti výsledku vypočteného zapsaným algoritmem je ještě jedno
neméně důležité hledisko k posouzeńı vhodnosti algoritmu k řešeńı zadané úlohy. Jedná
se o čas, který algoritmus stráv́ı výpočtem.

Asi neťreba argumentovat, že p̌rehnaně dlouhá doba odezvy programu je každému
uživateli nep̌ŕıjemná. A co ťreba v real-time systémech, kde si zdržeńı prostě nemůžeme
dovolit!

Obligátńı odpověd’
”
kupme si rychleǰśı poč́ıtač“ bohužel neńı vždy řešeńım, jak p̌ri

pokročilém studiu složitosti algoritmů sami poznáte. Mnohem věťśı potenciál zrychleńı
se skrývá v algoritmech samotných a jejich efektivńım návrhu.

Stručný p̌rehled lekce

* Délka výpočtu algoritmu, definice na našem deklarativńım jazyce.

* Asymptotické určeńı délky výpočtu – asymptotické chováńı funkćı.

* Asymptotické odhady rekurentńıch vztahů.
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12.1 O významu délky výpočtu algoritmu12.1 O významu délky výpočtu algoritmu

Uvažme deklarativńı jazyk Definice 9.1.

Definice: Délkou výpočtu výrazu F nad deklaraćı ∆ rozuḿıme nejmenš́ı
přirozené k takové, že pro něj existuje m ∈ Num pro něž F 7→

k m. 2

(Když takové m neexistuje, klademe k =∞.)

Jaká je délka výpočtu následuj́ıćıch výraz̊u?

∗ 3 + 4− 5 ∗ 6 ; 2ťri kroky 3 + 4− 5 ∗ 6 7→ 3 + 4− 30 7→ 3 + 0 7→ 3.

∗ 3 + (5− 4) ∗ (6÷ 2) ; 2tentokrát čty̌ri kroky
3 + (5− 4) ∗ (6÷ 2) 7→ 3 + 1 ∗ (6÷ 2) 7→ 3 + 1 ∗ 3 7→ 3 + 3 7→ 6.

∗ 2010 ; 2žádný krok, tj. k = 0.
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Př́ıklad 12.1. Pro ukázku uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

f(x) = if x then x ∗ f(x− 1) else 1 fi .

Věta. Pro každé n ∈ N je délka výpočtu výrazu f(n) rovna 4n + 2.2

Důkaz povedeme indukćı podle n:

• Báze n = 0. Plat́ı f(0) 7→ if 0 then 0 ∗ f(0− 1) else 1 fi 7→ 1, což jsou
přesně 2 kroky, tj. 4 · 0 + 2.2

• Indukčńı krok. Necht’ n + 1 ≡ k. Pak

f(k) 7→ if k then k ∗ f(k− 1) else 1 fi 7→ k ∗ f(k− 1) 7→ k ∗ f(w) ,

kde w ≡ k − 1 = n. 2To jsou přesně 3 kroky. Podle I.P. je délka
výpočtu výrazu f(w) rovna 4n+2. Poté následuje ještě jeden posledńı krok
vynásobeńı k. Celkem se provedlo 3 + 4n + 2 + 1 = 4(n + 1) + 2 = 4k + 2
krok̊u. 2

2



Petr Hliněný, FI MU Brno 4 FI: IB000: Délka výpočtu algoritmu

Poč́ıtat p̌resně nebo raději ne?

Jaký má smysl určeńı přesného počtu krok̊u algoritmu při dnešńıch CPU? Copak
jsme dnes schopni jednoznačně ř́ıci, jak dlouho jedna instrukce CPU trvá?
Z druh strany, i když v́ıme, že algoritmus A ťreba poťrebuje 2n krok̊u výpočtu
a algoritmus B ťreba poťrebuje 3n krok̊u, je mezi nimi až takový rozd́ıl? Stač́ı,
když B spust́ıme na dvakrát rychleǰśım poč́ıtači a poměr se hned obrát́ı. 2

Obě tyto prakticky motivované úvahy nás povedou k poznáńı, že aditivńı a
multiplikativńı faktory funkce počtu krok̊u algoritmu jsou vlastně zanedbatelné.
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12.2 Asymptotické značeńı a odhady funkćı12.2 Asymptotické značeńı a odhady funkćı

Zaj́ımá-li nás jen rychlost r̊ustu funkce f(n) v závislosti na n, zamě̌rujeme se
předevš́ım na tzv. asymptotické chováńı f při velkých hodnotách n.
V popisu f nás tedy nezaj́ımaj́ı ani “drobné členy”, ani konstanty, kterými je
f násobena a které jen ovlivňuj́ı č́ıselnou hodnotu f(n), ale ne rychlost r̊ustu.
2

Definice: Necht’ g : R→ R je daná funkce. Pro funkci f : R→ R ṕı̌seme

f ∈ O
(

g
)

pokud existuj́ı konstanty A,B > 0 takové, že

∀n ∈ R+ : f(n) ≤ A · g(n) + B .

V praxi se obvykle (i když matematicky méně přesně) ṕı̌se ḿısto f ∈ O
(

g
)

výraz
f(n) = O

(

g(n)
)

.

Znamená to, slovně řečeno, že funkce f neroste rychleji než funkce g. (I když
pro malá n ťreba může být f(n) mnohem větš́ı než g(n).)
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Definice: Ṕı̌seme f ∈ Ω
(

g
)

, neboli

f(n) = Ω
(

g(n)
)

,

pokud g ∈ O(f).
Dále ṕı̌seme f ∈ Θ

(

g
)

, neboli

f(n) = Θ
(

g(n)
)

,

pokud f ∈ O(g) a zároveň f ∈ Ω(g), neboli g ∈ O(f).

Výraz f(n) = Θ
(

g(n)
)

pak čteme jako “funkce f roste stejně rychle jako
funkce g”. 2

Značeńı: O funkci f(n) ř́ıkáme:

∗ f(n) = Θ(n) je lineárńı funkce,

∗ f(n) = Θ(n2) je kvadratická funkce,

∗ f(n) = Θ(log n) je logaritmická funkce,

∗ f(n) = O(nc) pro nějaké c > 0 je polynomiálńı funkce,

∗ f(n) = Ω(cn) pro nějaké c > 1 je exponenciálńı funkce.
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Př́ıklad 12.2. Př́ıklady r̊ust̊u r̊uzných funkćı.

Funkce f(n) = Θ(n): pokud n vzroste na dvojnásobek, tak hodnota f(n)
taktéž vzroste (zhruba) na dvojnásobek. To plat́ı jak pro funkci f(n) = n, tak
i pro 1000000000n nebo n +

√
n, atd.

Funkce f(n) = Θ(n2): pokud n vzroste na dvojnásobek, tak hodnota f(n)
vzroste (zhruba) na čty̌rnásobek. To plat́ı jak pro funkci f(n) = n2, tak i pro
1000n2 + 1000n nebo n2 − 99999999n − 99999999, atd.

Naopak pro funkci f(n) = Θ(2n): pokud n vzroste byt’ jen o 1, tak hodnota
f(n) už vzroste (zhruba) na dvojnásobek. To je obrovský rozd́ıl exponenciálńıch
proti polynomiálńım funkćım.

Pokud vám ťreba funkce 999999n2 připadá velká, jak stoj́ı ve srovnáńı s 2n?
Zvolme ťreba n = 1000, kdy 999999n2 = 999999000000 je ještě rozumně
zapsatelné č́ıslo, ale 21000 ≃ 10300 byste už na řádek nenapsali. Pro n = 10000
je rozd́ıl ještě mnohem výrazněǰśı! 2
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Př́ıklad 12.3. (opakovaný) Zjistěte, kolik znak̊u ’x’ v závislosti na celoč́ıselné
hodnotě n vstupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 12.4.
foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,3,...,i-1,i do

vytiskni ’x’;

done

done 2

Zat́ımco v Lekci 8 jsme trochu zdlouhavě indukćı dokazovali, že výsledkem je
1
2
n(n+1) ’x’, nyńı si mnohem snadněji odvod́ıme, že počet ’x’ je Θ(n2), což

je dostačuj́ıćı asymptotická odpověd’ ve většině informatických aplikaćı.

Důkaz: Shora hned odhadneme, že každá z n iteraćı vněǰśıho cyklu vytiskne po
i ≤ n znak̊u ’x’, takže celkem je nejvýše n2 ’x’. Naopak zdola hned vid́ıme,
že posledńıch n/2 iteraćı vněǰśıho cyklu vytiskne i ≥ n/2 znak̊u ’x’, takže
celkem je alespoň (n/2) · (n/2) = n2/4 ’x’. Z toho podle definice hned vyjde
asymptotický odhad Θ(n2).

2
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12.3 Rekurentńı odhady12.3 Rekurentńı odhady

V tomto odd́ıle si uvedeme krátký přehled některých rekurentńıch vzorc̊u, se
kterými se můžete setkat při řešeńı časové složitosti (převážně rekurzivńıch)
algoritmů.

Lema 12.5. Necht’ a1, . . . , ak, c > 0 jsou kladné konstanty takové, že a1 +
· · · + ak < 1, a funkce T : N→ N splňuje nerovnost

T (n) ≤ T (⌈a1n⌉) + T (⌈a2n⌉) + · · · + T (⌈akn⌉) + cn .

Pak T (n) = O(n). 2

Důkaz: Zvolme ε > 0 takové, že a1 + · · · + ak < 1− 2ε. Pak pro dostatečně
velká n plat́ı (i se zaokrouhleńım nahoru) ⌈a1n⌉ + · · · + ⌈akn⌉ ≤ (1 − ε)n,
řekněme pro všechna n ≥ n0. Dále zvolme dostatečně velké d > 0 tak, že
εd > c a zároveň d > max

{

1
n
T (n) : n = 1, . . . , n0

}

.

Dále už snadno indukćı podle n dokážeme T (n) ≤ dn pro všechna n ≥ 1:

• Pro n ≤ n0 je T (n) ≤ dn podle naš́ı volby d.
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• Předpokládejme, že T (n) ≤ dn plat́ı pro všechna n < n1, kde n1 > n0 je
libovolné. Nyńı dokážeme i pro n1

T (n1) ≤ T (⌈a1n1⌉) + · · ·+ T (⌈akn1⌉) + cn1 ≤

≤ d · ⌈a1n1⌉+ · · ·+ d · ⌈akn1⌉+ cn1 ≤
≤ d · (1− ε)n1 + cn1 ≤ dn1 − (εd− c)n1 ≤ dn1 .

2

Lema 12.6. Necht’ k ≥ 2 a a1, . . . , ak, c > 0 jsou kladné konstanty takové, že
a1 + · · ·+ ak = 1, a funkce T : N→ N splňuje nerovnost

T (n) ≤ T (⌈a1n⌉) + T (⌈a2n⌉) + · · · + T (⌈akn⌉) + cn .

Pak T (n) = O(n · log n).
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V obecnosti je známo:

Lema 12.7. Necht’ a ≥ 1, b > 1 jsou konstanty, f : N → N je funkce a pro
funkci T : N→ N plat́ı rekurentńı vztah

T (n) ≤ a · T
(n

b

)

+ f(n) .

Pak plat́ı:

∗ Je-li f(n) = O(nc) a c < logb a, pak T (n) = O(nlogb a).

∗ Je-li f(n) = Θ(nlogb a), pak T (n) = O(nlogb a · log n).

∗ Je-li f(n) = Θ(nc) a c > logb a, pak T (n) = O(nc).

Důkaz tohoto obecného tvrzeńı přesahuje rozsah našeho předmětu. Všimněte
si, že nikde ve výše uvedených řešeńıch nevystupuj́ı počátečńı podḿınky, tj.
hodnoty T (0), T (1), T (2), . . . – ty jsou “skryté” v naš́ı O()-notaci.

Dále v zápise pro zjednodušeńı zanedbáváme i necelé části argument̊u, které
mohou být zaokrouhlené.
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Př́ıklad 12.8. Algoritmus merge-sort pro ťŕıděńı č́ısel pracuje zhruba
následovně:

∗ Danou posloupnost n č́ısel rozděĺı na dvě (skoro) poloviny.

∗ Každou polovinu seťŕıd́ı zvlášt’ za použit́ı rekurentńı aplikace merge-sort.

∗ Tyto dvě už seťŕıděné poloviny “slije” (anglicky merge) do jedné seťŕıděné
výsledné posloupnosti.

Jaký je celkový počet jeho krok̊u? 2

Necht’ na vstupu je n č́ısel. Při rozděleńı na poloviny nám vzniknou podproblémy
o velikostech ⌈n/2⌉ a ⌊n/2⌋ (pozor na necelé poloviny). Pokud počet krok̊u
výpočtu označ́ıme T (n), pak rekurzivńı voláńı trvaj́ı celkem

T (⌈n/2⌉) + T (⌊n/2⌋) .

Dále poťrebujeme c · n krok̊u (kde c je vhodná konstanta) na slit́ı obou část́ı
do výsledného seťŕıděného pole. Celkem tedy vyjde

T (n) = T (⌈n/2⌉) + T (⌊n/2⌋) + cn ≤ T (⌈n/2⌉) + T (⌈n/2⌉) + cn

a to už je tvar řešený v Lematu 12.6 pro a1 = a2 = 1
2
. Výsledek tedy je

T (n) = O(n · log n). 2
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Př́ıklad 12.9. Předpokládejme na vstupu dvě
”
dlouhá“ 2m-ḿıstná č́ısla (pro

jednoduchost v dekadickém zápise) A a B. Součin A ·B můžeme rychleji (než
školńım postupem) vypoč́ıtat takto:

∗ Č́ısla si
”
rozděĺıme na poloviny“, tj. na čty̌ri m-ḿıstná č́ısla taková, že

A = A1 + 10mA2 a B = B1 + 10mB2.

∗ Rekurzivńı aplikaćı téhož postupu vypočteme ťri součiny C1 = A1 · B1,
C2 = A2 · B2 a D = (A1 + A2) · (B1 + B2).

∗ Dále už jen sečteme (ově̌rte si snadno sami)

A · B = C1 + 10m(D − C1 − C2) + 102mC2 .

Jaký je celkový počet jeho krok̊u?

Postupujeme obdobně předchoźımu př́ıkladu. Necht’ T (n) je počet krok̊u
výpočtu pro vstupńı č́ısla A a B délky nejvýše n = 2m. Tři rekurzivńı voláńı pro
součiny se aplikuj́ı na č́ısla délek nejvýše m a m+1 (pro (A1 +A2) ·(B1 +B2)),
takže trvaj́ı celkem T (⌈n/2⌉) + T (⌈n/2⌉) + T (⌈n/2⌉+ 1). 2Pomocné výpočtu
součtu a rozd́ılu snadno vykonáme v O(n) kroćıch a pomocné násobeńı moc-
ninou 10 je pouhým posunut́ım č́ıslic.
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Celkem tedy

T (n) = 2T (⌈n/2⌉) + T (⌈n/2⌉ + 1) + O(n) ≤ 3T (⌈n/2⌉ + 1) + O(n) .

Nav́ıc člen
”
+1“ lze v argumentu asymptoticky zanedbat, a proto podle

Lematu 12.7 vypoč́ıtáme log2 3 ≃ 1.585 > 1 a T (n) = O(nlog
2
3) ≃ O(n1.585),

což je výrazně rychleǰśı než školńı postup v čase O(n2) pro velká n. 2


