Bezkontextové jazyky

Bezkontextova gramatika (context-free grammar, CFG) G je
Ctvefice (IV, X, P, S), kde
e N je neprazdna konec¢na mnozina neterminalnich symbolu,

e ¥ je kone¢nd mnoZina terminalnich symboli takovd, Ze NNX = ()
(znaleni: V = N UY),

e S € N je pocatecni neterminal,

e PC N x V™ je kone¢nd mnozina pravidel.

Jazyk je bezkontextovy, pokud je generovany néjakou bezkontextovou
gramatikou.
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Derivac¢ni stromy pro bezkontextové gramatiky

Definice 3.1. Necht G = (N, X, P, S) je CFG.
Strom 1" nazveme derivaénim stromem v G pravé kdyz

/

1. kofen ma navésti .S, vnitfni uzly maji ndvésti z IV, listy maji navésti

z NUXU{e},
2. ma-li vnit¥ni uzel ndvésti A a jeho vSichni synové nq, ..., ng
maji v usporadani zleva doprava navésti Xq,..., X, €V, pak

A—)Xl...XkEP,
3. kazdy list s navéstim < je jedinym synem svého otce.

Vysledkem deriva¢niho stromu 7' nazveme slovo vzniklé zietézenim
naveésti listl v usporadani zleva doprava.

IB102 Automaty a gramatiky, 31.10.2011



Vztah mezi derivaénimi stromy a relaci ="

Véta 3.3. Necht G = (N, X, P,S) je CFG. Pak pro libovolné
a € (N UX)* plati S =* « pravé kdyZ v G existuje derivaéni strom s
vysledkem «.

Diikaz. Oznatme G4 =24 (N,3, P, A), kde A € N. Dokédzeme, Ze pro
kazdé A € N plati

A="a < v G4 existuje derivaéni strom s vysledkem «

(<) Necht « je vysledkem deriva&niho stromu, ktery ma k vnitfich

uzld. Indukci vzhledem ke k£ ukdZeme, Ze pak A =™ «.
Zakladni krok £ = 1:
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Indukéni krok £ > 1:
(IP) Tvrzeni plati pro stromy s nejvySe k — 1 vnitfnimi uzly.
Strom 1" s k uzly:

e je-li X, list, oznaCme a; = X
e neni-li X; list, pak «; je vysledkem podstromu 7; s kofenem X;
o Vysledek T" je a1 ... ay.

Plati: X, =% «a; (pro X;, které neni listem, podle (IP))
A— X;...X, € P (zdefinice deriv. stromu)

Dostavame A= X;... X,, =" o1...q,.
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(=) Necht A =* «. Ukdzeme, Ze v G4 existuje derivalni strom
s vysledkem «. PouZijeme indukci k délce odvozeni A =* «.

Zakladni krok A = a: Pak a = A a odpovidajici derivaéni strom
ma jen jeden uzel (koFen je list) s oznadenim A.

Indukéni krok A "2 o, k > 0
(IP) Pro kazdé B € N plati: pokud B =* 8 v nejvySe k krocich,
pak v Gp existuje derivaéni strom s vysledkem 5.

k+1 k <k
AQ;C\{ — A= X1...X,,=> a1...qa,, kde X; = «;

Konstrukce stromu s vysledkem a:
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Jednoznacnost derivacénich stromu

Derivace je sekvence S = a1 = as = ... = .

Leva (resp. prava) derivace je takova derivace, kde kaZzdé a;.1 1 vznikne
z «; prepsanim nejlevéjSiho (resp. nejpravéj$iho) neterminalu.

Kazdému deriva¢nimu stromu odpovida jedinad leva derivace.
Kazdé levé derivaci odpovida jediny deriva¢ni strom.

Analogicky pro pravou derivaci.

Existuje pro kazdé w € L(G) pravé jeden derivani strom?
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Definice 3.7. CFG G se nazyva viceznatna (nejednoznacnd) pravé
kdyZ existuje w € L(G) majici alespori dva riizné derivani stromy.

V opaéném ptipadé fikdme, Ze G je jednoznacna.

Bezkontextovy jazyk L se nazyvad vnitfné (inherentné) viceznaény,
pravé kdyz kazda bezkontextova gramatika, ktera jej generuje, je

viceznacéna.
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Kanonické tvary bezkontextovych gramatik

e redukované bezkontextové gramatiky
e gramatiky bez e-pravidel

e gramatiky bez jednoduchych pravidel
e gramatiky bez levé rekurze

e Chomského normdlni forma

e Greibachové normalni forma
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Redukované bezkontextové gramatiky

Definice 3.7 Symbol X € N U X je nepouzitelny v CFG ¢ =
(N, 3, P,S) pravé kdyz v G neexistuje derivace tvaru

S ="wXy =" wry

pro 7?3dné w,x,y € X*. Rekneme, %¢ G je redukovand, jestlize
neobsahuje Zadné nepouzitelné symboly.

X je nepouzitely typu | (nenormovany) <= neexistuje w € X*
spliiujici X =* w

X je nepouzitely typu Il (nedosazitelny) <= neexistuji o, 3 € (N U %)*
spliujici S =* a X[
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Nalezeni nepouzitelnych symbolu typu |
(neexistuje w € ¥*: A =" w)

Vstup: CFGG=(N,X, P, 5S)

Vystup: N.={A|dw e ¥*. A="w}

117:=0; Nog:=10

2repeat 1 :=1+1

3 NiZ:Ni_lU{A‘A%&EP,CkE(Ni_luz)*}
4 until Nz — Ni—l

5 Ne = Nz
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Véta. Necht G = (N, X, P,S) je CFG takovd, ze L(G) # (). Polozme
G' = (N, X, P, S), kde PP =P N N, x (N, UX)*. Pak G’ je CFG bez

nepouZitelnych netermindld typu | a L(G) = L(G’).
Dukaz. Dokdzeme A€ N, «— dJw € X*. A =* w.

(=) Indukci k i dokdzeme A€ N, — Jw € X*. A =% w

Zakladni krok ¢ = 0: Plati trividln&, protoze Ny = 0.

Indukéni krok: (IP) Tvrzeni plati pro i. DokaZeme pro i + 1.

e Ac N;. Tvrzeni plyne z (IP).

e Ac N;i1~N;. Pakexistue A - X;... X, € P,
kde kazdé X; je terminal nebo neterminal patfici do V;.
Podle (IP) existuje w; tak, Ze X; =" w;.

Tedy A = X7...Xp =" w1 Xo... X = ... =% w...

kde wl...wkEZ*.
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(<=) Indukci k n dokazeme
A= w,weX* = A€ N, pro néjaké i

Zakladni krok n =1: A — w € P okamzité dava 1 = 1.

Indukéni krok: (IP) Predpokladejme, Ze dokazované tvrzeni plati pro
véechna n’ < n.

Nechf A "' w. A= X,... X, = w, kde ngwj an; <n.
Pokud X; € N, pak podle (IP) X; € N;. pro n&jaké i;.

Pokud X; € X, klademe ¢; = 0.

Polozme ¢ = 1 4+ max{iy,...,ix}. Pak ztejm& A € N;,. O
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Disledek 3.10. Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG
G rozhoduje, zda L(G) = 0.

Dukaz. Stadi ovéfit, zda S € V.. O]
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Nalezeni nepouzitelnych symbolu typu Il
(neexistuji o, 3 € (N UX)* : § =" aXp)

Vstup: CFGG=(N,X%, P, S)
Vystup: CFG G' = (N’ Y, P’,S) bez nedosaZitelnych symboli
spliujici L(G) = L(G’)

19:=0; V;: =45}

crepeat 7:=1+41

3 Vi=V, 1U{X eNuUX|dAeV, 1. A—dXp € P}
+ until V,=V,_4

s N'=NNVy X :=XNnV; PP:=Pn(V; x V¥)

Korektnost: X €¢ N'UY <= da,f € (N UY)*. §S=*aXp
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Priklad
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla

S — aSb | ¢ | aB
A — dA | d
B — eB
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Eliminace nepouzitelnych symbolu

Véta 3.11. Kazdy neprazdny bezkontextovy jazyk L je generovan
néjakou redukovanou CFG.

Dikaz. Necht L je generovan n&jakou CFG G.
Krok 1. Z G odstranime symboly typu | (vysledek oznacme G ).
Krok 2. Z G; odstranime symboly typu Il (vysledek ozna¢me G5).

IB102 Automaty a gramatiky, 31.10.2011 17



Korektnost:  Sporem dokazeme, Z7e G je redukovand CFG.
Predpokladejme, ze Go ma nepouzitelny symbol X.

o v Gy existuje derivace S = aX [
e v3echny symboly z G5 jsou téZ v G4
e pro n&jaky terminalni Yetéz w plati S = aXp =5 w

e zadny symbol z derivace a X5 =5 w neni krokem 2 eliminovan a
proto aXf =g w

Vime tedy, Ze existuje derivace S = aX [ =, w, kde w je terminalni
fetéz. To je ve sporu s predpokladem, Ze X je v Gy nepouzitelny. O
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