Volba $éfa v tiplnom grafe

Majme N procesov zapojenych do uplného grafu. Kazdy z nich ma jednoznac¢né ID a vie
rozligif medzi svojimi linkami. Okrem roznych ID st procesy identické a pracuji asynchrénne.
Na zaciatku je zobudenych niekolko (aspon jeden) procesov. Ked proces dostane spréavu, zobudi
sa. Uvazujeme obojsmerné full-duplex FIFO linky. Kazda poslana sprava v koneénom case pride
do ciela. Algoritmus je zapisany tak, Ze pri zobudeni (spontdnnom alebo Iubovolnou spréavou) sa
najprv vykona sekcia Init a potom sa vykonava kéd Specifikovany v sekcii Code. Pri prichode
spravy nastane “prerusenie” a spracuje sa prislusny odsek On receipt; potom sa pokracuje vo
vykonévani v sekcii Code alebo (pomocou prikazu goto) v inej sekcii. Pre urcenie ¢asovej zlozitosti
predpokladame, ze dorucenie spravy po linke trvd maximélne 1 ¢asovi jednotku a vSetky interné
vypocty trvaju 0 ¢asovych jednotiek.

1 Algoritmus A

Naivny algoritmus, v ktorom kazdy vrchol posle vSetkym ostatnym spravu, Ze chce byt $éf a
¢aka, ¢i mu to dovolia. Iba procesu s najvyssim ID vSetky ostatné procesy schvalia kandidataru.
Algoritmus pre proces vo vrchole v:

const: N  :integer On receipt (elect,id;) from Neighli]:
ID :integer e - Lo
Neigh: [1...N-1] link if id; > ID send (accept) to Neighli]
var: leader: boolean
count : integer
i : integer On receipt (accept) from Neighli]:
Init: count + +
count := (0

leader := false
On receipt (leader,id;) from Neighli]:

Code:

fori=1to N —1do

send (elect, ID) to Neighli]
while count < N — 1 wait
fori=1to N —1do

send (leader, ID) to Neighli]
leader := true

Skonci algoritmus

Aby sme dokézali spravnost, treba ukézat, Ze v ITubovolnom vypoéte sa prave jeden proces
stane $éfom. Predpokladajme sporom, Ze sa ani jeden nestane $éfom. Kazdy zobudeny proces
posle spréavy vSetkym ostatnym procesom, teda aj procesu s najvyssim ID a tym ho zobudi (ak uz
nebol zobudeny). Proces s najvyssim ID posle elect vSetkym ostatnym procesom a dostane naspit
vietky accept spravy (lebo Ziaden z procesov neskonéil — to by musel dostat spravu leader alebo
sa sam vyhlasif za $éfa ) a vyhlasi sa za $éfa. Dalej predpokladajme, Ze sa za $éfa vyhlasia aspoii



¢o je spor.

.....

Po kazdej hrane sa posielaji v jednom smere maximéalne 3 spravy, teda pocet sprav je O(n?).
Proces s maximélnym ID dostane za 2 casové jednotky naspif vsetky accept spravy, celkova

zlozitost je teda O(1).

2 Algoritmus B

Mierne rafinovanejsi algoritmus, v ktorom sa kazdy proces snazi ziskavat povolenia sekvenéne. Pri
porovnévani sa neberie do Gvahy iba ID, ale aj “level” (t.j. poCet porazenych procesov). Proces
posiela spravy capture a vzdy ¢aka na odpoved accept. T4 vSak pride iba vtedy, ked vyhral.
Odpoved na spravu capture zavisi od toho, ¢ uz proces bol raz porazeny. Ak nie, rozhoduje
velkost [Level,id] (lexikograficky). Ak &no, porovnanie nerobi on, ale jeho “rodi¢” (t.j. proces,
ktory ho poslednykrat “zajal”). Algoritmus pre proces vo vrchole v:

const: N : integer
1D : integer
Neigh : [1...N-1] link
var: leader : boolean

state : {active, captured, killed}
level : integer

parent : link

msg : {victory, defeat}

1 : integer

Init:
state := active

level := 0
leader := false

Code:

fori=1to N —1do
send (capture, [level, ID]) to Neighli
receive (accept) from Neighli]
level + +
leader := true
fori=1to N—-1do
send (leader, ID) to Neighli]

Dead:

loop forever

On receipt (capture, [level;, id;]) from Neighli]:

if state € {active, killled} and [level;,id;] > [level, ID]
state := captured
parent := Neigh]i]
send (accept) to parent
goto Dead
else if state = captured
send (help, [level;,id;]) to parent
receive msg from parent
if msg = defeat
send (accept) to Neighli]
parent := Neighli]

On receipt (help, [level;, id;]) from Neighli]:

if [level;,id;] < [level, ID]
send (victory) to Neighli]
else
send (defeat) to Neighli]
if state = active
state := killed
goto Dead

On receipt (leader,id;) from Neighli]:

Skonci algoritmus

Opit najprv ukdzeme, ze v lubovolnom vypocte sa prave jeden proces stane séfom. Dokézeme

takato lemu:

Lema 1 V lubovolnom vypocte existuje pre kazdy level I =0, ..., N — 1 aspori jeden proces, ktory

bol pocas vypoctu na leveli I.

Dékaz: Pre [ = 0,1 je tvrdenie trivialne. Dalej postupujme sporom. Zoberme maximélny level
taky, Zze v priebehu vypoc¢tu bol nejaky proces na leveli [ ale Zziaden proces nebol na leveli | + 1.




Zoberme proces v s maximalnym ID ¢ spomedzi procesov na leveli [. KedZe v nepostupil o level,
nastala jedna z troch moznosti: niekto mu zmenil stav na “captured” (resp. “killed”) alebo v poslal
capture a nedostal odpoved. Zmenit stav je mozné iba spravami capture alebo help, ak obsahuji
v poslal spravu capture povedzme procesu v'. Ak v’ bol aktivny alebo zabity, posle okamzZite
odpoved accept (lebo je lexikograficky mensi). Ak v’ je zajaty, opyta sa svojho rodi¢a; ten je
vSak podla predpokladu tiez lexikograficky mensi ako v, takZze v postipi o level. O

KedZe v priebehu vypoctu existoval (aponi jeden) proces s levelom N — 1, aspoii jeden proces
sa vyhlési za $éfa. Teraz dokazeme este jednu lemu:

Lema 2 Nech v je aktivny proces (state = active) s levelom l. Potom existuje | zajatych procesov
ktoré patria v (t.j. ich premennd parent ukazuje na v).

Dokaz: Proces postupi o level iba vtedy, ked dostal accept. Poslanie spravy accept je vzdy
doprevadzané zmenou stavu na “captured” a nastavenim parent. Takze pri kazdom postipeni
o level sa poclet zajatych procesov zvicsi. Tento pocet sa moze zmenSit iba ak si niektory z nich
nastavi parent inam. Z kédu ale vyplyva, ze potom v prejde do stavu “killed” a nie je viac aktivny.
O

Z uvedenej lemy vyplyva, Ze na leveli N — 1 moze byt pocas celého vypoc¢tu najviac jeden
proces. (dokaz: zoberme prvy proces, ktory sa dostane na level N — 1; vSetky zvy$né procesy st
v stave “captured” a na menSom leveli; kedZe v stave “captured” vzdy vykondvaji sekciu Dead,
Ziaden z nich uz nikdy viac nepostipi o level). Takze za $éfa sa vyhlasi prave jeden proces.

Ideme ukazovat poclet sprév. Zrejme ak nejaky proces postipi o level, spotrebuje na to kon-
Stantny pocet sprav (capture, prip. help+defeat, accept). Ak nejaky proces posle capture a
napriek tomu nepostipi o level (t.j. nedostane accept) prestane byt aktivny a vymeni sa tiez
konstanty pocet sprav (capture, prip. help+victory). Neaktivne procesy neposielaji spontanne
spravy. Z toho vyplyva, Ze proces na kazdom leveli sposobi poslanie konstantného poctu sprav.
Teraz dokazeme takuto lemu:

Lema 3 V lubovolnom vijpocte je najviac N/(l 4+ 1) procesov, ktoré niekedy dosiahli level [.

Dokaz: Pre kazdy proces v, ktory dosiahol niekedy level [ oznacme C, tie procesy, ktoré patrili
v (t.j. boli zajaté a parent mali nastavené na v) vtedy, ked dosiahol level . Zrejme |C,| = L.
Ukéazeme, ze mnoziny C, st po dvoch disjunktné. Dokézeme to indukciou na cas, kedy proces
dosiahol level . Prvy proces v, dosiahol level [ a mal mnozinu C,,. Predpokladajme, Ze procesy
V1, ..., U, dosiahli level [ a mnoziny C,,, ..., C,, st navzajom disjunktné. Majme proces viy1, ktory
je na leveli [ — 1 a ide postupit na level [. Zrejme mu teraz patri [ — 1 procesov, ktoré nepatria do
Cy, U...UCy, (vg+1 nemohol ziskatf ziadny proces, ktory uz raz mal rodi¢a na leveli /). Takisto na
postup na level | nemoéZe vgy1 pouzif proces z C, U... U, (to by ho zabilo), takze musi pridat
iny proces. O
N—1
Z uvedeného vyplyva, ze v Iubovolnom vypocte sa maximélne l% krat posunie nejaky
Noi =1
proces o level. Kedze = l_%

= N(Hpy — 1) = Nlog N, v celom algoritme sa pouzije O(N log N)

Sprav.

Na urcenie casovej zlozitosti najprv ukdzeme, ze proces, ktory bude zvoleny za $éfa sa zobudi
najneskor O(N) Gasovych jednotiek po zaliatku. Staci ukazat, Ze najneskor O(N) ¢asovych jed-
notiek po zadiatku niektory proces postipi aspoii na level 1 (potom uZ nemdze byt zvoleny $éf s
levelom 0). Ako dlho moze trvat situicia, Ze vSetky procesy si na leveli 0?7 Zrejme tak dlho, pokial
uZ nutne vytvori cyklus). TakZe najneskor po O(N) ¢asovych jednotkéach je zobudeny $éf. Séf vidy
v konstantnom ¢ase posttpi o level, takze celkovd zlozitost je O(N).



Poznamka: Casové zlozitost O(N) ostane zachovana, aj ked pouzijeme model kedy po jednej
linke v jednom smere modze ist vzdy iba jedna spréava. V tom pripade ale neplati, Ze $éf zajme
kazdy vrchol v konstantnom case.



