1 Pojem grafu

Grafy jsou jednim z nejdileZit&jSich pojm0 diskrétni matematiky. Neformalng&, graf se sklada z

e vrcholii neboli také uzld (,puntiki®)
e a hran (,spojnic") mezi dvojicemi vrcholi.

(Pozor, nepletme si graf s grafem funkce!)

Takovy graf miZe vyjadfovat souvislosti mezi objekty, ndvaznosti, spojeni nebo toky, atd. Své
dilezité misto v informatice si grafy ziskaly dob¥e vyvaZenou kombinaci svych vlastnosti —
snadnym nazornym nakreslenim a zaroveii jednoduchou zpracovatelnosti na pocita&ich.

Struény prehled lekce

e Zavedeni a pochopeni graf(l, jejich zakladni pojmy.
e Priklady bé&znych t¥id grafd.

e Stupné vrcholl v grafech.

e Podgrafy, isomorfismus grafli a jeho poznani.
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1.1 Definice grafu

Definice 1.1. Graf (roz&i¥en& oby&ejny &i jednoduchy neorientovany graf)
je usporadand dvojice G = (V, E), kde V' je mnoZina vrcholi a E je mnoZina hran —
mnoZina vybranych dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny vrchold.

Znateni: Hranu mezi vrcholy u a v piSeme jako {u,v}, nebo zkracen& uwv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedni.
Na mnoZinu vrchold grafu G odkazujeme jako na V((G), na mnoZinu hran E(G).

Fakt: Na graf se |ze divat také jako na symetrickou ireflexivni relaci, kde hrany tvo¥i
pravé dvojice prvki z této relace.

Poznamka: Grafy se &asto zadavaji pfimo ndazornym obrdzkem, jinak je lze také zadat vy&tem
vrchold a vyétem hran. Napftiklad:

V=1{1,2,34}, E= {{1, 2}, {1,3}, {1, 4}, {3,4}}
1
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Bézné typy grafi
Pro snadngjsi vyjadfovani je zvykem né&které b&Zné typy grafli nazyvat popisnymi jmény.

KruZznice délky n ma n > 3 vrcholl spojenych do jednoho cyklu n hranami:

4 3

Cesta délky n ma n + 1 vrcholl spojenych za sebou n hranami:

P,
1 2 3 4 ... n ntl
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Uplny graf na n > 1 vrcholech mé n vrcholii, véechny navzajem pospojované (tj.
celkem (3) hran):
2
3 1
K,
4 n

Uplny bipartitni graf na m > 1 a n > 1 vrcholech md m + n vrcholi ve dvou

skupindch (partitach), p¥itemz hranami jsou pospojované viechny m - n dvojice
z riiznych skupin:

Kmn
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1.2  Stupné vrcholi v grafu

Definice 1.2. Stupném vrcholu v v grafu G
rozumime po&et hran vychdzejicich z v. Stupeh v v grafu G znatime dg(v).

Slovo ,vychdzejici* zde nenaznaluje Zadny smé&r; je totiz obecnou konvenci ¥ikat, Ze hrana
vychdzi z obou svych konci zaroveri.

stupné

2 5

Napf¥iklad v nakreslené ukazce jsou stupné p¥imo zapsény u vrchold.

Definice: Graf je d-reguldrni, pokud v8echny jeho vrcholy maji stejny stupeii d.
Znateni: Nejvyssi stupei v grafu G zna&ime A(G) a nejnizsi 0(G).
Véta 1.3. Soucet stuprid v grafu je vZdy sudy, roven dvojndsobku poctu hran.

Diukaz. P¥i stitani stupfid vrchold v grafu zapo&itdme kazdou hranu dvakrat — jednou
za kazdy jeji konec. Proto vysledek vyjde sudy. O
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Vlastnosti stupiit

Jeliko? v obyZejném grafu zvlat nerozli§ujeme mezi jednotlivymi vrcholy, nemame déno
7adné poradi, ve kterém bychom stupné& vrchold méli psat. Proto si stupné obvykle
sefazujeme podle velikosti.

sk Zajimavou otdzkou je, které posloupnosti stupiili odpovidaji vrchollim skute¢nych
grafa?
(Nap¥iklad posloupnost stupiiti 1,2,3,4,5,6,7 nemiiZe nastat nikdy.)

Véta 1.4. Necht dy < do < --- < d, je posloupnost pFirozenych &isel. Pak existuje
graf s n. vrcholy stuprid
di, do,..., d,

pravé tehdy, kdyZ existuje graf s n — 1 vrcholy stupiii

dy, doy...) dpa, -1, do-g, — 1, ., dp_g—1, dp_y—1.

K pochopeni Véty 1.4: Mirn& nepfehledny formdini zapis véty znamend, Ze ze sefazené posloup-
nosti odebereme posledni (nejv&tsi) stupeii d,, a od tolika d,, bezprostfedn& pfedchozich stupiid
odecteme jednitky. Zbylé stupn& na zalatku posloupnosti se nezméni.

(Nezapomefime, Ze posloupnost je tfeba znovu sefadit dle velikosti.)
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P¥iklad 1.5. Existuje graf se stupni vrcholi:

(1,1,1,2,3,4) ?
Dle Véty 1.4 upravime na (1,0,0,1,2), usporadéme ji (0,0,1,1,2),

pak znovu (0,0,0,0) a takovy graf uZ jasn& existuje.

Na druhou stranu, jak takovy graf sestrojime?

(Obvykle nenf jediny, ale nds zajimd aspofi jeden z nich.) Prost& obritime
ptedchozi postup, zatneme z grafu se 4 vrcholy bez hran, pfidame vrchol stupné&
2 spojeny se dvéma z nich a dal3i vrchol stupné 4 takto:

(1) 17 1) 172)374)67 7) ?

Podobng& upravime na (1,0,0,0,1,2,3,5) a usporadame ji (0,0,0,1,1,2,3,5),
pak znovu (0,0,—1,0,0,1,2), ale to uZ prece nelze — stupn& nejsou zaporné.
Proto takovy graf neexistuje.
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1.3 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoZiné vrcholi
V(H) C V(G), ktery ma za hrany libovolnou podmnoZinu hran grafu G majicich
oba vrcholy ve V/(H).

Piseme H C G, tj. stejn& jako mnoZinova inkluze (ale vyznam je trochu jiny).

Na ndsledujicim obrazku vidime zvyrazn&né podmnoZiny vrcholl hran. Pro¢ se vlevo nejednd
o podgraf? Vpravo uZ podgrafem je.

Definice: Indukovanym podgrafem je podgraf H C G takovy, ktery obsahuje viechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrchold z V(H).
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Definice 1.6. Isomorfismus grafi G a H

je bijektivni (vzdjemné& jednozna&né) zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které plati, Ze
kazda dvojice vrcholi u,v € V(G) je spojend hranou v G pravé tehdy, kdyZ je dvojice
f(w), f(v) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfni pokud mezi nimi existuje isomorfismus. Piseme G ~ H.

Fakt: Isomorfni grafy maji stejny pocet vrchold (i hran).

Z nakreslenych t¥i grafi jsou prvni dva isomorfni — jsou to jen riiznd nakresleni téhoZ grafu,
kruznice délky 5. (Ur&it& snadno najdete isomorfismus mezi nimi. Pro jednoduchost isomor-
fismus zakreslete do obrdzku tak, Ze vrcholy prvniho oéislujete &isly 1 aZ 5 a vrcholy druhého
stejnymi &isly v pofadi odpovidajicim jeho bijekci.) T¥eti graf jim isomorfni neni, nebot,
napfiklad, ma vrcholy jinych stupnii.

Fakt: Pokud je bijekce f isomorfismem, musi zobrazovat na sebe vrcholy stejnych
stupiid, tj. dg(v) = dg(f(v)). Naopak to vak nestati!
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P¥iklad 1.7. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hleddme isomorfismus, nejprve se podivame, zda
maji stejny pocet vrcholl a hran. ~Maji. Pak se podivame na stupné vrcholi a zjistime,
7e oba maji stejnou posloupnost stupiiti 2,2, 2,2, 3, 3. = TakZe ani takto jsme mezi nimi
nerozligili a mohou (nemuseji!) byt isomorfni. Déle tedy nezbyvd, nez zkouZet viechny
pfipustné moZnosti zobrazeni isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro uleh&eni v§imnéme, Ze oba vrcholy stupné t¥i jsou si symetrické,
proto si bez (ijmy na obecnosti miZeme vybrat, Ze vrchol oznaeny 1 se zobrazi na 1’.
Druhy vrchol stupné t¥i, oznadeny 4, se musi zobrazit na analogicky vrchol druhého
grafu 4’. A zbytek jiz plyne snadno:

6 5

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2011 FI: MA010: Pojem grafu



Véta 1.8. Relace , byt isomorfni* ~ na t¥Fidé vSech grafii je ekvivalenci.

Diikaz. Relace ~ je reflexivni, protoZe graf je isomorfni sdm sobé& identickym zo-
brazenim. Relace je také symetrickd, nebot bijektivni zobrazeni |ze jednozna&n& obratit.
Tranzitivnost ~ se snadno dokaZe sklddanim zobrazeni—isomorfism. O

Disledkem je, Ze v8echny grafy se rozpadnou na tFidy isomorfismu. V praxi pak, pokud
mluvime o grafu, myslime tim obvykle jeho celou tfidu isomorfismu, tj. nezaleZi ndm
na konkrétni prezentaci grafu.
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Dalsi grafové pojmy
Znaceni: M&jme libovolny graf G.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni n&jaké kruznici, ¥ikdme kruZnice v .

e Specidlné ¥ikame trojuhelnik kruznici délky 3.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni n&jaké cesté, fikame cesta v (.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni né&jakému tplnému grafu, ¥ikdme klika v G.

e Podmnoziné vrcholi X C V(G), mezi kterymi nevedou v G viibec Zddné hrany,
¥ikdme nezavisla mnoZina X v G.

Y

e Indukovanému podgrafu H C G, ktery je isomorfni n&jaké kruZnici, ¥ikdme in-
dukovand kruZnice v G.
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2 3

Prvni z ukazanych grafi nap¥iklad neobsahuje Zadny trojdhelnik, ale obsahuje kruznici
délky 4, dokonce indukovanou. Druhy graf trojihelnik obsahuje a kruZnici délky 4
taktéZ. Prvni graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1,2,3,4,5, ale ta neni induko-
vana. Indukovand cesta délky 4 v ném je t¥eba 2,3,4,5,6. Druhy graf tyto cesty také
obsahuje, ale naopak 74dna z nich neni indukovana.

Prvni graf ma nejvétsi kliku velikosti 2 — jedinou hranu, kdezto druhy graf ma vétsi
kliku na vrcholech 3,4, 5. Nejvétsi nezavisla mnoZina u obou grafti ma 3 vrcholy 2,4, 6.
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P¥iklad 1.9. Jsou ndsledujici dva grafy isomorfni?

Postupovat budeme jako v P¥ikladé 1.7, nejprve ovéfime, Ze oba grafy maji stejn&
mnoho vrcholl i stejnou posloupnost stupiti 2,2,2,2,3,3. Pokud se v3ak budeme
snaZit najit mezi nimi isomorfismus, néco stale nebude vychazet, 7e? Co ndm tedy v
nalezeni isomorfismu brani? Podivejme se, Ze v druhém grafu oba vrcholy stupné t¥i
maji svého spole¢ného souseda, tvofi s nim trojuhelnik. V prvnim grafu tomu tak neni,

prvni graf dokonce nema zadny trojuhelnik. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfni.
O

Poznamka: Vy3e uvedené ptiklady ndm ukazuji n&které cesty, jak poznat (tj. najit nebo vy-
loutit) isomorfismus dvou grafi. Ty vak ne vzdy musi fungovat. Ctend¥ se miZe ptat, kde
tedy najde né&jaky univerzalni postup pro nalezeni isomorfismu?

BohuZel vas musime zklamat, Zddny rozumny univerzdlni postup neni zndm a zatim plati, Ze

jedind vzdy fungujici cesta pro nalezeni &i nenalezeni isomorfismu mezi dvéma grafy je ve stylu
vyzkousejte vsechny mozZnosti bijekci mezi vrcholy t&chto grafii. (T&ch je, jak zndmo, az n!)
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1.4 Orientované grafy a multigrafy

V né&kterych p¥ipadech, jako naptiklad u tokd v sitich, potfebujeme u kazdé hrany grafu
vyjadFit jeji smér. Tento poZadavek p¥irozené vede na nasledujici definici orientovaného
grafu, ve kterém hrany jsou usporadané dvojice vrcholi.

Definice 1.10. Orientovany graf je uspo¥ddand dvojice D = (V, E), kde E C V xV.
Pojmy podgrafu a isomorfismu se pfirozené p¥enaseji na orientované grafy.

Znateni: Hrana (u,v) (zvand také Sipka) v orientovaném grafu D za&ind ve vrcholu u
a kon&i've (mi¥i do) vrcholu v. Opa¢nd hrana (v, u) je rizna od (u,v)!

Specidlné hrana tvaru (u,u) se nazyvé orientovand smycka.

Fakt: Orientované grafy odpovidaji relacim, které nemusi byt symetrické.
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Napf¥iklad orientovana cesta délky n > 0 je nésledujicim grafem na n + 1 vrcholech

1 2 3 n n+1

a orientovand kruZnice (také cyklus) délky n > 1 vypad3 takto:

4 3 2

Definice: Potet hran zalinajicich ve vrcholu w orientovaného grafu D nazveme
vystupnim stupném df(u) a potet hran konicich v w nazveme vstupnim
stupném dp,(u).
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Riizné modely grafu

P¥i nazirdni na graf jako matematicky objekt existuji dva zdsadn& odligné formalni
pohledy—tzv. sousednostni a incidenéni model. N&§ vyklad dosud ml¢ky predpokladal
prvni pfistup a bude tomu tak i ve zbytku textu.

P¥esto by pozorny &tena¥ mél mit povédomi i o druhém inciden¢nim modelu grafu,
ktery stavi hrany jako samostatné elementy a misto relace sousednosti mezi dvojicemi
vrcholll zavadi relaci incidence mezi dvojici vrchol-hrana.

Definice: Multigraf je uspo¥adand trojice M = (V,E,¢), kde VN E = 0 a
e:E— (‘2/) UV U(V x V) je incidenéni zobrazeni hran.

Znaceni (‘2/) v definici reprezentuje neorientované hrany, V' neorientované smy&ky a V x V
orientované hrany a smy¢ky. Smycky a paralelni hrany lehce ilustruje nasledujici obrazek:
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