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10 Dekompozice graf̊u, algoritmy a minory

Daľśı autor̊uv výběr tématu nás zavede ke strukturálńı teorii graf̊u – k r̊uzným jejich dekom-
pozićım, grafovým minor̊um a navazuj́ıćım efektivńım algoritmům pro jinak těžké problémy.

Obecnou inspiraćı nám je známý fakt, že většinu jinak těžkých problémů lze řešit snadno a
efektivně na stromech. Podobná situace nastává ťreba u intervalových graf̊u nebo obecně u
chordálńıch graf̊u. Proto se pod́ıváme na grafy, které jsou svým způsobem

”
stromům bĺızké“,

ve smyslu existence jejich vhodné dekompozice.

Vrcholem této lekce je formulace hlavńıho výsledku takzvané
”
Graph Minors Theory“ od

Robertsona a Seymoura, který lze bez nadsázky prohlásit za asi největš́ı výsledek, kterého
dosud teorie graf̊u dosáhla (i v porovnáńı s Větou o čty̌rech barvách). 2

Stručný p̌rehled lekce

• Úvodńı zamyšleńı nad řešeńım obt́ıžných problémů.

• Stromová š́ı̌rka grafu z mnoha stran. Některé jiné
”
š́ı̌rkové“ param.

• Ukázky použit́ı dekompozic graf̊u na efektivńı algoritmy.

• Něco o grafových minorech a strukturálńı teorii.
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10.1 Obt́ı̌zné problémy na speciálńıch grafech

V Lekci 7 jsme uvedli některé
”
něrešitelně obt́ıžné“, p̌resněji NP-těžké grafové

problémy, nap̌ŕıklad 3-obarveńı grafu nebo nezávislá množina vrchol̊u. 2

Oba tyto problémy snadno vy̌reš́ıme na intervalových grafech.

Algoritmus 10.1. Nalezeńı nezávislé množiny v intervalovém grafu

Předpokládejme, že graf G je daný svou intervalovou reprezentaćı (v p̌ŕıpadě poťreby je
možno tuto reprezentaci efektivně sestrojit). Maximálńı nezávislou množinu nalezneme
následovně.

• Uspǒrádáme intervaly reprezentuj́ıćı G podle jejich pravých konc̊u. 2

• Do nezávislé množiny hladově (v tomto uspǒrádáńı) vlož́ıme vždy prvńı interval
neprot́ınaj́ıćı se s p̌redchoźımi vybranými.
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Také na obecněǰśıch chordálńıch grafech můžeme navrhovat rychlé a pověťsinou i
snadné algoritmy.

Algoritmus 10.2. Určeńı barevnosti chordálńıho grafu

• Snadno zkonstruhujeme simpliciálńı dekompozici našeho grafu G (Věta 9.4). 2

• Graf G je k-degenerovaný, kde k = ω(G) − 1 je nejvěťśı stupeň simpliciálńıho
vrcholu v některém kroku simpliciálńı dekompozice G. Hladově tud́ıž můžeme G

obarvit k + 1 barvami a to je optimálńı (nebot’ máme v G kliku velikosti k + 1).
2

Algoritmus 10.3. Nalezeńı nezávislé množiny chordálńıho grafu

• Opět zkonstruhujeme simpliciálńı dekompozici našeho grafu G (Věta 9.4).

• V pǒrad́ı této dekompozice hladově p̌ridáváme vrcholy do nezávislé množiny.
(Tento postup je p̌ŕımým zobecněńım Algoritmu 10.1, viz také Věta 9.5.) 2

Možná zobecněńı?

Zaj́ımavou a užitečnou otázkou ted’ je, jak takové postupy zobecnit na šiřśı ťŕıdy graf̊u,
které maj́ı nějakou specifickou omezuj́ıćı (ale ne p̌ŕılǐs) vlastnost –

”
parametr“.
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10.2 Tree-width – čty̌ri definice

Název
”
tree-width“ byl zaveden Robersonem a Seymourem počátkem 80-tých let,

ale pak se ukázalo, že ekvivalentńı definice již uvažovali matematici léta p̌red nimi,
nap̌ŕıklad v souvislosti s takzvanými

”
k-trees“ nebo se simpliciálńımi dekompozicemi.

(Důsledkem tohoto vývoje je také bohatost r̊uzných definic stejného pojmu. . . ) 2

Připomeňme, že velikost nejvěťśı kliky v grafu G se označuje ω(G).

Definice: Stromovou š́ı̌rkou (tree-width) grafu G nazveme nejmenš́ı p̌rirozené k takové,
že existuje chordálńı graf H s ω(H) = k + 1 obsahuj́ıćı G jako podgraf (H ⊇ G).

Např́ıklad každý podgraf následuj́ıćıho chrodálńıho grafu má tree-width ≤ 2:
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Kde je však v této definici nějaký
”
strom“? Je, ale skrytý – pod́ıvejte se na Větu 9.5 popisuj́ıćı

chordálńı grafy jako pr̊unikové grafy podstromů ve stromě.
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Jinou možnost popisu ukazuje:

Definice: Vrcholy V (G) grafu G uspǒrádáme do posloupnosti (permutace)
(v1, v2, . . . , vn). Pro i = 1, 2, . . . , n definujme ℓ(vi) jako počet všech index̊u j ∈
{1, . . . , i − 1} takových, že vrcholy vi a vj jsou v G spojeny cestou použ́ıvaj́ıćı pouze
vrcholy z množiny {vj, vi, vi+1, . . . , vn}. 2

Druhou stromovou š́ı̌rkou grafu G nazveme nejmenš́ı hodnotu výrazu maxv ℓ(v) p̌res
všechny permutace vrchol̊u V (G).

Všimněte si, že uspǒrádáńı vrchol̊u z této definice je vlastně zpětnou simpliciálńı dekompozićı
chordálńıho grafu H ⊇ G z předchoźı definice (viz také Věta 9.4).

s s s s s

V nakresleném př́ıkladě grafu C5 vid́ıme uspǒrádáńı vrchol̊u se š́ı̌rkou 2. (Tečkované hrany
ukazuj́ı tzv. chordálńı doplněńı grafu, relevantńı k prvńı definici tree-width.)
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Ještě daľśı, značně odlǐsný, p̌ŕıstup má tato definice:

Definice: Pro libovolný strom T uvažujeme (libovolné) zobrazeńı τ : E(G) → V (T ).
Pro vrchol t ∈ V (T ) označ́ıme T1, . . . , Td jednotlivé komponenty lesa T − t a Fi =
τ−1

(

V (Ti)
)

. Označme

ℓτ (t) = |V (G)| + (d − 1) · c(G) −
d

∑

i=1

c(G − Fi),

kde c(H) znač́ı počet souvislých komponent grafu H .

T1

T2

T3
x

τ : E →

FxF1

F2

F3

2

Třet́ı stromovou š́ı̌rkou grafu G pak definujeme jako nejmenš́ı možnou, p̌res všechny
dvojice T, τ , hodnotu výrazu max t∈V (T ) ℓτ (t).
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Nakonec si uvedeme ještě původńı definici Robertsona a Seymoura, která se věťsinou
uvád́ı jako ta prvńı a hlavńı (a na ostatńı možné definice málokdy p̌rijde řeč).

Definice 10.4. Stromová dekompozice grafu G.
Stromovou dekompozićı grafu G nazveme strom T spolu se systémem množin X t

(zvaných
”
baĺıky“) pro t ∈ V (T ), kde

• X t ⊆ V (G) a
⋃

t∈V (T ) X t = V (G), 2

• pro každou hranu e = uv ∈ E(G) je u, v ∈ X t pro nějaké t ∈ V (T ), 2

• (interpolačńı vlastnost) pro každý vrchol v ∈ V (G) tvǒŕı podmnožina všech
t ∈ V (T ) s v ∈ X t podstrom v T . 2

Š́ı̌rkou dekompozice T,X rozuḿıme nejvěťśı hodnotu |X t| − 1 pro t ∈ V (T ) a čtvrtou
stromovou š́ı̌rkou grafu G nazveme nejmenš́ı možnou š́ı̌rku stromové dekompozice G.
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Přes veškerou zdánlivou odlǐsnost uvedených definic plat́ı následovné.

Věta 10.5. Všechny čty̌ri výše uvedené definice stromové š́ı̌rky definuj́ı p̌resně tutéž
hodnotu, pokud graf G má neprázdnou množinu hran.

Důkaz plného zněńı této věty je však nad rámec našeho textu.

O četńıćıch a zloději

Na závěr si p̌redstavme hru na četńıky a zloděje s těmito pravidly: Zloděj se bleskovou
rychlost́ı pohybuje po hranách grafu p̌res vrcholy neobsazené četńıky (jeho pohyb vždy
skonč́ı ve vrcholu, ne

”
uprosťred“ hrany). Naopak četńıci se grafem v̊ubec nepohybuj́ı,

jen p̌rilétaj́ı do a odlétaj́ı z vrchol̊u helikoptérou. Zloděj je chycen ve svém vrcholu z

p̌riletivš́ım četńıkem, pokud jsou i všichni sousedé z zrovna obsazeni četńıky.

Věta 10.6. Nejmenš́ı počet četńık̊u poťrebných k zaručenému chyceńı zloděje v grafu
G je roven stromové š́ı̌rce G plus 1.
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10.3 Některé daľśı parametry

Definice: Cestńı dekompozici a š́ı̌rku (path-width) grafu G definujeme stejně jako v
Definici 10.4, jen požadujeme nav́ıc, aby T byla cesta. 2

Definice: Vrcholy V (G) grafu G uspǒrádáme do posloupnosti (permutace)
(v1, v2, . . . , vn). Bandwidth grafu G definujeme jako nejmenš́ı hodnotu výrazu
maxvivj∈E(G) |i − j| p̌res všechny permutace vrchol̊u V (G). 2

Větvené dekompozice

Graf je kubický, pokud má všechny vrcholy stupně 3. Strom je podkubický, pokud má
všechny vrcholy stupně ≤ 3.

Definice: Pro libovolný graf G a podmnožinu X ⊆ E(G) definujeme funkci souvislosti
λG(X) jako počet vrchol̊u G, které jsou konci některých hran z X i hran z E(G) \ X

(separace množiny X).

s

s

s

s

X E \ X
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s

s

s

s

X E \ X

Definice 10.7. Větvená dekompozice grafu G

Necht’ T je podkubický strom a τ : E(G) → L(T ) je bijekce hran grafu G do list̊u
L(T ) stromu T . Pro každou hranu x stromu T definujeme š́ı̌rku x jako λG(X), kde
X = τ−1

(

V (T1)
)

pro jednu z komponent T1, T2 lesa T − x.

s
s

s
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x

T

X E \ X

š́ı̌rka(x) := λG(X) = λG(E \ X) 2

Pak š́ı̌rkou dekompozice T, τ je maximálńı š́ı̌rka ze všech hran T a větvenou š́ı̌rkou
grafu G je nejmenš́ı možná š́ı̌rka větvené dekompozice G. 2
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Věta 10.8. Pokud graf G má stromovou š́ı̌rku t a větvenou š́ı̌rku b > 1, tak

b ≤ t + 1 ≤

⌊

3

2
b

⌋

.2
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Jiný př́ıstup

Necht’ G je graf a X ⊆ V (G). Jako funkci hodnosti řezu γG(F ) na množině F označ́ıme
hodnost X × (V \ X)-matice A = (ai,j) nad binárńım tělesem GF (2), kde au,v = 1
pro u ∈ X a v ∈ V \ X , právě když uv je hranou v G. 2

Definice 10.9. Ranková dekompozice grafu G

Necht’ T je podkubický strom a τ : V (G) → L(T ) je bijekce vrchol̊u grafu G do list̊u
L(T ) stromu T . Pro každou hranu x stromu T definujeme š́ı̌rku x jako γG(X), kde
X = τ−1

(

V (T1)
)

pro jednu z komponent T1, T2 lesa T − x. 2

Pak š́ı̌rkou dekompozice T, τ je maximálńı š́ı̌rka ze všech hran T a rankovou š́ı̌rkou
grafu G je nejmenš́ı možná š́ı̌rka rankové dekompozice G.
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Petr Hliněný, FI MU Brno 13 FI: MA010: Dekompozice a minory

10.4 Efektivńı algoritmy na dekompozićıch

Již v́ıme z 7.17, že určeńı velikosti nejvěťśı nezávislé množiny v grafu je NP-úplný
problém. Stromová dekompozice fixńı š́ı̌rky však tento problém umožňuje řešit velice
snadno.

Algoritmus 10.10. Nezávislá množina na stromové dekompozici

Danou stromovou dekompozici vstupńıho grafu si libovolně
”
zakǒreńıme“.

• V každém listě dekompozice vy̌reš́ıme problém hrubou silou v konstantńım čase.2

• Ve směru od list̊u ke kǒreni sb́ıráme následuj́ıćı informaci:
V každém baĺıku B dekompozice, pro každou X ⊆ B, velikost nejvěťśı nezávislé
množiny I v grafu indukovaném na podstromu pod B takové, že I ∩ B = X . 2

• Vzhledem k interpolačńı vlastnosti naš́ı dekompozice lze výše popsanou informaci
v každém baĺıku dekompozice zjistit v konstantńım čase pouze ze znalosti stejné
informace ze všech jeho potomků v dekompozici.

Výsledný algoritmus pracuje v čase úměrném počtu uzl̊u dekompozice, tedy v lineárńım
čase!
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Daľśı problém hledáńı párováńı v grafu sice je polynomiálně řešitelný, ale zjǐst’ováńı
počtu všech párováńı už je #P-úplné, neboli stejně těžké (beznadějné) jako výpočet
permanentu matice nebo spoč́ıtáńı všech řešeńı SAT problému.

Algoritmus 10.11. Počet párováńı na větvené dekompozici

Opět si větvenou dekompozici vstupńıho grafu libovolně
”
zakǒreńıme“.

• V každém listě dekompozice je řešeńı triviálńı. 2

• Ve směru od list̊u ke kǒreni sb́ıráme následuj́ıćı informaci:
V každé hraně dekompozice, pro každou podmnožinu X ⊆ S vrchol̊u separace S

indukované touto hranou v dekompozici, počet všech párováńı, která ze separace
S

”
obsazuj́ı“ právě vrcholy X . 2

• Opět lze výše popsanou informaci na každé hraně dekompozice zjistit v kon-
stantńım čase pouze ze znalosti stejné informace z obou jejich podstromů v
dekompozici (vzájemným vynásobeńım a sečteńım počt̊u).

Výsledný algoritmus pracuje v čase úměrném počtu hran dekompozice, tedy opět v
lineárńım čase.
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Jeden všeobecný výsledek

Nápadná vzájemná podobnost předchoźıch algoritmů určitě neńı náhodná, chtěli jsme jimi ilus-
trovat jeden důležitý obecný princip, který objevili postupně [Courcelle / Arnborg, Lagergren,
Seese / Borie, Parker, Tovey].

Věta 10.12. Každá vlastnost graf̊u, která je vyjáďritelná v tzv. (E)MSO jazyce, se dá
vypoč́ıtat v lineárńım čase pro všechny grafy omezené stromové š́ı̌rky.

Pro zjednodušeńı nebudeme p̌resně definovat, co (E)MSO jazyk znamená, ale zhruba
jde o jazyk, který má dovoleno kvantifikovat p̌res podmnožiny vrchol̊u a hran grafu
a enumerovat počty prvků množin. Věťsina grafových vlastnost́ı, které jsme zat́ım
prob́ırali, spadá do této kategorie.
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10.5 Minory v grafech

Definice: Ř́ıkáme, že graf G je minorem grafu H , pokud lze G źıskat z H kontrakcemi
hran a vypouštěńım vrchol̊u a hran.
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Robertson–Seymourova věta

Věta 10.13. Mějme libovolnou grafovou vlastnost φ, která je uzav̌rená na minory (tj.
pokud G má φ, pak každý minor G má také φ).

Pak existuje konečně mnoho graf̊u F1, . . . , Fℓ (zakázané minory) takových, že G má φ

právě když G neobsahuje minor isomorfńı žádnému z F1, . . . , Fℓ.

Mimo jiné lze tud́ıž vlastnost φ rozhodnout v čase O(n3) pro každý n-vrcholový graf G.
2

Poznámka: Tato věta je zcela nekonstruktivńı, neboli nepodává žádný návod, jak zḿıněný
algoritmus sestrojit!


