/11 Néco vice o kresleni grafii \

Tato lekce se soustfed'uje na ndsledujici otdzku: Jak vhodn& nakreslime nerovinny graf?
UkdZeme si dva riizné pohledy.

Jednak mimo tradi¢niho kresleni grafii ,,na papir", tj. do roviny, si Ize pfedstavit kresleni grafii
na sloZit&jsi povrchy (plochy), tfeba na povrch duse pneumatiky. Co ndm takovéto rozsitené
kresleni grafli p¥inese nového?

Nebo zlstaneme v roving, ale povolime k¥izeni hran a budeme hledat ,esteticky pékna“
nakresleni, & dokonce jiné modely jako rovinna pokryti.

Struény prehled lekce

O ,vyssich® plochach, orientovatelné a neorientovatelné plochy.

Kresleni grafi na plochy, popis nakresleni, Euleriv vztah.

Grafy na plochach a zakdzané minory.

Priselikové Cislo grafu, zakladni definice a fakta.

Zlehka o kuriéznim problému rovinného pokryti.




/11.1 Co jsou to plochy \
Nejprve si strué¢né uvedeme diilezity vysledek klasické topologie — klasifikaci ploch.

Véta 11.1. KaZdd plocha (tj. kompaktni 2-manifold bez hranice) je homeomorfni

— Sy sfére,
— Sy, sféfe s h pFidanyma ,,usima" (handle),
— N, sté¥e s k pFidanymi , kFiZicimi misty* (crosscap).

Definice: Crosscap na plose je kruZnice, jejiz protilehlé dvojice bodl jsou ztotoznény
(vnittek kruhu p¥itom plo%e uz nepat¥i).

P¥idavani usi na sféru je snadno ptedstavitelna konstrukce, viz ilustrace nalevo. Avsak crosscap
je velmi obtiZzné vizualizovat v Euklidovské geometrii, takZe pro ilustraci si jej (tém&F ekvi-
valentn&) miZeme nahradit p¥ipojovanim Mébiova prouZku — viz ilustrace napravo, k hranici
polosféry.
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Plocha N1 je projektivni rovina a vypu$ténim kruhu z A7 vznikd zndmy Mobidv
prouzek.

Fakt: Plocha S; je zndmy torus (ilustrace vlevo), neboli povrch duse kola.

Plocha N5 je tzv. Kleinova lhev (ilustrace vpravo), jejimZ podélnym roz¥iznutim vzni-
knou dva Mobiovy prouzky.

Plochy Sp a Sy, jsou orientovatelné, kdezto Nj, jsou neorientovatelné.

Co za plochu v8ak vznikd kombinovanym p¥idavanim usi a crosscapi? - 'Na to je snadna
odpové&d, vzniknou jen znovu uZ vy¥e popsané plochy.

Lema 11.2. Mdme-li plochu 3 vzniklou ze stéry pFidanim k > 2 crosscapi a h usi,
tak X je homeomorfni ploSe vzniklé ze sféry pFidanim k — 2 crosscapii a h + 1 usi.




/11.2 Kresleni grafi na plochy \

Definice 11.3. Nakresleni grafu G na plochu X

myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy zndzornény jako rizné body na ¥ a hrany
jako oblouky spojujici body svych koncovych vrchold. P¥itom hrany se nesmi nikde
k¥izit ani prochdzet jinymi vrcholy nez svymi koncovymi body.

Na vyssi plochy pfenasime i dalsi pojmy rovinného kresleni, jako pojem stény.

Definice: Nakresleni grafu G na plochu X je burikové, pokud je kazda sténa (bez své
hranice!) homeomorfni otevienému disku.

Fakt: Buiikové nakresleni grafu G je jednoznaéné& uréeno svymi sténovymi kruZnicemi
a jako takové definuje i plochu ¥ aZ na homeomorfismus.

(Neboli plochu ¥ Ize ,slepit” z jednotlivych diskd sté&n podél spole€nych hran u st&n.)

Tvrzeni 11.4. Burikové nakresleni grafu G na orientovatelnou plochu 3 je jednozna&né
uréeno rotacnim schématem vychazejicich hran u svych vrcholi.

(V p¥ipad& neorientovatelnych ploch je t¥eba jesté pFidat jistd ,znaménka*”.)

Rota&ni schéma u kazdého vrcholu v nakresleni uréuje cyklické potadi hran (v globaln&
zvolené orientaci) vychdazejicich z tohoto vrcholu v naSem nakreslent. /
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Kresleni na uréenou plochu

Prvni otazkou o kresleni grafii na plochy je, zda dokdZeme takto nakreslit i jiné nez
rovinné grafy. Nap¥iklad dplny graf K5 nelze nakreslit do roviny.

7%

Tvrzeni 11.5. Do projektivni roviny Ize bez kFizeni hran nakreslit uplny graf K¢, na
torus | K7, kdeZto na Kleinovu lahev také jen Kg.

Mnohé poznatky o kreslitelnosti grafli Ize zobecnit z rovinnych na vy$si plochy. Z téch
jednoduchych je nejdilezit&jsi Euleriv vztah (Véta 8.2).

Véta 11.6. Necht buiikové nakresleni souvislého grafu G na plose ¥ m4 f stén. Pak
V(G| + f—|EG)] =x(2),
kde x(X) (Eulerova charakteristika plochy) je 2—2h pro¥X =Sy, a2—k pro ¥ = N .

Z Eulerova vztahu vyplyvaji dileZitd omezeni na maximalni polet hran — jednoduchy
kn—vrcholovy graf nakresleny na toru nebo Kleinové lahvi nem{ize mit vice nez 3n hran./




/11.3 Ptekazky kresleni na plochy \

Podle Véty 8.5 Ize rovinnost zadaného grafu pomérné rychle algoritmicky rozhodnout
i najit nakresleni. | tento silny vysledek ma stejné silné zobecnéni na vyssi plochy, ale
uz bohuZzel neni vhodny pro praktické implementace.

Véta 11.7. (Mohar) Pro kaZdou pevnou plochu X existuje algoritmus, ktery v
linedrnim &ase pro dany graf bud nalezne jeho nakresleni na X, nebo ur& minimalini
pFekazku nakreslitelnosti na 3.

Poznamka: Za poznamendni stoji, Ze obecn&jsi problém urdit nejjednodussi plochu, na kterou
Ize dany graf nakreslit, je uz N'P-t&zky.

Z jiné strany lze zobeciovat Kuratowského vétu na vyssi plochy. T¥ebaZe je znamo, Ze
takové zobecnéni s koneZnym poctem prekazek je platné pro kaZdou plochu, konkrétni
seznam zakdazanych minori &i podrozdéleni zndme pouze u jediné vyssi plochy.




KVéta 11.8. (Archdeacon) Graf G je nakreslitelny do projektivni roviny, pravé kdyzv\

neobsahuje Zadny minor isomorfni nékterému z nasledujicich 35 grafii.
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Vyznam grafii na plochach

Plvodni motivace vyzkumu kresleni grafti na plochy je p¥irozend — byla to pfedevsim snaha o
FeSeni problému &ty¥ barev. Nyni v8ak jiz mdme Vé&tu o &tyFech barvach, takze co dile motivuje
vyzkum kresleni grafii na vyssi plochy, mimo ,,péknych obrazka“?

S grafy nakreslenymi na vy%sich plochach se setkdme ve dvou zakladnich teoretickych
oblastech:

e Algebraické — studium pravidelnych ,map" na plochach.

e Strukturdini grafové — celd Robertson-Seymourova teorie grafovych minord,
tfebaZe na prvni pohled s kreslenim grafli nema nic spole&ného, stoji na grafech
nakreslenych na plochdach.

Abychom posledni ptekvapivé tvrzeni blize vysvétlili, uvedeme si stru¢né& asi
nejdilezit&jsi mezivysledek Robertson—Seymourovy teorie. (V3imnéte si, Ze minor grafu
je vzdy nakreslitelny na stejnou plochu jako plvodni graf, tfeba ne bufikov&.)

Véta 11.9. Mé&me nerovinny graf H. Pak kaZdy graf G, ktery neobsahuje minor iso-
morfni H, md stromovou dekompozici (Definice 10.4) takovou, jejiZz kaZdy balik in-
dukuje podgraf, ktery je aZ na omezen& mnoho , lokdlnich vyjimek" nakreslitelny na
néjakou plochu X takovou, Ze H na % nakreslit nelze.

\ J




/11.4 O priasecikovém CEisle grafi \

TtebaZe jiz dobfe vime (a umime algoritmicky rozpoznat), které grafy jsou rovinné,
praxe pozaduje ,hezkad nakresleni v rovin&" i pro nerovinné grafy. Jak tedy na hezka
kresleni nerovinnych grafdi do roviny?

Definice (roz3iteni Definice 8.1):

Nakreslenim grafu G do roviny rozumime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholim G
p¥ifazeny rizné body roviny a hrandm jednoduché k¥ivky spojujici koncové vrcholy.
P¥itom je pozadovéno, aby se Zadné t¥i hrany neprotinaly v jednom bodg (jiném nez kon-
covy vrchol), aby Zadna hrana neprochézela jinym vrcholem a aby se kazdd protinajici
dvojice hran skute¢n& , k¥izila" (tj. ne jednostranny dotyk).

P¥iklad 11.10. Podivejme se na ndsledujici t¥i (korektni) nakresleni do roviny. Jsou vsechna

vy

,optimalni”, tj. je polet jejich k¥iZeni nejmensi mozny?

Snadno vidime, Ze prvni graf Ize nakreslit i bez k¥izeni a druhy graf jen s jednim k¥iZzenim.

v

KNaopak teti graf uz s méné& k¥izenimi nakreslit nelze. Uméli byste toto dokazat? D/




/ Definice 11.11. Prisecikové &islo grafu G v rovin& \

je definovano jako nejmensi moZny pocet k¥izeni dvojic hran p¥es vechna korektni
nakresleni G do roviny. Znatime cr(G).

Piavod problému prisecikového &isla spadd do doby druhé svétové valky, kdy P. Turadn
byl na nucenych pracech v ciheln&. Jejich tkolem bylo tlacit voziky s cihlami po kole-
jnicich a na kazdé k¥izovatce s tim méli velké problémy. Proto Turdn pfemyslel, jak
navrhnout kolejisté Iépe, aby minimalizoval pocet k¥iZeni kolejnic.

V dnesni dobé je problém prisecikového &isla velmi dilezity v praktickych oblastech
VLSI designu [Leighton] a , lidsky Citelné* vizualizace grafii v riiznych schématech.
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Priklad 11.12. Ur&eme priise&ikovd Cisla ndsledujicich dvou grafi:

Asi snadno kaZdy nalezne nakresleni prvniho grafu (Petersenilv) s pouze dvéma
k¥izenimi hran. Jak v8ak dokazat, Ze jej nelze nakreslit s jednim k¥izenim? VSimné&me
si, Ze kazdd jeho hrana je ,ekvivalentni” s kaZzdou jinou. To znamend, Ze by ostranénim
jedné zvolené hrany z Petersenova grafu mélo vytvofit rovinny graf, ale to neni pravda.

Druhy graf Kg lze nakreslit s 3 k¥izenimi — za&néme s kruznici délky 5 a poslednim
vrcholem spojenym uvnit¥. Zbylych 5 hran pak uz dokdzeme dokreslit s vytvorenim t¥
k¥izeni. Zkuste si to! Pro¢ neni moznych méné k¥iZeni? P¥edpokladejme, Ze dvé k¥izeni
hran postaluji, pak bychom vypusténim dvou dotéenych hran ziskali rovinny graf. Ten
by v8ak mél 6 vrcholl a 13 > 3 -6 — 6 hran, spor. |
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Fakt: P¥esné obecné hodnoty prisetikovych ¢isel nejsou znamy ani pro uplné &i Gp
bipartitni grafy.

Véta 11.13. Problém uréit, zda prisecikové &islo cr(G) < k pro G a k na vstupu je
N'P-iplny. Toto plati dokonce i kdyZ G je kubicky 3-souvisly graf.

Zamyslete se sami, pro¢ by problém priseikového &isla mé&l viibec ndlezet do t¥idy
NP, neni to tak zfejmé. ..

V praxi se ukazuje, Ze urleni priselikového &isla je p¥imo zoufale téZky problém, je$té mno-
hem beznad&jn&jsi nez tfeba barevnost. Snad jedinym existujicim ,,pozitivnim" (i kdyz zcela
nepraktickym) algoritmickym vysledkem je ndsledujici:

Véta 11.14. Pro fixni k Ize otestovat, zda cr(G) < k, v linedrnim &ase vzhledem k
poctu vrcholii grafu (zdvislost na parametru k je vsak doslova ,, brutdini”).

Aby nebylo viem $patnym zprdvdm konec, v roce 2010 Cabello a Mohar dokazali
nasledujici velmi ptekvapivy vysledek.

Véta 11.15. Je-li dan rovinny graf G a dvojice jeho nespojenych vrcholi u,v, tak
problém urit, zda priisecikové &islo cr(G + uv) < k pro k na vstupu je N'P-iplny.
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/11.5 O problému rovinného pokryti \

Na zavér si jako kuriozitu uvedeme zajimavy, tfebaZe okrajovy, problém zndmy od
80-tych let pod ndzvem Negamiho hypotéza plandrnich pokryti nebo Negamiho 12 oo
hypotéza. Avak k velmi podobné otdzce nezdvisle ve stejné dobé& dospél i Fellows.
Problém je hezky pfedeviim svou ,chytlavosti” a jednoduchosti zadani.

Definice: Rikdme, ¥e graf H pokryvd graf G, pokud existuje surjektivni zobrazen{
7 : V(H) — V(Q) takové, Ze sousedé kazdého vrcholu v grafu H jsou bijektivné
zobrazeny na sousedy vrcholu 7(v) grafu G.

u3 7(u3)
v Uo 7(v) T(ug)
H U1 - 7(u1) G
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Negamiho hypotéza rovinnych pokryti

Hypotéza 11.16. Souvisly graf G ma pokryti (n&jakym) kone&nym rovinnym grafem,
pravé kdyz G samotny je nakreslitelny do projektivni roviny.

Zde je ptiklad dvojitého pokryti grafu K5 rovinnym grafem o 10 vrcholech.

T(v1) =71(v2) =

H G=Ks

Fakt: Je-li G nakreslitelny do projektivni roviny, pak univerzalni pokryti projektivni
roviny sférou okamZzité da nakresleni dvojitého rovinného pokryti grafu G.
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/Lema 11.17. K dikazu Hypotézy 11.16 stali ovéfit, Ze Zddny z 32 souvislyc
zakazanych minori z Véty 11.8 nema konecné rovinné pokryti.

Kupodivu pro vétSinu z onéch 32 grafli to lze dokazat velmi snadno. Dalsi vysledky,
na kterych se podileli Archdeacon, Fellows, Negami, Thomas a autor, vedly k dale
uvedenym poznatkim, které jsou tim nejsilngj$im, co o YeSeni Negamiho hypotézy
vime.

Véta 11.18. Pokud graf K1 222 nemd kon. rov. pokryti, je Hypotéza 11.16 pravdiva.

Véta 11.19. Existuje jen 16 ndsledujicich konkrétnich grafi (aZ na trividlni modi-
fikace), pro které by Hypotéza 11.16 mohla byt nepravdiva.
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O rovinnych emulatorech

Mirnou modifikaci konceptu plandrniho pokryti pfedstavuje tato definice, podana Fel-
lowsem nezdvisle na Negamim.

Definice: Rikame, e graf H je emuldtorem grafu G, pokud existuje surjektivni zo-
brazeni 7 : V(H) — V(G) takové, Ze sousedé kazdého vrcholu v grafu H jsou surjek-
tivné zobrazeny na sousedy vrcholu 7(v) grafu G.

Na rozdil od rovinnych pokryti mohou mit emuldtory pomé&rné bohatsi strukturu, p¥esnéji
Feceno sousedé mohou byt “duplikovéni”, viz tento p¥iklad emuldtoru trojihelnika:
b2

C2

as az

b3

1

C3 bl

a1
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JelikoZ je na prvni pohled z definice “jasné”, Ze duplikace sousedii nem{ze byt pfinosna
pro existenci plandrnich emuldtori (ve srovndni s pokrytimi), jiz Fellows vyslovil
domnénku, Ze souvisly graf ma kone¢né rovinné pokryti pravé tehdy, kdyZ ma koneény
rovinny emulator. = P¥esto se na zavér roku 2008 objevilo skute¢né prekvapeni:

Véta 11.20. (Rieck a Yamashita) Existuje graf, ktery neni projektivni a nemd
kone&né rovinné pokryti a pfesto ma konec&ny rovinny emulator.

Problematika, které grafy maji kone&né rovinné emuldtory, je stéle Siroce otevfena.
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