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11 Něco v́ıce o kresleńı graf̊u

Tato lekce se sousťred’uje na následuj́ıćı otázku: Jak vhodně nakresĺıme nerovinný graf?
Ukážeme si dva r̊uzné pohledy.

Jednak mimo tradičńıho kresleńı graf̊u
”
na paṕır“, tj. do roviny, si lze představit kresleńı graf̊u

na složitěǰśı povrchy (plochy), ťreba na povrch duše pneumatiky. Co nám takovéto rozš́ı̌rené
kresleńı graf̊u přinese nového?

Nebo z̊ustaneme v rovině, ale povoĺıme kř́ı̌zeńı hran a budeme hledat
”
esteticky pěkná“

nakresleńı, či dokonce jiné modely jako rovinná pokryt́ı. 2

Stručný p̌rehled lekce

• O
”
vyš̌śıch“ plochách, orientovatelné a neorientovatelné plochy.

• Kresleńı graf̊u na plochy, popis nakresleńı, Euler̊uv vztah.

• Grafy na plochách a zakázané minory.

• Pr̊useč́ıkové č́ıslo grafu, základńı definice a fakta.

• Zlehka o kuriózńım problému rovinného pokryt́ı.
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11.1 Co jsou to plochy

Nejprve si stručně uvedeme důležitý výsledek klasické topologie – klasifikaci ploch.

Věta 11.1. Každá plocha (tj. kompaktńı 2-manifold bez hranice) je homeomorfńı

– S0 sfé̌re,

– Sh sfé̌re s h p̌ridanýma
”
ušima“ (handle),

– N k sfé̌re s k p̌ridanými
”
ǩŕıž́ıćımi ḿısty“ (crosscap).

Definice: Crosscap na ploše je kružnice, jej́ıž protilehlé dvojice bodů jsou ztotožněny
(vniťrek kruhu p̌ritom ploše už nepaťŕı). 2

Přidáváńı uš́ı na sféru je snadno představitelná konstrukce, viz ilustrace nalevo. Avšak crosscap
je velmi obt́ı̌zné vizualizovat v Euklidovské geometrii, takže pro ilustraci si jej (témě̌r ekvi-
valentně) můžeme nahradit připojováńım Möbiova proužku – viz ilustrace napravo, k hranici
polosféry.
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Fakt: Plocha S1 je známý torus (ilustrace vlevo), neboli povrch duše kola.

Plocha N 1 je projektivńı rovina a vypuštěńım kruhu z N 1 vzniká známý Möbi̊uv
proužek.

Plocha N 2 je tzv. Kleinova láhev (ilustrace vpravo), jej́ımž podélným rožŕıznut́ım vzni-
knou dva Möbiovy proužky.

2

Plochy S0 a Sh jsou orientovatelné, kdežto N k jsou neorientovatelné. 2

Co za plochu však vzniká kombinovaným p̌ridáváńım uš́ı a crosscapů? 2Na to je snadná
odpověd’, vzniknou jen znovu už výše popsané plochy.

Lema 11.2. Máme-li plochu Σ vzniklou ze sféry p̌ridáńım k > 2 crosscap̊u a h uš́ı,
tak Σ je homeomorfńı ploše vzniklé ze sféry p̌ridáńım k − 2 crosscap̊u a h + 1 uš́ı.



Petr Hliněný, FI MU Brno 4 FI: MA010: Kresleńı graf̊u

11.2 Kresleńı graf̊u na plochy

Definice 11.3. Nakresleńı grafu G na plochu Σ
mysĺıme zobrazeńı, ve kterém jsou vrcholy znázorněny jako r̊uzné body na Σ a hrany
jako oblouky spojuj́ıćı body svých koncových vrchol̊u. Přitom hrany se nesḿı nikde
ǩŕıžit ani procházet jinými vrcholy než svými koncovými body. 2

Na vyš̌śı plochy p̌renáš́ıme i daľśı pojmy rovinného kresleńı, jako pojem stěny.

Definice: Nakresleńı grafu G na plochu Σ je buňkové, pokud je každá stěna (bez své
hranice!) homeomorfńı otev̌renému disku. 2

Fakt: Buňkové nakresleńı grafu G je jednoznačně určeno svými stěnovými kružnicemi
a jako takové definuje i plochu Σ až na homeomorfismus.

(Neboli plochu Σ lze
”
slepit“ z jednotlivých disků stěn podél společných hran u stěn.)2

Tvrzeńı 11.4. Buňkové nakresleńı grafu G na orientovatelnou plochu Σ je jednoznačně
určeno rotačńım schématem vycházej́ıćıch hran u svých vrchol̊u.

(V p̌ŕıpadě neorientovatelných ploch je ťreba ještě p̌ridat jistá
”
znaménka“.)

Rotačńı schéma u každého vrcholu v nakresleńı určuje cyklické pǒrad́ı hran (v globálně
zvolené orientaci) vycházej́ıćıch z tohoto vrcholu v našem nakresleńı.
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Kresleńı na určenou plochu

Prvńı otázkou o kresleńı graf̊u na plochy je, zda dokážeme takto nakreslit i jiné než
rovinné grafy. Nap̌ŕıklad úplný graf K5 nelze nakreslit do roviny.

Tvrzeńı 11.5. Do projektivńı roviny lze bez ǩŕıžeńı hran nakreslit úplný graf K6, na
torus i K7, kdežto na Kleinovu láhev také jen K6.

2

Mnohé poznatky o kreslitelnosti graf̊u lze zobecnit z rovinných na vyš̌śı plochy. Z těch
jednoduchých je nejdůležitěǰśı Euler̊uv vztah (Věta 8.2).

Věta 11.6. Necht’ buňkové nakresleńı souvislého grafu G na ploše Σ má f stěn. Pak

|V (G)| + f − |E(G)| = χ(Σ) ,

kde χ(Σ) (Eulerova charakteristika plochy) je 2−2h pro Σ = Sh a 2−k pro Σ = N k.2

Z Eulerova vztahu vyplývaj́ı důležitá omezeńı na maximálńı počet hran – jednoduchý
n-vrcholový graf nakreslený na toru nebo Kleinově láhvi nemůže ḿıt v́ıce než 3n hran.
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11.3 Překážky kresleńı na plochy

Podle Věty 8.5 lze rovinnost zadaného grafu poměrně rychle algoritmicky rozhodnout
i naj́ıt nakresleńı. I tento silný výsledek má stejně silné zobecněńı na vyš̌śı plochy, ale
už bohužel neńı vhodný pro praktické implementace.

Věta 11.7. (Mohar) Pro každou pevnou plochu Σ existuje algoritmus, který v
lineárńım čase pro daný graf bud’ nalezne jeho nakresleńı na Σ, nebo urč́ı minimálńı
p̌rekážku nakreslitelnosti na Σ. 2

Poznámka: Za poznamenáńı stoj́ı, že obecněǰśı problém určit nejjednoduš̌śı plochu, na kterou
lze daný graf nakreslit, je už NP-těžký.

Z jiné strany lze zobecňovat Kuratowského větu na vyš̌śı plochy. Třebaže je známo, že
takové zobecněńı s konečným počtem p̌rekážek je platné pro každou plochu, konkrétńı
seznam zakázaných minor̊u či podrozděleńı známe pouze u jediné vyš̌śı plochy.
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Věta 11.8. (Archdeacon) Graf G je nakreslitelný do projektivńı roviny, právě když
neobsahuje žádný minor isomorfńı některému z následuj́ıćıch 35 graf̊u.
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Význam graf̊u na plochách

Původńı motivace výzkumu kresleńı graf̊u na plochy je přirozená – byla to předevš́ım snaha o
řešeńı problému čty̌r barev. Nyńı však jǐz máme Větu o čty̌rech barvách, takže co dále motivuje
výzkum kresleńı graf̊u na vyš̌śı plochy, mimo

”
pěkných obrázků“?

S grafy nakreslenými na vyš̌śıch plochách se setkáme ve dvou základńıch teoretických
oblastech:

• Algebraické – studium pravidelných
”
map“ na plochách. 2

• Strukturálńı grafové – celá Robertson–Seymourova teorie grafových minor̊u,
ťrebaže na prvńı pohled s kresleńım graf̊u nemá nic společného, stoj́ı na grafech
nakreslených na plochách. 2

Abychom posledńı p̌rekvapivé tvrzeńı bĺıže vysvětlili, uvedeme si stručně asi
nejdůležitěǰśı mezivýsledek Robertson–Seymourovy teorie. (Všimněte si, že minor grafu
je vždy nakreslitelný na stejnou plochu jako původńı graf, ťreba ne buňkově.)

Věta 11.9. Mějme nerovinný graf H . Pak každý graf G, který neobsahuje minor iso-
morfńı H , má stromovou dekompozici (Definice 10.4) takovou, jej́ıž každý baĺık in-
dukuje podgraf, který je až na omezeně mnoho

”
lokálńıch výjimek“ nakreslitelný na

nějakou plochu Σ takovou, že H na Σ nakreslit nelze.
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11.4 O pr̊useč́ıkovém č́ısle graf̊u

Třebaže již dob̌re v́ıme (a uḿıme algoritmicky rozpoznat), které grafy jsou rovinné,
praxe požaduje

”
hezká nakresleńı v rovině“ i pro nerovinné grafy. Jak tedy na hezká

kresleńı nerovinných graf̊u do roviny? 2

Definice (rozš́ı̌reńı Definice 8.1):
Nakresleńım grafu G do roviny rozuḿıme zobrazeńı, ve kterém jsou vrchol̊um G

p̌rǐrazeny r̊uzné body roviny a hranám jednoduché ǩrivky spojuj́ıćı koncové vrcholy.
Přitom je požadováno, aby se žádné ťri hrany neprot́ınaly v jednom bodě (jiném než kon-
cový vrchol), aby žádná hrana neprocházela jiným vrcholem a aby se každá prot́ınaj́ıćı
dvojice hran skutečně

”
ǩŕıžila“ (tj. ne jednostranný dotyk). 2

Př́ıklad 11.10. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı ťri (korektńı) nakresleńı do roviny. Jsou všechna

”
optimálńı“, tj. je počet jejich kř́ı̌zeńı nejmenš́ı možný?
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2

Snadno vid́ıme, že prvńı graf lze nakreslit i bez kř́ı̌zeńı a druhý graf jen s jedńım kř́ı̌zeńım.
Naopak ťret́ı graf už s méně kř́ı̌zeńımi nakreslit nelze. Uměli byste toto dokázat? 2
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Definice 11.11. Pr̊useč́ıkové č́ıslo grafu G v rovině
je definováno jako nejmenš́ı možný počet ǩŕıžeńı dvojic hran p̌res všechna korektńı
nakresleńı G do roviny. Znač́ıme cr(G).

Původ problému pr̊useč́ıkového č́ısla spadá do doby druhé světové války, kdy P. Turán
byl na nucených pracech v cihelně. Jejich úkolem bylo tlačit voźıky s cihlami po kole-
jnićıch a na každé ǩrižovatce s t́ım měli velké problémy. Proto Turán p̌remýšlel, jak
navrhnout kolejǐstě lépe, aby minimalizoval počet ǩŕıžeńı kolejnic.

V dnešńı době je problém pr̊useč́ıkového č́ısla velmi důležitý v praktických oblastech
VLSI designu [Leighton] a

”
lidsky čitelné“ vizualizace graf̊u v r̊uzných schématech.
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Př́ıklad 11.12. Určeme pr̊useč́ıková č́ısla následuj́ıćıch dvou graf̊u:
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2

Asi snadno každý nalezne nakresleńı prvńıho grafu (Petersenův) s pouze dvěma
ǩŕıžeńımi hran. Jak však dokázat, že jej nelze nakreslit s jedńım ǩŕıžeńım? Všimněme
si, že každá jeho hrana je

”
ekvivalentńı“ s každou jinou. To znamená, že by ostraněńım

jedné zvolené hrany z Petersenova grafu mělo vytvǒrit rovinný graf, ale to neńı pravda.
2

Druhý graf K6 lze nakreslit s 3 ǩŕıžeńımi – začněme s kružnićı délky 5 a posledńım
vrcholem spojeným uvniťr. Zbylých 5 hran pak už dokážeme dokreslit s vytvǒreńım ťŕı
ǩŕıžeńı. Zkuste si to! Proč neńı možných méně ǩŕıžeńı? Předpokládejme, že dvě ǩŕıžeńı
hran postačuj́ı, pak bychom vypuštěńım dvou dotčených hran źıskali rovinný graf. Ten
by však měl 6 vrchol̊u a 13 > 3 · 6 − 6 hran, spor. 2
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Fakt: Přesné obecné hodnoty pr̊useč́ıkových č́ısel nejsou známy ani pro úplné či úplné
bipartitńı grafy. 2

Věta 11.13. Problém určit, zda pr̊useč́ıkové č́ıslo cr(G) ≤ k pro G a k na vstupu je
NP-úplný. Toto plat́ı dokonce i když G je kubický 3-souvislý graf.

Zamyslete se sami, proč by problém pr̊useč́ıkového č́ısla měl v̊ubec náležet do ťŕıdy
NP , neńı to tak žrejmé. . . 2

V praxi se ukazuje, že určeńı pr̊useč́ıkového č́ısla je př́ımo zoufale těžký problém, ještě mno-
hem beznadějněǰśı než ťreba barevnost. Snad jediným existuj́ıćım

”
pozitivńım“ (i když zcela

nepraktickým) algoritmickým výsledkem je následuj́ıćı:

Věta 11.14. Pro fixńı k lze otestovat, zda cr(G) ≤ k, v lineárńım čase vzhledem k
počtu vrchol̊u grafu (závislost na parametru k je však doslova

”
brutálńı“). 2

Aby nebylo všem špatným zprávám konec, v roce 2010 Cabello a Mohar dokázali
následuj́ıćı velmi p̌rekvapivý výsledek.

Věta 11.15. Je-li dán rovinný graf G a dvojice jeho nespojených vrchol̊u u, v, tak
problém určit, zda pr̊useč́ıkové č́ıslo cr(G + uv) ≤ k pro k na vstupu je NP-úplný.
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11.5 O problému rovinného pokryt́ı

Na závěr si jako kuriozitu uvedeme zaj́ımavý, ťrebaže okrajový, problém známý od
80-tých let pod názvem Negamiho hypotéza planárńıch pokryt́ı nebo Negamiho 12∞
hypotéza. Avšak k velmi podobné otázce nezávisle ve stejné době dospěl i Fellows.
Problém je hezký p̌redevš́ım svou

”
chytlavost́ı“ a jednoduchost́ı zadáńı.

Definice: Ř́ıkáme, že graf H pokrývá graf G, pokud existuje surjektivńı zobrazeńı
τ : V (H) → V (G) takové, že sousedé každého vrcholu v grafu H jsou bijektivně
zobrazeny na sousedy vrcholu τ(v) grafu G.

H

sv

u1

u2

u3

→

sτ(v)

τ(u1)

τ(u2)

τ(u3)

G



Petr Hliněný, FI MU Brno 14 FI: MA010: Kresleńı graf̊u

Negamiho hypotéza rovinných pokryt́ı

Hypotéza 11.16. Souvislý graf G má pokryt́ı (nějakým) konečným rovinným grafem,
právě když G samotný je nakreslitelný do projektivńı roviny.

Zde je př́ıklad dvojitého pokryt́ı grafu K5 rovinným grafem o 10 vrcholech.

H s s

ss

s s

ss

s

s

v1

v2

→

s s

ss

s

v

τ (v1) = τ (v2) = v

G = K5

Fakt: Je-li G nakreslitelný do projektivńı roviny, pak univerzálńı pokryt́ı projektivńı
roviny sférou okamžitě dá nakresleńı dvojitého rovinného pokryt́ı grafu G.
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Lema 11.17. K d̊ukazu Hypotézy 11.16 stač́ı ově̌rit, že žádný z 32 souvislých
zakázaných minor̊u z Věty 11.8 nemá konečné rovinné pokryt́ı.

Kupodivu pro věťsinu z oněch 32 graf̊u to lze dokázat velmi snadno. Daľśı výsledky,
na kterých se pod́ıleli Archdeacon, Fellows, Negami, Thomas a autor, vedly k dále
uvedeným poznatkům, které jsou t́ım nejsilněǰśım, co o řešeńı Negamiho hypotézy
v́ıme.

Věta 11.18. Pokud graf K1,2,2,2 nemá kon. rov. pokryt́ı, je Hypotéza 11.16 pravdivá.

Věta 11.19. Existuje jen 16 následuj́ıćıch konkrétńıch graf̊u (až na triviálńı modi-
fikace), pro které by Hypotéza 11.16 mohla být nepravdivá.
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O rovinných emulátorech

Mı́rnou modifikaćı konceptu planárńıho pokryt́ı p̌redstavuje tato definice, podaná Fel-
lowsem nezávisle na Negamim.

Definice: Ř́ıkáme, že graf H je emulátorem grafu G, pokud existuje surjektivńı zo-
brazeńı τ : V (H) → V (G) takové, že sousedé každého vrcholu v grafu H jsou surjek-
tivně zobrazeny na sousedy vrcholu τ(v) grafu G. 2

Na rozd́ıl od rovinných pokryt́ı mohou ḿıt emulátory poměrně bohatš́ı strukturu, přesněji
řečeno sousedé mohou být “duplikováni”, viz tento př́ıklad emulátoru trojúhelńıka:

H s

s

s

s

ss

s

s

s

a1

b1

c1

a2

b2c2

a3

b3

c3

→

s s

s

a b

c

G
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Jelikož je na prvńı pohled z definice “jasné”, že duplikace sousedů nemůže být p̌ŕınosná
pro existenci planárńıch emulátor̊u (ve srovnáńı s pokryt́ımi), již Fellows vyslovil
domněnku, že souvislý graf má konečné rovinné pokryt́ı právě tehdy, když má konečný
rovinný emulátor. 2Přesto se na závěr roku 2008 objevilo skutečné p̌rekvapeńı:

Věta 11.20. (Rieck a Yamashita) Existuje graf, který neńı projektivńı a nemá
konečné rovinné pokryt́ı a p̌resto má konečný rovinný emulátor.
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Problematika, které grafy maj́ı konečné rovinné emulátory, je stále široce otev̌rená.


