3 Vzdalenost a nejkratsi cesty v grafech

P¥i prochazeni grafu je nékdy prosta informace o souvislosti dostadujici, ale v&tSinou bychom
radi védéli i jak je z jednoho vrcholu do druhého daleko . ..

A

a b c
V jednodussim p¥ipadé se p¥i zjistovani grafové vzddlenosti divdme jen na minimalni podet
pro$lych hran z vrcholu do vrcholu. V obecném p¥ipadé vsak p¥i uréovani vzdélenosti bereme
do tvahy délky jednotlivych hran podél cesty (tyto délky musi byt nezdporné!).
Struény prehled lekce

e Vzdalenost v grafech a jeji vlastnosti.

Dynamicky vypocet metriky grafu (Floyd—Warshall).

Dijkstriv algoritmus pro nejkratsi (ohodnocenou) cestu v grafu.

Nékteré pokrocilé myslenky planovani cest.
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3.1 Vzdalenost v grafu

Zopakujme si, Ze sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholi a hran
V0, €1,V1,€2,V2,...,6En,Un, Ve které hrana e; ma koncové vrcholy v;_1, v;.

Definice 3.1. Vzdalenost d¢ (u,v) dvou vrchold w,v v grafu G
je dana délkou nejkrat¥iho sledu mezi v a v v G.
Pokud sled mezi u, v neexistuje, je vzdélenost d¢(u,v) = co.

Neformalné ¥eceno, vzdilenost mezi u, v je rovna nejmensimu poctu hran, které musime projit,
pokud se chceme dostat z u do v. Specidln& dg(u,u) = 0.

Uvédomme si, Ze nejkratdi sled je vidy cestou (vrcholy se neopakuji) — Véta 2.2.
Fakt: V neorientovaném grafu je vzdalenost symetrickd, tj. dg(u,v) = dg(v,u).
Lema 3.2. Vzddlenost v grafech splriuje trojihelnikovou nerovnost:

Yu,v,w € V(G) : dg(u,v)+dg(v,w) > dg(u,w).

Dikaz. Nerovnost snadno plyne ze zfejmého pozorovani, Ze na sled délky dg(u,v)
mezi u, v |ze navazat sled délky d¢ (v, w) mezi v, w, &imZ vznikne sled délky dg (u, v) +
de (v, w) mezi u, w. Skutetnd vzdalenost mezi u, w pak uz mize byt jen mendi. O
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Zakladni zjisténi vzdalenosti

Véta 3.3. Necht u,v,w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, Ze dg(u,v) <
de(u,w). Pak pki algoritmu prochdzeni grafu G do $i¥ky z vrcholu u je vrchol v nalezen
dFive neZ vrchol w.

Dikaz. Postupujeme indukci podle vzdélenosti de(u,v): Pro dg(u,v) =0, tj. u = v
je tvrzeni jasné — vrchol u jako potatek prohleddvani byl nalezen prvni. Proto necht
da(u,v) = d > 0 a ozna&me v’ souseda vrcholu v bliz&tho k u, tedy dg(u,v') = d—1.
Obdobn& uvaZzme libovolného souseda w’ vrcholu w. Pak

dG(uvw/) > dG(U,'LU) -1> dg(u,’U) —-1= dG(uavl)v

a tudiZ vrchol v’ byl nalezen v prohleddvani do &itky d¥ive neZ vrchol w’ podle indukéniho
predpokladu. To znamend, Ze v’ se dostal do fronty lschovny d¥ive nez w’. Proto
sousedé v’ (mezi nimiZ je v, ale ne w nebot v'w neni hranou) jsou p¥i pokraujicim
prohleddvani také nalezeni d¥ive neZ w coby soused w'. O

Disledek 3.4. Algoritmus prochdzeni grafu do $itky Ize pouZit pro vypolet grafové
vzddlenosti z daného vrcholu u.

Dasledek 3.4 ,funguje” jen pro vzdalenosti s jednotkovou délkou vsech hran. My si dale
ukaZeme obecngjsi Dijkstriv algoritmus, ktery obdobnym postupem po&itd nejkratsi vzdalenost
pfi libovoln& kladné ohodnocenych délkdch hran.
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Nékteré dalsi pojmy

Definice 3.5. M¢gjme graf G. Definujeme (vzhledem k G) nasledujici pojmy a zna&eni:

e Excentricita vrcholu exc(v) je nejdelsi vzdélenost z v do jiného vrcholu grafu;
exc(v) = maxgev () dg (v, ).

e Priimér diam(G) grafu G je nejvétsi excentricita jeho vrcholl, naopak polomér

rad(G) grafu G je nejmensi excentricita jeho vrchold.

e Centrem grafu je mnoZina vrchold U C V(G) takovych, jejichZ excentricita je
rovna poloméru rad(G).

e Steinerova vzdadlenost mezi vrcholy libovolné podmnoziny W C V(G) je rovna
minimalnimu poctu hran souvislého podgrafu v G obsahujiciho v8echny vr-
choly W.
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3.2 Vypocet metriky

Definice: Metrikou grafu myslime soubor vzdalenosti mezi viemi dvojicemi vrcholi
grafu. Jinak ¥eteno, metrikou grafu G je matice (dvourozmé&rné pole) d[,], ve kterém
prvek d[i,j] udava vzddlenost mezi vrcholy i a j.

Metoda 3.6. Dynamicky vypocet metriky skladanim cest
v grafu G na mnoZiné& vrcholi V (G) = {vo,v1,...,vn—1}.

e Na potatku necht d[i,j] udavd 1 (p¥ipadn& délku hrany {v;,v;}), nebo oo
pokud hrana mezi i, j neni.

e Po kroku t > 0 necht plati, Ze d[i,j] udavd délku nejkratsiho sledu mezi v;, vj,
ktery uziva pouze vnit¥ni vrcholy z mnoZiny {vg, v1, ..., v¢—1 } (prazdnév ¢ = 0).

e P¥i pfechodu z kroku ¢ na nasledujici krok t+1 upravujeme vzdalenost pro kaZzdou
dvojici vrcholli v;, v; — jsou vidy pouhé dvé moznosti:

— Bud je sled délky d[i,j] z predchoziho kroku t stdle nejlepsi (tj. nové&
povoleny vrchol vy ndm nepomiize),

— nebo sled vylep$ime spojenim p¥es nové povoleny vrchol vy, &imz ziskame
mensi vzddlenost d[i,t]+d[t,j] —d[i,]].

Véta 3.7. Metoda 3.6 v poli d[i, j] spravné vypolte vzdalenost mezi vrcholy v;,v;.
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Poznamka: V implementaci pro symbol co pouZijeme velkou konstantu, tfeba MAX_INT/2.

Algoritmus 3.8. Vypoéet metriky grafu; Floyd—Warshall
vstup < matice sousednosti G[,]1 grafu na N vrcholech (&islovanych 0...N-1),
kde G[i,jl=1 pro hranu mezii,j a G[i,j]=0 jinak;

for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
dli,jl = (i==j70: (G[i,j]7 1: MAX_INT/2));
for (t=0; t<N; t++) {
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
d[i,j] = min(d[i,j], dli,t]1+d[t,j1);

}

vystup ’Matice vzdalenostid[,]’;

Algoritmus 3.8 je implementa&n& velmi jednoduchy a provede zhruba N? krokii pro
vypolet celé metriky.

Jeho jedinou (ale velkou) nevyhodou je, Ze vzdalenosti mezi viemi dvojicemi vrcholii
je tfeba poditat najednou. V praktickych situacich v8ak obvykle poZzadujeme zjisténi
vzdalenosti mezi jedinou dvojici vrcholl, a pak cely zbytek vypoctu je k ni¢emu. . .
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3.3 VazZena (ohodnocend) vzdalenost
Definice: Vézeny graf je graf G spolu s ohodnocenim w hran redlnymi C&isly

w: E(G) = R.
Kladné& vaZeny graf G, w je takovy, Ze w(e) > 0 pro vdechny hrany e.

Definice 3.9. (vazena vzdalenost) Mgme (kladn&) véZzeny graf G, w.
Délkou vazeného sledu S = (vg, e1,v1, €2, V2, ..., €pn,v,) v G myslime soutet

dé(S) = w(er) +w(ea) + -+ wley) .
VidZenou vzdalenostiv G,w mezi dvéma vrcholy u, v pak myslime

dé(u,v) = min{d&(S) : S je sled s konci u, v} .

Dilezitym faktem je, Ze stejné definice a dobré vlastnosti zistavaji v platnosti i pro
vzdalenost na orientovanych grafech. Obdobn& Oddilu 3.1 nyni snadno dokaZzeme:

Fakt: Nejkratsi sled v kladn& vaZeném grafu je vZdy cestou (p¥ip. orientovanou).

Lema 3.10. V&Zend vzdélenost v nezdporn& vaZenych grafech (i orientovanych gra-
fech) splriuje trojihelnikovou nerovnost.
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Pt¥iklad 3.11. Podivejme se na ndsledujici ohodnoceny graf (&isla u hran udévaji jejich
vahy—délky.)

=~

a . b
c

Vzdélenost mezi vrcholy a,c je 3, stejné tak mezi b,c. Co ale mezi a,c?  Je jejich
vzddlenost 67 Kdepak, vzdélenost a, b je 5, jeji cesta vede po ,hornich” vrcholech. O

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2011 FI: MAO010: Vzdalenost v grafech



Zaporné délky hran

Doposud jsme disledng vyzadovali nezdpornost (lépe kladnost) ohodnoceni délky hran;
ale co je na hranach zaporné délky tak ,Spatného”?

xr @& ® y

Takze jaka je v nasem grafu vzdalenost mezi z,y? Je to 3 nebo 17
Ne, vzdalenost z x do y je —oo.

Stejny problém nastane, kdykoliv je moZno opakovat zaporné hrany, tedy vzdy v neori-
entovanych grafech a ¢astetné i v orientovanych grafech obsahujicich ,,zaporné cykly".

Uvedené ptiklady problémi se zapornymi délkami sledii nds vedou k tGplnému vylouceni
zapornych vah hran v nasem vykladu. V jistych omezenych p¥ipadech p¥esto ma smysl
hledat nejkratsi cesty i v zdpornych vahdch, ale tomu se v nasem textu nebudeme
vénovat z divodu nedostatku mista.
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3.4 Hledani nejkratsi cesty

Pro nalezeni nejkrats (vazené) cesty mezi dv&ma vrcholy kladng vazeného grafu se
pouziva tradi¢ni Dijkstriv algoritmus &i jeho vhodna vylep3eni.

Takové algoritmy se naptiklad pouZivaji p¥i  vyhledavani vlakovych spojeni.
Pravdépodobng se i vy nékdy dostanete do situace, kdy budete nejkratsi cestu hle-
dat, proto si popsany algoritmus v&etné jeho vylepseni A* zapamatujte.

Poznamka: Dijkstriv algoritmus je sice ponékud sloZit&jsi nez Algoritmus 3.8, ale na druhou
stranu je vyrazné rychlejsi, pokud nds zajima jen nejkrats$i vzddlenost z jednoho vrcholu misto
vdech dvojic vrchold.

Dijkstrav algoritmus

e Je variantou prochdzeni grafu (skoro jako do %itky), kdy pro kazdy nalezeny
vrchol jest& mame proménnou udavajici vzdalenost — délku nejkratsiho sledu (od
potatku), kterym jsme se do tohoto vrcholu zatim dostali.

e Z lschovny nalezenych vrchold vzdy vybirdme vrchol s nejmensi vzdalenosti (mezi
uschovanymi vrcholy) — do takového vrcholu se uZ Iépe dostat nemiZeme, protoze
v8echny jiné cesty by byly dle vybéru deli.

e Na konci zpracovani tyto promé&nné vzdalenosti udavaji spravné nejkratsi
vzdalenosti z poateéniho vrcholu do ostatnich.
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Algoritmus 3.12. Dijkstriv pro nejkratsi cestu v grafu
Tento algoritmus nalezne nejkratsi cestu mezi vrcholy u a v kladné vaZeného grafu G.
vstup < graf na N vrcholech dany matici vzdalenosti sousedi del[,] > 0,
kde del[i, j]l=oc0 pokud j neni sousedem i
vstup < u,v, kde hledame cestu z u do v;

// stav[i] wudava zpracovanost vrcholu, vzdal[i] zatim nalezenou vzdalenost
for (i=0; i<N; i++) { vzdalli] = MAX; stav[il = inic.; }
vzdal[u] = 0;
while (stav([v]!=zprac) {
// zde nalezneme nejblizsi nezpracovany vrchol j
m = argmin (vzdal[i]: 0<i<N, stav[i] ==inic.)
if (vzdal [m]==MAX) return ’ Cesta neexistuje’ ;
// vrchol m poté zpracujeme, upravime jeho sousedy
foreach (k soused m)
if (vzdal[m]+del[m,k] <vzdallk]) {
prich[k] = m;
vzdal [k] vzdal [m]+del[m,k];

}

stav[m] = zprac.;

}

vystup ’ Cesta délky vzdal [v], uloZend zp&tnymi odkazy v poli prich[]”’
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Poznamka: Uvédomme si, Ze pokud nechdme tento algoritmus prob&hnout aZ do zpracovani
v8ech vrcholli, ziskdme ve vzdal[i] nejkrat$i vzdalenosti z pocateéniho vrcholu do vSech
ostatnich vrcholi 3.

V&imnéme si déle, Ze Algoritmus 3.12 pocita nejkratsi cestu i v orientovaném grafu.

P¥iklad 3.15. Ukdzka béhu Dijkstrova Algoritmu 3.12 pro nalezeni nejkratsi cesty mezi
vrcholy u, v v ndsledujicim grafu.
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Fakt: Celkovy pocet krokil potfebny v Algoritmu 3.12 k nalezeni nejkratsi cesty z u do
v je zhruba N2, kde N je potet vrcholii grafu.

Na druhou stranu, p¥i lepsi implementaci grafu seznamem sousedli a pouZiti vhodné
dschovny nezpracovanych vrcholi (implementované haldou s nalezenou vzdalenosti jako
klitem) Ize dosdhnout i mnohem rychlej$iho b&hu tohoto algoritmu na ¥idkych grafech
— asu tém&¥ imérného pottu hran grafu, presngji O(|E(G)| + Nlog N).

Véta 3.13. V kazdé iteraci Algoritmu 3.12 (po&inaje stavem po prvnim prichodu cyk-
lemwhile () ) proménnd vzdal [i] uddvd nejkratsi vzdilenost z vrcholu u do vrcholu i
pFi cesté pouze po vnitfnich vrcholech x, jejichZ stav [x]==zprac.

Dukaz: Stru¢n& matematickou indukci:

e V prvnim kroku algoritmu je jako vrchol ke zpracovéani vybran prvni j=u a potom
jsou jeho soused@im upraveny vzdalenosti od u podle délek hran z u.

e V kaZzdém dalsim kroku je vybran jako vrchol m ke zpracovani ten, ktery ma ze
v8ech nezpracovanych vrcholi nejkrat$i nalezenou vzdalenost od polatku u. To
znamend, e 74dnd kratdi cesta z u do m nevede, nebot kazda ,oklika“ ptes jiné
nezpracované vrcholy musi byt delsi dle vyb&ru m a indukéniho predpokladu.

Naopak kazda nova nejkratsi cesta z u do nezpracovaného vrcholu k prochdazejici
pfes m musi mit m coby p¥edposledni vrchol, tj. posledni hranu mk, a proto je
upravena hodnota vzdal [k] spravnd i po pfidani m mezi zpracované vrcholy.
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3.5

Pokrocilé planovani cest

7ut

TYebaZe je Dijkstriv algoritmus velmi rychly a ,téméF optimalni“ mezi viemi
zplsoby hledani nejkratsi cesty v nezdporné vazeném grafu, stéle zlistava p¥ilis
pomalym pro praktické nasazeni tfeba v pfenosnych naviga&nich zatizenich, jez
obsahuji mapové data v rozsahu desitek aZ stovek miliéni hran grafu.

Co v8ak miZe byt udélano [épe?

Odpovédi je vhodné predzpracovéani grafu: Lze dob¥e otekdvat, Ze samotny graf
je relativné stabilni a pro jeho pfedzpracovani je k dispozici dostatek ¢asu na
vykonnych strojich.

V tomto misté v8ak vyvstava sekundarni problém, kde uloZit vysledky pred-
zpracovani? Ur&ité neni redIné uklddat (nap¥.) viechny nejkratsi cesty mezi viemi
dvojicemi vrcholi. . .

Dva z nejjednodussich Uspornych p¥istupl k p¥edzpracovani grafu pro rychlé
planovani cest si nyni zb&zné ukazeme.
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Lépe nez Dijkstriv algoritmus se chova vylepeny algoritmus A*, ktery pouZitim vhodného
potencidlu ,sméFuje” celé prohledavani grafu ke spravnému cili a je skvéle pouZitelny ve vech
situacich, kdy pojem ,,smér k cili ma vyznam. To je nap¥iklad p¥i navigovani v mapé.

Algoritmus A™
e Je reimplementaci Dijkstrova algoritmu s ,, vhodné" upravenymi délkami hran.

e Necht ,potencidl* p,(x) uddva libovolny dolni odhad vzdalenosti z vrcholu  do
cilev. Nap¥iklad p¥i navigaci v mapé& miiZe p, (z) uddvat p¥imou (Euklidovskou)
vzddlenost z bodu = do bodu v.

e Ka?da (orientovand!) hrana zy grafu G,w dostane nové délkové ohodnoceni
w’(zy) = w(xy) + py(y) — pu(x). Potencidl p, je pFipustny, pokud viechna
upravend ohodnoceni jsou nezdpornd, neboli w(zy) > p,(z) — p,(y).

Potencidl pfimé vzdal. z x do cile v je vZdy p¥ipustny podle trojih. nerovnosti.
e Upravena délka lib. sledu S z u do v pak je dg/(S) = dE(S) + pu(v) — po(u),

co? je konstantni rozdil oproti ptivodni délce S. TakZe S je optimdIni pro pivodni
délkové ohodnoceni w, pravé kdyZ je optimalni pro nové w’.

Dijkstriiv algoritmus pro w’ upravené potencidlem p¥imé vzdalenosti do v pak
bude ,silné preferovat™ hrany vedouci ve sméru k cili v.
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Myslenka ,,dosahu” (reach)

e Tento pfistup t&Zi z p¥irozeného poznatku, Ze valnd vétsina hran redlné cestni
sité je pro globalni planovani cest vpodstaté , bezvyznamna“.

Definice: Necht S, , zna&i ve vdZzeném grafu G optiméini sled z u do v. Necht déle
pro e € E(Sy.,,) znati prefiz(Sy v, e), suffix(Suv,e) cely dsek sledu S, ,, pred (za)
jeho hranou e. = Dosah hrany e € E(G) je dén vztahem

reachg(e) = max { min( dé(prefiz(Sy.v,€)), dé(suffiz(Sy.v, e))) :
Vu,v € V(G) Ae € E(Suw)}-

Dosah hrany e pfesn& matematicky kvantifikuje ,,(bez)vyznamnost® e pro pldnovéni cest; &m
mensi je reacha(e), tim blize po¢dtku nebo cile opt. cesty musi hrana e byt. Neboli, prakticky,
hrany s malym reachc(e) lze pro vétsinu dotazli na optimdlni cesty ignorovat. . .

P¥edpoditaného parametru dosahu hran Ize pF¥irozené vyuzit v obousmérné varianté
Dijkstrova algoritmu (v&etn& A*) ke vskutku radikalni redukci po&tu prohleddvanych
vrcholl p¥i hledani nejkratsi cesty:

e V ¥adku “foreach (k soused m)" (viz Algoritmus 3.12) prost& akceptujeme
pouze ty sousedy k pro které plati reachg(mk) > vzdal [m].
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