5 Stromy — grafy bez kruznic

Jednou ze zdkladnich podtfid viech grafii jsou tzv. stromy. Jednd se o minimdini souvislé grafy,
neboli souvislé grafy bez kruZnic. Na druhou stranu Ize stromy vnimat jako vhodné zobecné&ni
cest, zachovdvajici mnoho ze ,snadnosti” v zachazeni se stromy. DileZitost stromi — jak v
matematice, tak i v informatickych aplikacich — Gizce souvisi s absenci kruZnic a z ni vyplyvajici
snadnosti jejich popisu a zpracovani.

Struény prehled lekce
e Definice a zdkladni vlastnosti stromi.
e Korfenové a usporadané stromy.
e Efektivni uréeni isomorfismu stromd.
e Kostry grafii a jejich enumerace.
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5.1 ZAakladni vlastnosti stromi
Definice 5.1. Strom je jednoduchy souvisly graf T bez kruZnic.
Lema 5.2. Strom s vice neZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Diikaz: Souvisly graf s vice nez jednim vrcholem nemtiZe mit vrchol stupné 0. Proto
vezmeme strom 7" a v né€m libovolny vrchol v. Sestrojime nyni co nejdeldi sled S v T’
zadinajici ve v:

S zatne libovolnou hranou vychazejici z v. V kaZdém dalSim vrchole u, do kterého se
dostaneme a ma stupeli vétsi nez 1, lze pak pokratovat sled S dalsi novou hranou.
Uvédomme si, Ze pokud by se ve sledu S poprvé zopakoval néktery vrchol, ziskali
bychom kruZnici, coZ ve stromé nelze. Proto sled S musi jednou skoné&it v n&jakém
vrcholu stupné 1 v T O

Véta 5.3. Strom na n vrcholech md presné n — 1 hran pron > 1.

Diakaz: Toto tvrzeni dokdaZeme indukci podle n.
Strom s jednim vrcholem ma n — 1 = 0 hran.

Necht T je strom na n > 1 vrcholech. Podle Lematu 5.2 m4 1" vrchol v stupné 1.
Oznatme T = T — v graf vznikly z T' odebranim vrcholu v. Pak T” je také souvisly bez
kruZnic, tudiz strom na n — 1 vrcholech. Dle induk&niho pfedpokladu 77 méd n —1—1
hran, a proto T man—1—-1+1=mn—1 hran. O
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Véta 5.4. Mezi kaZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedina cesta.

Diikaz: JelikoZ strom T je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy u, v
vede n&jakd cesta. Pokud by existovaly dvé& riizné cesty P;, P» mezi u,v, tak bychom
vzali jejich symetricky rozdil, podgraf H = Py APs s neprazdnou mnoZinou hran, kde H
zfejmé& ma vSechny stupné sudé. Na druhou stranu se v8ak podgraf stromu musi opét
sklddat z komponent strom(, a tudiZ obsahovat vrchol stupné 1 podle Lematu 5.2,
spor. Proto cesta mezi u a v existuje jen jedna. O

Diisledek 5.5. Pridanim jedné nové hrany do stromu vznikne pravé jedna kruZnice.

Diitkaz: Necht mezi vrcholy u,v ve stromu T neni hrana. P¥idanim hrany ¢ = wv
vznikne pravé jedna kruZnice z e a jediné cesty mezi u,v v T podle Véty 5.4. a

Véta 5.6. Strom je minimalni souvisly graf (na danych vrcholech).

Diikaz: Strom je souvisly podle definice. Pokud by ale vypust&nim hrany e = wwv
ze stromu T vznikl opét souvisly graf, pak by mezi u,v v T existovaly dv& cesty
(dohromady kruZnice) — hrana e a jind cesta v T'—e. To je ve sporu s Vétou 5.4. Naopak,
pokud by souvisly graf mé&l kruznici, zlstal by souvisly i po vypusténi nékteré hrany té
kruznice. Proto kazdy minimalni souvisly graf (na danych vrcholech) je stromem. Tudiz
strom je pravé minimalnim souvislym grafem na danych vrcholech. O
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Priklad 5.7. Kolik nejvyse kruZnic vznikne v grafu, ktery vytvoFime ze stromu pFidanim
dvou hran?

P¥iddnim jedné hrany do stromu T vznikne jedna kruZnice dle Disledku 5.5. Druhd
hrana vytvofi nejméné jesté jednu kruZnici ze stejnych ddvodi, ale miZe vytvofit i dvé
dalsi kruZnice, jako tfeba v nasledujicim grafu, kde strom 7" je vyzna&en plnymi ¢arami
a dvé& pfidané hrany &arkované.

Kazda z pfidanych dvou hran vytvofi vlastni trojihelnik a navic jesté vznikne kruznice
délky 4 prochazejici ob€ma z pfidanych hran.

Na druhou stranu chceme ukazat, Ze vice neZ 3 kruZnice po p¥idani dvou hran e, f
do stromu 7T vzniknout nemohou: Podle Disledku 5.5 vznikne jen jedna kruZnice
prochéazejici hranou e a neobsahujici f, stejné tak jedna kruZnice prochazejici f a neob-
sahujici e. Nakonec staéi nahlédnout, Ze je nejvySe jedna moZnd kruZnice prochazejici
ob&ma hranami e, f: Pokud by takové byly dvé rizné C1, Cs, podivali bychom se na je-
jich symetricky rozdil, podgraf H = C71ACs, ktery ma v8echny stupné sudé, neprazdnou
mnozinu hran a je navic pografem stromu T'. TakZe stejné jako ve Vété& 5.4 dostdvame
spor s faktem, Ze podgrafy strom( s hranami musi obsahovat vrchol stupné& 1. O
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5.2 Kofenové stromy

P¥i mnoha aplikacich stromovych struktur se ke stromu jako grafu samotnému je$té vazi
dodateéné informace, jako tfeba vyznaleny jeden vrchol, tzv. kofen stromu, ze kterého
cely strom ,,vyriista". Typickym p¥ikladem jsou riizné (acyklické) datové struktury, ve
kterych je vyznaleny vrchol — kofen, referovén jako ,zalatek” uloZenych dat.

Kofenové stromy maji také tradi¢ni motivaci v rodokmenech a z toho vychazi jejich
bézna terminologie.

Definice 5.8. Kofenovym stromem je strom T'
spolu s vyznatenym korenem r € V(T'), zkrécen& dvojice (T, r).

P¥iklad kofenového stromu je na nasledujicim obrazku:

r

Zajimavosti je, Ze v informatice stromy vétSinou rostou od kotene smé&rem doli. (Vsak také
nejsme v biologii. . . )
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Definice: M&jme kofenovy strom T, 7 a v ném vrchol v. Ozna&me u souseda v na cest&
smé&rem ke ko¥eni r. Pak je u nazyvan rodi¢em v a v je nazyvan potomkem u.

Kofen nemd Zadného rodice.

kofen

“prarodi¢”

potomci

Casto se také setkdte v kofenovych stromech s oznalovanim ,otec—syn“ misto rodi¢—
potomek.

Definice: Vrchol stupné 1 v libovolném stromu nazyvame listem.

Pozor, i kofen stromu miZe byt listem, pokud ma stuperi 1, ale obvykle se to tak nefika. List
koFenového stromu, ktery neni kofenem, nema potomky.
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Centrum stromu

Definice: Centrem stromu T rozumime bud vrchol nebo hranu nalezenou v T
nasledujicim postupem:

e Pokud ma strom T jeden vrchol, je to jeho centrum. Pokud ma strom T dva
vrcholy, je jeho centrem hrana spojujici tyto dva vrcholy.

e Jinak vytvo¥ime mendi strom T C T vypust&nim vdech listd T' najednou. Je
zfejmé, e T' je neprazdny, a vracime se na predchozi bod. Rekurzivn& ziskané
centrum T’ je zdroveh centrem T.

Ptiklad 5.9. llustraci definice centra jsou ndsledujici dvé ukazky jeho nalezeni:

e e e
P
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Pokud chceme danému (abstraktnimu) stromu p¥ifadit jednozna&n& koten, je nejlepsi jej
p¥ifadit centru stromu. Specidlng, pokud je centrem hrana, bude kofenem novy vrchol

,rozdé&lujici* tuto hranu na dvé&.

N N

Tvrzeni 5.10. Centrum stromu podle pFedchozi definice pFesné& odpovida ,, vzdalenost-
nimu" centru danému Definici’ 3.5.
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UspofFadani na stromu

Definice: Kofenovy strom T,r je uspofddany, pokud je pro kazdy jeho vrchol jed-
noznatné ddno potadi jeho potomki (zleva doprava).
Uspotadany kofenovy strom se také nazyva péstovany strom.

Usporadany kofenovy strom si jinak také mizeme predstavit jako strom s vyzna¢enym kofenem
a pevné zvolenym nakreslenim v roviné bez k¥izeni hran. Nakresleni hran potomki vzhledem
k hran& rodite pak uddva (ve zvolené orientaci) poradi potomkil.

kofen

rodi&

potomci: 1 2 3 4
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5.3 Isomorfismus stromiu

JelikoZ stromy jsou specidlnim pfipadem grafii, je isomorfismus stroml totéZ co iso-
morfismus grafii. AvSak na rozdil od obecnych grafli, kdy je uréeni isomorfismu tézky
problém, pro isomorfismus stromi existuje efektivni postup, ktery si ukdZzeme dale.

Definice: Dva kotenové stromy T',r a T”, ' jsou isomorfni pokud existuje isomorfismus
mezi stromy T a T", ktery koFen r zobrazuje na ko¥en 1.

r 7!
Definice: Dva usporadané kofenové stromy jsou isomorfni pokud je mezi nimi isomor-
fismus ko¥enovych stromd, ktery navic zachovava poradi potomki vSech vrchold.
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Kédovani usporadanych kofenovych stromi (,,zavorkovani* stromi)

Definice:

C(COOMO) (0N )

Kod usporadaného kofenového stromu se spoditd rekurzivné z kédi vSech podstromdi
kofene, sefazenych v daném poradi a uzavfenych do péaru zavorek.

Poznamka: Misto znaki ‘(" a ‘)’ Ize pouZit i jiné symboly, tfeba ‘0" a ‘1’.

Lema 5.11. Dva uspoFddané koFenové (péstované) stromy jsou isomorfni pravé kdyz
jejich kody ziskané podle pFedchoziho popisu jsou shodné Fetézce.
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Ptiklad 5.12. Nakreslete jako pé&stovany strom ten odpovidajici zdvorkovému kédu

((OOO0ON 00))-

Je-li dan kdd s usporadaného kofenového stromu, snadno z definice nahlédneme, Ze
p¥isludny strom nakreslime ndsledujicim postupem:

— PYi pretteni znaku ‘(' na zatdtku spustime pero na papir, do kofene.
— PY¥i kazdém dal3im pretteni znaku ‘(" nakreslime hranu do nésledujiciho potomka
souasného vrcholu.

— P¥i kazdém pretteni znaku ‘)" se perem vritime do rodite soutasného vrcholu,
p¥ipadné zvedneme pero, pokud uZ jsme v ko¥eni.
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P¥i urfovani isomorfismu obecnych stroml pouZijeme zavorkovy kéd, pro ktery kofen
volime v centru a potomky sefadime podle jejich kédd vzestupn& abecedné.

Algoritmus 5.13. Urc&eni isomorfismu dvou stromi.

vstup < stromyT aU;

if (|V(T)|'=|V(U)|) return ’Nejsou isomorfni.’;

(T,r) = korenove_centrum(T); (U,s) = korenove_centrum(U) ;
k = minimalni kod(T,r); m = minimalni kod(U,s);

if (k==m coby Fetézce) vystup ’Jsou isomorfni.’;

else vystup ’Nejsou isomorfni.’;

Funkce minimalni kod(strom X, vrcholx) {
if ([V(X)|==1) return "(O";
d = pocet komponent grafu X-r, tj. podstromu kofene r;
for (i=1,...,d) {
Y[i] = i-td souvisld komponenta grafu X-r;
s[i] i-ty soused r, tj. koFen podstromu Y[i];
k[i] minimalni kod(Y[i],s[i]);

}

sort k[1]<=k[2]<=...<=k[d] lexikograficky (abecedn&);
return "("+k[1]+.. . +k[d]+")";
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Dikaz spravnosti Algoritmu 5.13 je podan v nésledujicim tvrzeni.

Véta 5.14. M&me dva stromy T, U o stejném po&tu vrcholii a necht (T',r) a (U’, s)
Jsou po Fadé& jejich koFenové stromy ziskané v prvni &dsti Algoritmu 5.13 (kde r, s jsou
centra T,U ). Pak plati:

a) T a U jsou isomorfni, pravé kdyz (T",r) je isomorfni (U, s).

b) (T',r) je isomorfni (U’,s), pravé kdyz

minimalni kod(T’,r) = minimalni kod(U’,s).

Diikaz: Tvrzeni (a) ihned plyne z jednozna¢nosti definice centra stromu.

Za druhé (b) dokazujeme indukci podle hloubky nagich kofenovych stromia T, r a U, s.
(Z¥ejmé& pokud maji riizné hloubky, isomorfni nejsou.) Dva ko¥enové stromy hloubky 0
jsou vzdy isomorfni a maji shodny kéd ,,()". Déle vezmeme T",r a U’, s hloubky ¢ > 0.
Pokud jejich kédy vyjdou shodné, jsou isomorfni.

Naopak pro isomorfni T, 7 a U’, s existuje bijekce mezi vzdjemn& isomorfnimi pod-
stromy jejich ko¥en(, tudiZ podle indukéniho predpokladu kédy téchto podstromi jsou
po dvojicich shodné. Jelikoz se v obou pFipadech setfidi kédy podstrom{ stejné, vyjde
minimalni kod(T’,r) = minimalni kod(U’,s). O
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5.4 Kostry grafii

Definice 5.15. Kostrou souvislého grafu G
je podgraf v G, ktery je sdm stromem a obsahuje v8echny vrcholy grafu G.

P¥iklad 5.16. Kolik riznych koster ma tento graf?

Podivejme se na kostru grafu takto — jaké hrany z grafu vymaZzeme, aby zbyl strom?
Zajisté musime vymazat n&kterou hranu z prvni kruZnice (5 moznosti) a n&kterou hranu
z druhé kruznice (6 moZnosti). Na druhou stranu to v tomto jednoduchém p¥ikladé uz
stali, vZdy pak zbude strom. Vyb&r vymazané hrany z prvni kruZnice je nezavisly na
druhé kruZnici (jsou disjunktni), a proto dle principu nezdvislych vybéri mdme 5-6 = 30
moznosti vybrat dvé& hrany k vymazani. Celkem tedy vyjde 30 koster. a
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N3asledujici vysledek Cayleye pat¥i ke , krdsnym drahokamim®™ teorie graft.
Véta 5.17. Uplny graf K,, pron > 0 m4 presn& n"~2 koster.

Definice. Laplaceova matice Q = (qij)ﬁjzl grafu G o n vrcholech je definovana:

- @i = dg (i) (stupefi vrcholu),
— ¢ij = 0 pro vrcholy i # j nespojené hranou,
- ¢ij = —1 pro vrcholy i # j spojené hranou.

Véta 5.18. Necht Q je Laplaceova matice grafu G a matice Q' vznikne vyskrtnutim
Jjejiho prvniho Fidku a sloupce. Pak po&et koster grafu G je roven determinantu |Q’|.

Dikaz této piekvapivé véty je mimo dosah nasi ptedndsky (vyuZivd silné ndstroje linedrni
algebry).

Uv&domte si, pro¢ samotnd matice Q je singuldrni (determinantu 0) — nebot soulet prvki v
kazdém ¥idku je 0.

Je také mozno vyskrtdvat jiné ¥adky a sloupce, ale miiZe se tim zmé&nit znaménko determinantu.
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