8. Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru
a dvou nezavislych nahodnych vybérech z alternativnich rozloZeni

Opakovani:
Alternativni rozloZeni: Ndhodna veli¢ina X udava pocet tspéchi v jednom po-
kusu, prlcemz pravdépodobnost ﬁspéchu je qQ. PisSeme X ~ A( ).

_ procC

m(x) = 3 8PI'(X I neboli n(x) = [ 1Xpr(x 0]
mn

WUjinak

Bmomlcke rozlozeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet tspéchil v posloupnosti
n nezavislych opakovanych pokust, pfi¢emz pravdépodobnost ispéchu je
v kazdém pokusu q. PiSeme X ~ Bi(n, Q).

|(n ) *(_ y=proc0,.,n

" %J {nak

E(X)=nq,D(X)=nq(l-q
(Alternativni rozlozeni je specialnim piipadem binomického rozlozeni pron = 1.
Jsou-li Xy, ..., X, stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ A(q),1=1, ...,

n
n, pak X = Y}i~ Bi(n, q).)
L,

Centralni limitni véta:
Jsou-li ndhodné velic¢iny Xj, ..., X stochasticky nezavislé a vS§echny maji stejné
rozlozeni se stfedni hodnotou p a rozptylem o7, pak pro velka n (n > 30) lze roz-

loZeni souctu @(aprommovat normalnim rozloZenim N(np, no?). Zkracend

piSeme v H’“ 7 . Pokud soucet Y}istandardlzujeme tj. vytvofime na-

o l . , , -
hodnou veli¢inu U, _ =, —, pak rozloZeni této ndhodné veli¢iny Ize apro-
~
ximovat standardizovanym normalnim rozloZzenim. Zkracené piSeme U, =

N(0,1)
8.1. Véta: Asymptotické rozlozendi statistiky odvozené z vybérového praméru.
Necht X4, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A( Q) a necht’ je splnéna podmin-
kalTq . Pak statistika U ——  konverguje v distribuci k ndhodné

" 9 -
veli¢ing se standardizovanym normalnim rozloZenim. (Rikame, Ze U ma asym-
ptoticky rozlozeni N(0,1) a piSemu U = N(0,1).)
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Dukaz:



Protoze Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A( q), bude mit statistika Y, =
Y)i(vyberovy uhrn) rozlozeni Bi(n, q). Y, ma stfedni hodnotu E(Y,)=nqa

rozptyl D(Y,) = l’lql . Podle centralni limitni véty se standardizovana statis-

tika U Xl— } asymptoticky Fidi standardizovanym normalnim rozloZenim
1 ymp y y

N(0,1). Pokud 01tatele 1 jmenovatele pod€lime n, dostaneme vyjadieni:

Y, 1
v_n- N, M o

VO YL

8.2. Véta: Vzorec pro meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu
spolehlivosti pro parametr q.
Meze 100(1-0)% asymptotlckeho empirického intervalu spolehlivosti pro para-

metr q jsou: d: . lu] h /@_ Lu] -

Diikaz:
Pokud rozptyl D}\/f:h~ - nahradime odhadem %1— -1, konvergence na-

i~

hodné veli¢iny U k veli¢in€ s rozlozenim N(0,1) se neporusi. Tedy
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8.3. Priklad: Nahodné bylo vybrano 100 osob a zjisténo, Ze 34 z nich pouziva
zubni kartacek zahrani¢ni vyroby. Najdéte 95% asymptoticky interval spolehli-
vosti pro pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana osoba pouziva zubni kartacek
zahrani¢ni vyroby.

Reseni:
Zavedeme nahodné veliciny X, ..., Xjg0, pfi¢emz X; = 1, kdyz i-ta osoba pouzi-
va zahrani¢ni zubni kartacek a X; = 0 jinak, 1= 1, ..., 100. Tyto ndhodné veliiny

tvofi ndhodny vybér z rozlozeni A( Q).

n-= 100, m= 34/100, o= 0,05, U2 = Ug975 = 1,96

Ovéteni podminky n q (1- q) > 9: parametr q nezndme, musime ho nahradit
vybérovym primérem. Pak 100.0,34.0,66 = 22,44 > 9,
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S pravdépodobnosti piiblizné 0,95 tedy 0,2472 < < 0,4328.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

a) Presny zpiisob

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi a jednom piipadu.
Prvni proménnou nazveme d a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34-sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Druhou proménnou nazveme h a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34+sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Dostaneme vysledek:

1 Z
d h
10,247 0,452

Vidime, ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 se pravdépodobnost pouzivani zub-
niho kartaCku zahrani¢ni vyroby bude pohybovat v mezich 0,2471 az 0,4328.

b) Piiblizny zpiisob, pouZitelny pro dostatecné velky rozsah vybéru

Do nového datového souboru o jedné proménné X a 100 piipadech ulozime 34
jednicek (indikuji pouzivani zubniho kartaCku zahrani¢ni vyroby) a 66 nul (indi-
kuji pouzivani zubniho kartacku domaci vyroby).

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné
X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme Meze spolehl. prim. — ponechame
implicitni hodnotu pro Interval 95,00 — Vypocet.

Dostaneme tabulku:

Popisne statistiky (1 abulkagd)

N platn| P (1INt I INt, |
Promé platn; Frim n-958,% (‘ ngg’% ('
X 10 0,540 0,240 0,454

Dospéli jsme k vysledku, ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 se pravdépodobnost
pouzivani zubniho kartaCku zahrani¢ni vyroby bude pohybovat v mezich 0,2455
az 0,4345.

8.4. Priklad: Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookych osob
v populaci odhadli se spolehlivosti 90% a Sifka intervalu spolehlivosti byla na-

nejvys a) 0,06, b) 0,01?

Reseni:



Sitka 100(1-0))% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro para-
metr Q:
- | ’ i - N
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Pozadujeme, aby h — d < A, tedy %/@ﬁn)u]_ n< - Odud vyjadiime
2
n A’i— g_ l-'_-
= N,

Ptedpokladejme, Ze nemame Zadné piedbéZné informace o podilu modrookych
osob v populaci. Musime tedy zvolit takové m, aby S$itka intervalu spolehlivosti
Bl

byla maximalni. Maximalizujeme vyraz I [ Derivujeme podle

~

m a poloZime rovno 0: 1_ r_ — .V tomto ptipadé volime relativni

cetnost m = 0,5. ,
2 4 5 AN A -
oM 0 AEE W B L6 5
Wo = 0
Uvedenou podmmku tedy splnime, kdyz vybereme asponl 752 osob.

2 4BV vl 455645 -
ad b) I]ZAQ—AI—]]— - E&I@: 1—’\}‘—1’—: 70@]

Chceme-li dosdhnout podstatné uzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat
asponi 27 061 osob.

Modifikace: Pfedpokladejme, Ze v populaci je nanejvys 30% modrookych osob.
Pak relativni éetnost m = 0,3.
2 413)/ i AV 645 34
ad a) n> — - O _
W6 = W00 =
V tomto prlpade staci vybrat 632 osob.
Ve srovnani s ptedeslym ptipadem vidime, Ze rozsah vybéru skutené klesl.

ad b)

2 ARVt A6 -
V tomto prlpade musime Vybrat aspon 22 731 osob.

8.5. Véta: Testovani hypotézy o parametru Q.

Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér z rozloZeni A( Q) a necht’ je splnéna podmin-
kalq . . Na asymptotické hladin€ vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy:
Q = ¢ proti alternativé Hy: q# c (resp. H;: q<cresp. H;: q>c). Testovym



kritériem je statistika 16 _ %— , kterd v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy
Vil

ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kriticky obor ma tvar

W_o LU 2 U 2, (resp W, 0t resp. W,

(Testovani hypotézy o parametru q lze samoziejmé& provést 1 pomoci 100(1-a)%
asymptotického intervalu spolehlivosti nebo pomoci p-hodnoty.)

8.6. Priklad: Podil zmetk pti vyrobé urcité soucastky ¢ini q=0,01. Bylo na-
hodné& vybrano 1000 vyrobkl a zjistilo se, Ze mezi nimi je 16 zmetkil. Na asym-
ptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: Q= 0,01 proti obou-
stranné alternativé H;: Q# 0,01.

ReSeni:

Zavedeme nahodné veliCiny X, ..., X0, pfiemz X; = 1, kdyz i-ty vyrobek byl
zmetek a X; =0 jinak, i=1, ..., 1000. Tyto ndhodné veli¢iny tvoii ndhodny vy-
bér z rozloZeni A( Q).

Testujeme hypotézu Hy: | qQ= 0,01 proti alternativé H;: q# 0,01.

Zname: n = 1000, nw_ 'D%:A )1 ,¢=0,01, a=0,05,u;.42 =975 = 1,96

Ov¢ieni podminky I'q : 1000.0,01.0,99 =9,9 > 9.
a) Testovani pomoci kritick¢ho oboru:
: , . n “‘)l
Realizace testového kritéria: fy_ —— 0 57©— 0.
G 8

Kriticky obor: W: L UQ97§ UUQ97500 — ]»9@\ )],9600. Protoze 1,907
~ W, Hy nezamitadme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

b) Testovani pomoci intervalu spolchlivoqti

d_ My 1ML B8 o8

he My o) WL Bo 923

Protoze Cislo ¢ = 0,01 lezi v intervalu 0,0082 az 0,0238, Hy nezamitame na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

c¢) Testovani pomoci p-hodnoty

Protoze testujeme nulovou hypotézu proti oboustranné alternativé, vypocteme p-
hodnotu podle vzorce:

p =2 min{ ®(1,907), 1-®(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 — 0,97104 } = 0,05792.



Protoze vypoctena p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hyp nezami-
tame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, praiméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do policka P 1 napiSeme 0,016, do po-
licka N1 napiSeme 1000, do policka P 2 napiSeme 0,01, do policka N2 napiSeme
32767 (vétsi hodnotu systém neumoZzni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu
0,0626, tedy nezamitdme nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

[ Testy rozdilik: r, %, priméry: Tabulka3 2| =1l

™| Poslattizsknout wizledky kagd vipotty do okna protokoly Stormo |

— Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: IWE N'I:I'IEI—E " Jednostr. Wipoést
r: IWE NE:I'IEI—E p: 1.0000 % Oboustr.
— Rozdil mezi dvéma primérny [normalni rozdéleni]
Pri: |D,_Esm|:|d1;|1, @ N0 E B 1,0000 Vipodet |
Pz [0 [Eemadzfr & n2fio € Jednost:

P . e 0
[ wib&nown primér vz, stfedni hodnota 9 Loz

— Fozdil mezi dvéma pomény

P [oteon [ wefioon [ O Jednost
p2 [ooon [ wefzrer [ POEE o Oboust,

8.7. Priklad: Novy lé¢ebny postup povazujeme za uspésny, pokud po jeho
ukonceni bude dosazeno zlepSeni zdravotniho stavu u alespon 50% ztcastné-
nych pacientd. Nova terapie byla vyzkouSena u 40 pacientl a ke zlepSeni doslo u
24 osob. Je mozné na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypoté-
Zu, Ze tato terapie nedosahuje uspéSnosti aspon 50%?

ReSeni:

Zavedeme nahodné veliCiny X, ..., X4, pficemz X; = 1, kdyZ terapie u i-t€ho
pacienta byl Gspés$nd a X; = 0 jinak, i =1, ..., 40. Tyto nahodné veliiny tvoii
nahodny vybér z rozlozeni A( q).

Testujeme hypotézu Hy: q < 0,5 proti pravostrann¢ alternativé H;: q > 0,5.

Zname: n=40, W_ . 5,c=0,5,a=0,05, up, = upes = 1,643

Ovéfeni podminky Iq :40.0,6.0,4=9,6 > 9.
0 )
Realizace testového kritéria: Ty _ g— - %— )64
VS S A <
VLo V4



Kriticky obor: W_U_,.. Uso, LO4R,. Protoze 1,2649 , W, Ho neza-
mitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

[ Testy rozdilik: r, %, primé&ry: Tabulkad 2| x

™| Foslat/tiskmnaut wisledky kazd wipodty do akna pratakolu

— Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: IWE N1:|m—E 01,0000 " Jednostr. Wipocet |
r: IWE NE:I'IEI—E & Oboustr.

— Rozdil mezi dvéma priméry [hormalni rozdéleni]
Pri: |D,—Esmnd1:|1, E N110 E p: 1,0000 Vipotet |
P2 [0 [Esmod2f1 & nafio " Jednostr

P . . 0
[ wpbérowy primér ve, stfedni hodnota 9 DlgeL g,

— Rozdil mezi dvéma pomény

P IWE N1:IM—E . i+ Jednostr.
P2 [50000 [ waz[zrer 3 AT e e

Vypoctena p-hodnota jednostranného testu je 0,1031, tedy mensi nez asympto-
tickd hladina vyznamnosti 0,05. Hy nezamitame na asymptotické hlading vy-
znamnosti 0,05.

8.8. Véta: Asymptotické rozlozeni statistiky odvozené ze dvou vybérovych
prumért.

Necht Xp. ,?ﬁn je nahodny vybér z alternativniho rozloZzeni A( q) a

Xp. ,.x&lz je na ném nezavisly nahodny vybér alternativniho rozlozeni A( q ) a
necht’ jsou splnény podminky n; q (1-q)>9an; q (1-q)>9. Ozna¢me My,
M, vybéroveé prl"lmér[{/.1 ]

Pak statistika U_ —2— l—— SR Pl\ :

— ~/
~/

=9 _ -~ ]
\/ 1y P 1D -

Diikaz:

Analogicky jako v pfipadé€ jednoho nahodného vybéru z alternativniho rozloze-

ni.

8.9. Véta: Vzorec pro meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu
spolehlivosti pro parametrickou funkci q
Meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro

Q  Jsow



d | . /ﬁa W_ 911] -
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Diikaz: .
Pokud rozptyl DM\_A — nahradime odhadem Aé— —-,1=1, 2, kon-
= . .

vergence ndhodné veli¢iny U k veli¢ing s rozloZzenim N(0,1) se neporusi. Tedy

!
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8.10. Priklad: Management supermarketu vyhlésil tyden slev a sledoval, zda
toto vyhlaseni mé vliv na podil vétSich ndkupii (nad 500 K¢). Na zéklad¢ ndhod-
n¢ho vybéru 200 zdkaznikl v tydnu bez slev bylo zjisténo 97 velkych nakupi,
zatimco v tydnu se slevou z 300 ndhodné vybranych zakazniki ucinilo velky
nakup 162 zakaznikil. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro
rozdil pravdépodobnosti uskutecnéni vétsiho ndkupu v tydnu bez slevy a v tydnu
se slevou.

Ne— e —

ReSeni:
Zavedeme nahodnou veli¢inu X;;, ktera bude nabyvat hodnoty 1, kdyZ v tydnu
bez slevy i-ty nahodné vybrany zdkaznik uskute¢ni vétsi nakup a hodnoty 0 ji-
nak,1=1, ..., 200. Ndhodné veli€¢iny X, i, ..., Xj 200 tvofi ndhodny vybér
z rozlozeni A.Q . Déle zavedeme ndhodnou veliCinu X,;, kterd bude nabyvat
hodnoty 1, kdyz v tydnu se slevou i-ty ndhodné vybrany zakaznik uskute¢ni vét-
S$i nakup a hodnoty 0 jinak, 1=1, ..., 300. Nahodné veli€¢iny X, i, ..., X5300 tvoii
nahodny vybér z rozlozeni Aq -

=200, n, =300, m; =97/200 = 0,485, m, = 162/300 = 0,54.
Ovéfeni podminek n; q (I-q)>9an, q (1-q)>9: Parametry q a q ne-
zname, nahradime je odhady m; a m,. 97.(1-97/200) = 49,955 > 9, 162.(1-
162/300) = 74,52 > 9.



Meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro para-
metrickou funkci q jsou:

d_ . b’_ﬂ_)—(‘l Jy

07 160 971 | -
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Zjistili jsme tedy, Ze s pravdépodobnosti piiblizne€ 0,95: -0,1443 < q <

0,0343.

8.11. Véta: Testovani hypotézy o parametricke funkei q

Necht Xp. ,.xm je nahodny vybér z alternativniho rozlozeni A( q) a

Xp. ,xm je na ném nezavisly nahodny vybér alternativniho rozlozeni A( q ) a
necht’ jsou splnény podminky n; q (1-q)>9an; q (1-q)>9. Na asympto-
tické hladin€ vyznamnosti o tGStIl] eme nulovou hypotezu HO: Q . =cproti
alternative Hi: q = #c(resp.Hi: q = <cresp.Hi: q = >c¢). Testovym
kritériem | ]e statlstlka

’]8 _ m— ktera v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy ma

asymptoticky rozlozem N(O, 1). Kriticky obor ma tvar

— s W2 U 25
(resp. W: 5 U " resp. W: U, o)
(Testovani hypotézy o parametrické funkci q = 1ze proveést téZ pomoci
100(1-0)% asymptotického intervalu spolehlivosti nebo pomoci p-hodnoty.)

8.12. Poznamka: Postup pfi testovani hypotézy q

" M+ M

n vazeny prumeér vybeérovych priméra.
€1
M M
M{M my L I
\/ - nl T |

nulové hypotézy ma asymptoticky rozloZeni N(O 1). Kriticky obor ma tvar
o, W /2\)111_ 2500 (resp. W: o, U tresp. W_1 O). Testova

statistika T, vznikne standardizaci statistiky M; — M,, kde nezndmé¢ parametry
Q- Q nahradime spole¢nym odhadem M.

Je-li ¢ =0, pak oznacme M:

Jako testova statistika slouzi ']5 , ktera v ptipad¢ platnosti




8.13. Priklad: Pro udaje z ptikladu 8.10. testujte na asymptotické hlading vy-
znamnosti 0,05 hypotézu, Ze tyden se slevami nezvysi pravdépodobnost usku-
te¢néni veétSiho nakupu.

Reseni:
Testujeme hypotézu q = = 0 proti levostranné alternative Hi: q =~ <O na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

=200, n, =300, m; = 97/200, m, = 162/300, m« = (97 + 162)/500 = 0,518.
Podmmky dobr¢ aproximace byly ovéfeny v piikladu 8.10.
Testovani pomoci intervalu spolehlivosti:
Pro levostrannou alternativu pouzivdme pravostranny interval spolehlivosti:

hL!ﬂW?

07 14D lggl o] s
= )= I+ _(£2UU?+ a\3UU§]’64: ).

Protoze ¢islo ¢ = 0 je obsazeno v intervalu . )2, H, nezamitame na asym-

ptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.
Testovani pomoci kritického oboru:
Realizace testového kritéria:

)
to_ i} .,793(— ) -
P
Kriticky obor | Je ) \ .,95> — ., )4}f Protoze testové kri-

) - = - )

= ¢

térium nepatii do krltlckého oboru, Hy nezamitdme na asymptotické hladin¢ vy-
znamnosti 0,05.

Testovani pomoci p-hodnoty:

Pro levostrannou alternativu se p-hodnota pocitd podle vzorce p = P(T, < to):
p_ b O5_, 05_ _, 0>_ _ s8€ [l:

Protoze p- -hodnota j je vétsi nez 0,05, Hy nezamltame na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, priméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do policka P 1 napiSeme 0,485, do po-
licka N1 napisSeme 200, do policka P 2 napiSeme 0,54, do policka N2 napiSeme
300 — zaSkrtneme Jednostr. - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,1142, tedy ne-
zamitdme nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

10



ETE[‘U‘ rozdilii: r, %, priméry: tram_bus

[T | Foslat tisknout wisledky ka#d, wipottuy do okna protokolu

— Bozdil mezi dwéma korelaénimi koeficienty

(N T = B R =  Jednosy,  Wopotet |
2 T = A (T = PO G sty

— Rozdil mezi dvéma primeéry [normalni rozdéleni]

Pri: ||1_Esm|:|d1:|1, E N110 E p: 1,0000 Vipotet |
P [0 [Esmod2fr [ nafio " Jednostr

[ Wibérowd primér vz, stfedni hodnota & Oboustr

— Fozdil mezi dvéma pomény

P1: IME N-I:ITE o 1142 % Jednostr.
Pz [5a000 [ wefao F " Dboust.




