GRAFOVE ALGORITMY
2007/8 - 1. termin

1. Artikulace a bloky

Uvazujeme neorientované grafy. Artikulace je takovy vrchol, Ze po jeho odstranéni
(véetné hran s nim incidentnich) se zvétsi pocet souvislych komponent. Blok je (vzhledem k
inluzi) maximalni mnozina vrchold vzhledem k nasledujici vlastnosti : je alespon dvouprvkova
a prislusny indukovany podgraf je souvisly a neméa artikulaci.

Nize mate uvedeny dva algoritmy. Prvni je varianta DFS, druhy by mél pocitat artikulace
a bloky souvislého grafu.

Komentar k proménnym :

G = (V, E) je neorientovany graf, s € V|

nr(v) je pofadi objeveni vrcholu v,

p(v) je predchtidce vrcholu v,

u(e) je pfiznak objeveni hrany e, pfitom piSeme e = uv = vu pro e = {u, v},

S je zasobnik,

C' je mnozina vsech artikulaci,

L je funkce low,

k je pocet bloki,

By, ..., By jsou bloky.

Ptitom L(v) je definovano jako :

min{ nr(v), min{ nr(u) | 3w € V a v—w—cesta ze stromovych hran a zpétna hrana wu } }

Na dvé mista do druhého algoritmu dopliite pfifazeni/podminku tykajici se funkce L.
Dale doplnte :
Vrchol v # s je artikulace praveé kdyz ............ (v terminech L).

Vrchol s je artikulace prave kdyz ............ .

Pribéh ¢asti vypoctu druhého algoritmu na niZe uvedeny graf uvedte do pripravené
tabulky. Pokud mame nékde vice moznosti, fidime se abecedou. Ptitom :

krok = vyporadani se s novou hranou nebo navrat po stromové hrané,

typ kroku : ¢ = objeveni stromové hrany,

b = objeveni zpétné hrany,

n = navrat po stromové hrané.

Uvedte stav zdsobniku S a proménné L po kazdém kroku. Va$ prvni krok : jeden krok
pred prvnim navratem. Vas posledni krok : druhé stromovéa z s.

Po skonceni vypoctu :

Do diagramu téz pro kazdy vrchol v uvedte nr(v)/L(v).
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Prvni algoritmus na souvislém grafu ma slozitost O(|F|), nebot kromé inicializace pra-
cujeme s kazdou hranou v kazdém sméru pravé jednou a vzdy provedeme konstantni pocet
kroki. Ja je to pro druhy algoritmus 7

Dokazte, Ze druhy algoritmus spravné pocita bloky (alespon pro pfipad p(v) je artikulace,

p(v) # s).



2. Parovani

Grafy G a H spolu s jejich parovanimi jsou zadany obrazky nize. O kazdém z nich
rozhodnéte, zda je bipartitni a své rozhodnuti dokazte.

Zjistéte zda dana parovani jsou maximalni. Pro oba grafy najdéte jejich maximalni pa-
rovani a dokazte maximalitu.

Mizete napt. pouzit alternaci volnych cest s tim, ze kdyz z daného vrcholu takova cesta
neexistuje, nemusime ho dale uvazovat.
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GRAFOVE ALGORITMY
2007/8 - 2. termin

1. Druha nejlepsi minimalni kostra

Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf, necht w : ' — R je na riznych hranéch
rizné. Jiz vime, Ze existuje jedind minimdlni kostra (struéné MST). Kostra T' je SBMST,
jestlize mé mezi vSemi kostrami druhé nejmensi ohodnoceni (takovych koster mize byt vice).

a) Necht T je MST a 7" je SBMST. Dokazte, ze existuji hrany (u,v) € T a (z,y) € T
tak, ze T" = (T'\ {(u, v)}) U{(z, y)}.
Dukaz : Uvédomte si, ze libovolna kostra ma |V| — 1 hran.

1. Necht 7"\ T ={(z,y)}. Pak T\ T' = ...................... ..

2. Necht |T"\ T| > 2. Pak i |T'\ T"| > 2. Nechf (u,v) je minimalni vahy z 7"\ 7". Pak
T"U{(u,v)} ma cyklus ¢ a na ném existuje hrana (z,y) €

Sporem dokazeme, ze w(x,y) > w(u,v). VT U {(z,y)} mame cyklus ¢. Ten obsahuje
(u',v') €

Nyni 77 = (T'\ {(¢/,v")}) U{(z,y)} je kostra a tedy w(u/,v") < ..................
Celkem

Konecné polozme 77" = (T \ {(z,y)}) U {(u,v)}. Pak w(T™) < ............oo....
Pfitom T" # T, nebot

b) Nasledujici algoritmus pro kostru 7" C E pocita, pro vSechna u,v € V| maximélné
ohodnocenou hranu na (jediné) u-v-cesté v T



BFS-FiLL-MAX(T', w)

1 for each vertex u € V
2 do for each vertex v € V
3 do {
4 max|u,v] < NIL
5 }
6 Q—10
7 ENQUEUE(Q, u)
8 while Q # ()
9 do {
10 x «— DEQUEUE(Q)
11 for each v € Adj[z]
12 do {
13 if maz[u,v] = NIL and .....
14 thenif r=wor.....
15 then max[u,v] — (x,v)
16 else mazxfu,v] — max[u, x|
17 ENQUEUE(Q, v)
18 }
19 }

20 return max

b1) Dopliite dvé chybéjici formulky.

b2) Odhadnéte slozitost (pfi ditkazu se mizete odvolat na BFS).

b3) Aplikujte algoritmus na nésledujici strom. Seznamy sousedi jsou podle abecedy. Pro
u = a uvedte postupné vSechny zmény proménnych @, x, v, max spolecné s ¢islem Fadku, kde
k tomu doslo.
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c) Je dana MST T a matice (max[u, v])yvev
Nalezneme (z,y) ¢ T' minimalizujici

Dikaz korektnosti :
Podle bodu a) existuji

. Jak spocitate néjakou SBMST 7" ?



2. Silné souvislé komponenty

V mésté Autokarové tesili problém s dopravou. Silnice jsou tu tizké a nestac¢i pro obou-
smérny provoz. Bylo potieba z kazdé silnice udélat jednosmérku. Regeni straznika Hlavicky
vidite na prilozeném planku. Jedind obousmeérna cesta je trajektova linka mezi body 5 a
14. Vasim tkolem je pomoci vhodného algoritmu spocitat silné souvislé komponenty takto
vzniklého grafu (a navrhnout minimélni pocet a umisténi autovrakovist, které potiebuje
Autokarov po zménach straznika Hlavicky :) ).
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GRAFOVE ALGORITMY

2007/8 - 3. termin

1. st-oc¢islovani

Je dén neorientovany graf G = (V, E') s n > 2 vrcholy, ktery je 2-souvisly (t.j. je souvisly
a po odstranéni libovolného vrcholu se spolu s nim incidentnimi hranami zistava souvisly).

Mame najit bijekci STN : V' — {1,... n}, piSeme v = v; pro STN(v) = i, tak, aby :

(i) {v1, v} € E,

(ii) pro kazdé j € {2,3,...,n — 1} existuji i,k € {1,...,n} tak, ze i < j < k a
{vi,v;},{vj, v} € E.

Predpokladame, Ze jiz probéhl prizkum do hloubky. Cas objeveni (1,2,...) vrcholu v
necht je DFN(v), jeho otec je FATH(v).

Hodnota funkce LOW (u) je definovano jako :

min{ DFN(u), min{ DFN(w) | 32 € V a u—x—cesta ze stromovych hran a zpétna (z,w) } }.
Dale predpokladame, Ze mame napocitanou i funkci LOW spolu s piislusnymi cestami.
Pro v € V se cesta PATH(v) urcuje takto :

Piipad 1. Existuje nové zpétna hrana (v, w). Prohlasime ji za starou a polozime PATH(v) =
(v, w).

Pripad 2. Existuje nova stromova hrana (v,u). Necht (u = wug,uq,...,up, w) je cesta

davajici LOW(u) = DFN(w). Pro¢ je u # w ?

Polozime PATH(v) = (v, ug, u1, . . ., ug, w) a v8echny vrcholy a hrany na ni prohlasime za
staré.

Ptipad 3. Existuje nova zpétna hrana (u,v). Necht (u = ug, u1, ..., ux, w) je cesta nahoru
po stromovych hranach do prvniho starého w. Polozime PATH(v) = (v, ug, uy, ..., up, w) a

vSechny vrcholy a hrany na ni prohlasime za staré.

Pripad 4. Vsechny hrany incidentni s v jsou staré. Polozime PATH(v) = ().



ST-NUMBER(G)
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begin
mark s, ¢t and (s,t) “old” and all the other vertices and edges “new”;
push down ¢ and s into stack .S in this order;
{s is over t}
COUNT « 1;
pop up the top entry v from S;
while v # ¢
do begin
if PATH(v) =0
then begin
STN(v) « COUNT;
COUNT « COUNT +1
end
else begin
let PATH(v) = (v, uy, ug, - -+, ug, w);
push down the vertices ug, ug_1, ..., u1, v into S in this order
{v is a top entry of S}
end
fi;
pop up the top entry v from S
end;
STN(t) « COUNT
end.

Algoritmus demonstrujte na nize uvedenych diagramech. Zastavujeme se vzdy na t. 19.

Nad diagram uvedte piipad (1 az 4), podle néhoz se nasla cesta. “Old” vrcholy a hrany
vyznacte modie, nalezenou (orientovanou) cestu ¢ervené. Pod diagram uvedte stav zasobniku
S a zmény proménné STN od posledniho kroku. Za¢iname s modie vyznafenymi a, ¢, {a, ¢}
a zasobnikem ¢, a (odshora).
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Dostali jste skutecné st-oc¢islovani 7 Ke kazdému ¢ pripiSte v; a namalujte vSechny hrany
mnoziny £. (Druhy diagram mame pro ty co pokazi prvni.)



Korektnost :
Pro¢ nastane néktery z piipadu 1 -4 7

Libovolny v je oznacen jako stary a definitivné odstranén z S pouze v pripadé, ze vSechny
hrany s nim incidentni jsou staré.
G je 2-souvisly a proto je lib. v dosazitelné z s

a tedy kazdy vrchol se dostane do S a je prohlasen za stary predtim, nez je ¢t odstranén.

Ziejmé STN(s) =1, STN(t) =n a {s,t} € E.

Vrchol u # s, t jde poprve do S jako vnitini vrchol néjaké cesty (v, uy, ..., u; =u, ..., w).
Pritom w je stary, nebot

V zésobniku je tedy v jistém okamziku v nad w a pod v.
Kone¢né si uvédomime, ze je-li nékdy x nad y, je STN ............

Proc¢ ?



2. Obchodni cestujici.

Obchodni cestujici Kliment Stihacka méa zitra rdno v planu nékolik obchodnich jednani
po Ceské i Slovenské republice. Bydli v éeskjrch Budéjovicich a ma navstivit Brno, Cheb,
Liberec, Nitru a Zilinu, v libovolném poradi. Chtél by mit sluzebni cestu co nejkratsi, ale
vybrat takovou je (NP-)tézké a na to do rana nema cas. Muzete mu v8ak pomoci néasledujicim
2-aproximativnim algoritmem.

Uvazujme tplny neorientovany graf s vrcholy tvorenymi vySe jmenovanymi mésty a va-
hami hran danymi vzdalenosti mést v kilometrech:

Brno C.B. Cheb Liberec

Nitra

Zilina
Nitra
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C. B.

1. Najdéte nejlacingjsi
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kostru T" tohoto grafu.

2. Zdvojte v T kazdou hranu a nakreslete takto vznilky obrazec jednim tahem tak, abyste
zacali i skoncili ve vrcholu Ceské Budéjovice.

3. Vypiste vrcholy v poradi, v jakém jste je poprvé potkali pii kresleni. To bude plan
cesty pro Klimenta.

Ve druhém kroce méate moznost volby, jak obrazec nakreslite. Provedte kroky 2 a 3 pro

jinou volbu nakresleni nez poprvé. Urcete, ktera z vyslednych cest je kratsi.

Bodovani:

Nalezeni minimalni kosty: 12 bodi maximalné.

Vypséni cest: 7+7 bodi maximalné.

Urcéeni kratsi z nich: 4 bodi.
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