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Uvod

Mila ctenarko, mily ctenafi,

cilem této sbirky je nabidnout podrobng névod k feSent prikladd, které jsou standardni soucastt
praktické casti dvodniho kurzu z matematické analgzy. Z3dklady této sbirky tvori zdpisky ze
cvicenich k predmétim MB101, MB102, M1100, M1101 a demonstrativnich cvicent k MB101
a MB102 vedenych autory v letech 2006-2009 na Fakulté informatiky a Prirodovédecké fakulté
Masarykovy univerzity. VétSina zadéni uveden(ch prikladl je bud pfevzata z publikaci [1-8]
(mnohdy z prikladd uvedenygch k samostatnému fesent) nebo z riiznych zdroju, které se autortiim
dostaly v pribéhu let do rukou, pfipadné na monitor. AvSak uvést zde kompletni seznam vSech
pouZzitych zdroji by bylo bohuzZel nemozné, proto prohlasujeme, Ze drtivd vétsSina zadant prikladd
je prevzata od jingch autorti. Na druhou stranu, veskeré postupy feSeni jsou plvodni a byly
vypracovany autory této publikace.

Brno, léto 2010 Petr Zemanek a Petr Hasil



Errata

V této verzi (oproti 1. vydani) bylo opraveno nékolik preklepd, sjednoceno znaceni a zménéno
pofadi nékter(ch prikladi. Cisla prikladi/stran (odpovidajici této verzi), jich se hlavni zmény
tgkaijt, jsou uvedena v nédsledujicim soupisu. Radi bychom pozéadali Vas, ¢tenére, o zpétnou vazbu
v pfipadé nalezenti jakékoli chyby, preklepu, nepresnosti ¢i nejasnosti, abychom je mohli v pristim
vydani opravit a vytvorit tak z poctu jejich viskytl posloupnost konvergujict (co mozna nejrychleji)

k nule.

Chtéli bychom proto na tomto misté podékovat panu A. Souskovi za upozornéni na nékolik

problematickgm mist.

Zménéno zadani Prikladu 39 a prislusny obrazek;

opraven preklep ve visledku P¥ikladu 40 (funkce f4(x) je lichd);

zménéno zadant Prikladu 120;

opraven preklep ve v(sledku Prikladu 123;

opraven preklep (stupef odmocniny ve jmenovateli v mezikroku) v Prikladé 124;

opraven preklep ve vzorci pro zbytek v Taylorové vété (Spatné zapsana mocnina vyrazu
(x —x0)) na str. 342;

opravena a doplnéna Tabulka 1 pro volbu funkct pfi integrovdni pomoct per-partes na
str. 364;

opraven preklep ve vgpoctu integralu z parciadlntho zlomku ﬁ (chybéjicl koeficientu
v poslednich dvou krocich vjpoctu) na str. 398;

opraven pteklep ve vzorci pro dpravu vijrazii sin®x a cos?x pro integraly typu
Jsln“x -cos™x dx
v bodé iv) na str. 418;

opraveny vzorce pro vypocet objemu rotacntho télesa vzniklého rotaci kolem osy y na
str. 493.
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I. Diferencialni pocet
funkci jedné promeénné

I. 1. Opakovani a auvod do matematické analyzy
Zakladni vzorce
Poznédmka 1. Nejde o tplny prehled. Je uvedeno pouze znéni zadkladnich vzorci bez ohledu na
to, kde (ne)jsou definovany. Nékteré vzorce lze snadno odvodit z ostatnich zde uvedenych.
e Mnohocleny

(a+b)?> =a?+2ab + b? (a+b)®=a®+3a’b+ 3ab? + b3,
a’?—b?=(a—b)(a+b), a’+ b’ = (a+b)(a? F ab + b?).

e Mocninnd funkce

0 _ 1
Cl—], ar:{/E,
a

— - aa = ar+s)
(ar)s = q's.
e Logaritmus a exponencidla
log,x =y & x=aY, log 5 = loga —logb,
log1 =0, log, a* =x = alogux’
log,a =1, Inx =lgx = log,x, e =2,71828...,
loga® = bloga, log, b = togcb = b,
a 0g. a na

log(ab) = log a + log b,

e Coniometrické funkce

tgx = 2o cos 2x = cos® x — sin’x,
— €OosX 2 x __ 1—cosx
cotzgx = S sin? % = I=cosx
sin“x 4 cos?x = 1, cos?y = Licosx,
sin 2x = 2sinx cos X,
z T mT | e e e T
x |01 813 ]5 ]2 x |0z |z 2|z
i 1] v2 18 V3
sinx |0 1| 2|1 tgx 0|2 [1]v3]-
V3| v2| 1 V3
cosx | 1| | ¥ | 3|0 cotgx | — [ V3| 1 510




2 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

S leal)o

e Ostatni

» Komplexni cisla (C)
2 =1,
a+1ib =a—1ib,
a’+b? = (a—ib)(a +ib).

» Kvadraticki polynom P(x) = ax? + bx + ¢
D = b% —4ac,

_ —b+vD

X12 = —34
P(x) = a(x —x1)(x — x2).

» Doplnéni na ctverec
ax? +bx+c =a(x? + 2x + £),
X 4px+q=(x+5)2—2 +q.

Realna disla

Definice 2. Bud A # () uspofadana mnoZina, B C A, B # (), libovolna. Rekneme, Ze prvek a € A
je supremum mnoZiny B (piSeme supB = a), jestlize

1) x < a pro kazdé x € B;

2) je-lt y € A takové, ze x <y pro kazdé x € B, pak je a < y.
Analogicky se definuje infimum mnoZiny B (inf B).

Je-lt a = max A, pak je a nejvétsim prvkem mnoziny A, tj. pro kazdg prvek x € A plati x < a.
Analogické tvrzent platl pro min A.

Kvadratické rovnice
Rovnice tvaru ax? 4+ bx + ¢ = 0, kde x € R, nebo x € C. Re$ime pomoci vzorc(

—b++vD

D = b’ —4ac, xu:—\/_.
’ 2a

eD>0 = 2rGzné redlné koreny,

e D=0 = 1 dvojnasobny realny koren,

e D<0 = 2 komplexné sdruzené komplexni koreny.

Posouvani grafu
Necht je ddna funkce y = f(x) a nenulova redlnd ¢isla a,b.
(i) Uvazujme funkci § = f(x + a). Tato funkce ma viéi pavodni funkci graf posunuty bud
doleva (je-li a > 0) nebo doprava (je-li a < 0), a to o velikost cisla a.
(ii) Uvazujme funkci §j = f(x) + b. Tato funkce ma vici pavodni funkci graf posunuty bud
nahoru (je-li b > 0) nebo doll (je-li b < 0), a to o velikost cisla b.
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[. 1. OPAKOVANI A UVOD DO MAT. ANALYZY 3

(1) Urcete (jestlize existuji) sup M, inf M, max M a min M, kde
1)
M :{O>_1)2>5>6>8};

M:{l: nEN};
n

M={n’—2n+1: neZ};
M = (0,1).
Re3ent:
i) maxM =supM =8 aminM =infM = —T;
i) maxM =supM =1, inf M =0 a min M neexistuje;
iii) max M a sup M neexistuje, min M = inf M = 0;

iv) max M neexistuje, supM =1 a minM =inf M =0.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil
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4 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(2) Dokazte nasledujicl tvrzeni: "Bud M # (), M C R a necht a € R. Pak
a=supM & 1) x<aVxeM,
2)Ve>03dxyeM: xg >a—¢e."

Resent:
,=" Bud a = sup M, pak z definice x < a pro Vx € M, tj. plati 1). Pfedpokladejme, Ze

2) neplati. Pak existuje ¢y > 0 tak, ze Vx € M je x < a—¢p. Tedy a — ¢ je hornt zavora
mnoziny M a zaroven a =supM = a < a — g, coz je spor. Tedy 2) platt.

<" Necht plati 1) i 2). Podle definice urcité plati sup M < a. Predpokladejme, ze
supM < a.
Potom polozme ¢ = a—supM > 0. Z 2) plyne, ze
Ix1reM: x; >a—¢e=supM,

coz je spor. Proto nutné supM = a.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2
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(3) Za predpokladu existence dan(ch v(raz(i dokazte:
1)
sup[—f(x)] = — inf [f(x)];

XEA XEA

inf [—f(x)] = — sup[f(x)];

XEA xEA

sup[f(x) + g(x)] < suplf(x)] + suplg(x)];

XEA XEA XEA
: >
inf [f(x) + g(x)] = Wnf[f(x)] + inf [g(x)];
v) v Castech iii) a iv) nelze nerovnosti nahradit rovnostmi.
Redeni:
Jednotliva tvrzeni dokdzeme standardnim zplisobem znamym z algebry.
1)
sup [—f(x)] =c =

XEA
= [f(x)<cVxeA] AN [[beR, —f(x) <bVxeA)=c<b]=
= [f(x)>—cVxeA] AN [[beR, f(x) >-bVxeA)= —c>—-b]=>
= inf [f(x)] = —c = sup [— (): = —inf[f(x)].

XEA XEA

i)

inf [f(x)] =c =

XEA
=S [—f(x) >cVxe Al A [[beR, —f(x) >bVxeA)=c>b]=
= [flx) <—cVxeA] N[[beR, fx) <-bVxeA)=—-—cc<-b]=
= sup [f(x)] = —c = ;2/1; [—f(x)] = ¢ = —sup [f(x)]

iii)

f(x) < supf(x), g(x) <supg(x) Vx € A =

XEA XEA
= f(x) + g(x) <supf(x)+supg(x) Vx € A =
XEA XEA

= sup [f(x) + g(x)] < sup |sup f(x) + sup g(x)

XEA XEA LxEA XEA
= sup [f(x) + g(x)] < sup f(x) + sup g(x).
XEA XEA XEA

f(x) > inf f(x), g(x) > igﬁ\g(x) Vx € A=

XEA

= f(x) + g(x) > inf f(x) + inf g(x) ¥x € A =
XEA XEA

= inf [f(x) 4+ g(x)] > inf |inf f(x) 4+ inf g(x)
XEA XEA

XEA | XEA

= inf [f(x) +g(x)] > inf f(x] + inf g(x).

XEA

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil
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6 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

v) Tvrzeni dokdZeme nalezenim vhodného protiprikladu. Uvazujme napf. funkce f(x) =
sinx a g(x) = cosx na mnoZin& A = (0, ). Pak v iii) obdrzime
sup [sinx + cos x| = \/Z,
XEA
pfiCemz sup,, sinx =1 a sup,, cosx = 1. V (asti iv) dostaneme

inf [sinx 4+ cosx] =1,
XEA

pricemz infyca sinx =0 a infyca cosx = 0.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2
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(4) Dokazte pro libovolné podmnoziny A a B mnoziny R a libovolna redlna cisla a, b, c:
i
) a=maxM = a =sup M,;
i)
A C B = supA < supB;
iii)
ACB=infA > infB;

sup(A U B) = max{sup A, sup B};

inf(A U B) = min{inf A, inf B};
vi)
sup(A N B) < min{sup A, sup B};
vii)
inf(A N B) > max{inf A, inf B}
viid)

min{a,b} = =(a+b—|a — b]);

N —

ix)

(a+b+|a—Dbl|);

N —

max{a, b} =

la| = max{a,—a} = —min{a, —a};
Xi)
min{a, max{b, c}} = max{min{a, b}, min{a, c}};
Xit)
max{a, min{b, c}} = min{max{a, b}, max{a, c}}.

Reseni:

y
a=maxM=x<aV¥xeM] N aeM=
>k<aWweM] A[[beR, x<bVxeM)=a<bl=
= a =sup M.

i) Oznacme a =sup A a b = sup B. Pak plati
b=supB=x<bVxeB=x<bVxeA=a<b,

nebot a = sup A.
iit) Oznacme a = inf A a b = inf B. Pak plati

b=infB=x>bVxeB=x>bVxecA=a>b,
nebot a = inf A.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil
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iv) Oznacme a =supA, b =supB, ¢ =sup (A UB) a d = max{sup A, sup B}. Pak plati
XxXEAUB=xcAV xeB=x<aWVxeA]l V x<bVxeBl=
sx<a<dW¥weA V x<b<dVxeBl =
>x<d¥wweAUB=c<d.
Také plati

) pog it)

d =max{a,b}= (d=a) V (d=b d<cV d<c=d<ec

To znameng, ze
c=d.
v) Ozna¢me a =infA, b =infB, c =inf (AUB) a d = min{inf A, inf B}. Pak plati
XEAUB=xcAV xeEB=[x>aV¥VeA] V x>bVxeB]=

=sx>a>dVxeAl V x>b>dV¥weB]=
=x>d¥WwWeAUB=c>d.

Také plati

podle iii

d=minf{a,b}= (d=a) V (d=b)"2Yd4>c Vv d>c=d<ec.
To znamena, ze
c=d.
vi) Ozna¢me a =sup A, b =supB, c =sup (A NB) ad=min{sup A,supB}. Pak plati
XEANB=xcA AN xeEB=x<aVxeA] AN x<bVxeB]=
=>kxk<avVxe(ANB) V x<bVxe (ANB) =
=>x<dv¥vwe(ANB)=c<d.
vit) Ozna¢me a =infA, b =infB, c = inf (AN B) a d = max{inf A, inf B}. Pak plati
XEANB=2xcA AN xeB=x>aVxeA] AN [x>bVxeB]=
sx>aVxe (ANB)] V x>bVxe (ANB)] =
=>x>dVxe(ANB)=c>d.
viit) Pro a > b plati
1

1
z(a+b—|a—bl) zz(a+b—a+b) =b = min{a, b}.

Pro a < b platt

1 1

z(a+b—|a—b|) zz(a—I—b—Fa—b) = a = min{a, b}.
ix) Pro a > b plati

1 1

z(a+b+|a—b|) zz(a+b+a—b) = a = max{a, b}.

Pro a < b platt

l(a-i—b—f—la—bl) =—-(a+b—a+b)=>b=max{a,b}.

2

Nl —
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[. 1. OPAKOVANI A UVOD DO MAT. ANALYZY 9

x) Z &asti viil) a ix) plyne

max{a,—a} = = (a— a+la— (—a)l) = ~ 2a| = lal,

2

|2al = |a].

N =N =

—min{a,—a} = —% (a—a—la—(—a)]) =
xi) Zvazime vSechny mozné varianty. Pro a > b a a > c plati
max{min{a, b}, min{a, c}} = max{b, c} = min{a, max{b, c}}.
Pro a <baa<c plati
max{min{a, b}, min{a, c}} = max{a, a} = a = min{a, max{b, c}}.
Proa>Db a a < c plati
max{min{a, b}, min{a, c}} = max{b, a} = a = min{a, max{b, c}}.
Pro a <b a a > c plati
max{min{a, b}, min{a, c}} = max{a,c} = a = min{a, max{b,c}}.
xit) Zvazime vS8echny mozné varianty. Pro a > b a a > c platl
min{max{a, b}, max{a,c}} = min{a, a} = a = max{a, min{b, c}}.
Pro a < b a a < c platl
min{max{a, b}, max{a, c}} = min{b, ¢} = max{a, min{b, c}}.
Pro a > b a a < c plati
min{max{a, b}, max{a, c}} = min{a,c} = a = max{a, min{b, c}}.
Pro a <b aa > c plati

min{max{a, b}, max{a, c}} = min{b, a} = a = max{a, min{b, c}}.
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10 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(5) Dokazte:

n
max{x X = T n# —1, neZ}:Z;
i)
n
sup{x.x—n—H, nEN}—L
iii)

1
mf{x X:le——i—]) nEZ}ZO;

1
max{x X = 2+1,n6Z}:1,
v)
sup(AUBUC) =1, kde
n2
A:{x X = z+],n€Z},
1
B:{x:x:—,nEN},
n
n—3
= N = — > .
¢ {"X zn+1’“—0}
ReSeni:
) Pron——ZJex—_ = 2. Déle platt|n11] :]1—n+1] <1+|n+1| < 2 pro vSechna
neZ\{-1}
i) Platt n+1§2ﬂ<1pron€N Bud nyni ¢ > 0 libovolné. Zvolime-lin € N, n > 1,
pak
n 1 1 €
= - > =1- >1—c.
n+1 14- T+e 1+¢
i) Platl ;77 > 0 pro n € Z. Bud dale ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li n € N, n> -, pak
1 < T ¢ e
n+1 =141 T4e T
iv) Platt 2+1 <lprone€Z. Pron= Oplattx—Ol] =1

v) Platt supA =1,supB=1asupC = ; Z Prikladu 4 ¢asti iv) plyne
sup(AUBUC) =sup[(AUB)UC] =
= max{sup (AUB),supC} =
= max{max{sup A,sup B},sup C} =
= max{sup A,sup B,supC} = 1.
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(6) Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B a C platt tzv. distributivni zdkony
1)
(AUB)NC=(ANnC)u(BnC),

(ANB)UC=(AUC)N(BUC).

Resent:
i)
C: xe(AUB)NC=x€e(AUB) A xeC=
=(xeAV xeB) ANxeC=
=xeAAxeC)V (xeB A xeC)=
=xe€(ANCJu(BNC),
D: xe(ANCQUBNC)=xec(ANC) V xe(BNC)=

=xeA AxeC)V (xeB Axe(C)=
=x€(AUB) AN xeC=
—xe(AUB)NC.

C xe(ANBJUC=(xeA N xeB) VxelC=
=xeAVxeC) AN (xeBVxelC)=
=>xe(AUC)N(BUC),

xe(AUC)N(BUC)=(xe AV xe(C) AN (xeB V xe(C)=
=xeA ANxeB) VxelC=
~xe(ANB)UC.

Y
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12 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(7) Urcete mnoziny dané témito vyrazy:

i)
(1,00) N (_1)2>;
i)
i)
((_OO) _2) ) <_2>O)) U <0) OO),
i)
<_]>5> N <5> ]OO>§
v)
(—1,10) N (15,20);
vi)
<_1>4)/ = <_1)4) = <_1>4)C;
vii)
(1,5)\ (0,5).
ReSeni:
i)
(1>OO) N (_])2> = (])2>,
i)
i)
((_OO) _2) U <_2)O)) U <0) OO) - (—OO, OO),
i)
<_1>5> n <5> 1OO> = {5};
v)
(—1,10) N (15,20) = {0};
vi)
(=1,4)" = (—00, —1) U (4, 00);;
vii)
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(8) Vyreste kvadratickou rovnici 2x* —x—3=0 a)vR, b)vC.
Resent:
Nejprve spocteme diskriminant dané rovnice
D=(-1)?>—4.2.(=3)=25.
Protoze D > 0, rovnice ma dva redlné koreny. Ty snadno dopocitame.

(-1 xVvD 145 |3
e R R I

Rovnice ma tedy v R dva kofeny a to % a —1, stejné jako v C, nebot komplexnt Cisla jsou
nadmnoZinou ¢isel realnych.
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(9) Vyiedte kvadratickou rovnici x> +4x+4=0 a)vR, b)vC.
Resent:
Nejprve spocteme diskriminant dané rovnice
D=4—4.1-4=0.
Protoze D = 0, rovnice ma jeden dvojndsobny realny koren. Ten snadno dopocitdme.
_4:VB
Ma= g

Rovnice ma tedy v R jeden dvojndsobny kofen a to —2, stejné jako v C, nebot komplexnt
Cisla jsou nadmnoZinou cisel realnqch.

—2.
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(10) Vyfeste kvadratickou rovnici x> —4x+29=0 a)vR, b)vC.
Resent:
Nejprve spocteme diskriminant dané rovnice
D=(-4)?—4-1-29 =-100.

Protoze D < 0, rovnice nema zadny realn( kofen — ma dvojici komplexnich kofent. Ty

dopocitdme.
o _ (=9 EVD _4£V-100 441002 4100 f2+50,
T2 T 2 T 2 T2 T |2-5i
Rovnice tedy v R nemd zadn( kofen. V C jsou jejimi kofeny komplexné sdruzend disla
2+5ia2-5i
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(11) Uré&ete, pro kterd x € R je vijraz —2x* +x +3  a) nezdporny, b) kladng.
Resent:
Protoze jde o kvadratick( polynom, je nejjednodussim zplGsobem nacrtnout si jeho graf —
parabolu. Jediné informace, které pritom musi byt presné, jsou priseciky s osou x (kofeny
polynomu) a samoziejmé zda je parabola oteviena nahoru, nebo dold.
Druhou informaci ziskame okamzité ze zadaného vyrazu. Protoze je vedouct koeficient

(—2) zaporny, je parabola oteviena dolu.
Koreny dopocitame pomoci diskriminantu jako by Slo o kvadratickou rovnici:

3
D =25 = X]’z = {2)]

Craf tedy vypada takto:

b

-3 4

Dany vgraz je tedy nezdporng pro x € (—1,3) a kladng pro x € (-1, 3).
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(12) Uré&ete, pro kterd x € R je vijraz x* + 4x +4  a) kladny,  b) nezédporny.
Resent:
Protoze jde o kvadratick( polynom, je nejjednodussim zplGsobem nacrtnout si jeho graf —
parabolu. Jediné informace, které pritom musi byt presné, jsou priseciky s osou x (kofeny
polynomu) a samoziejmé zda je parabola oteviena nahoru, nebo dold.
Druhou informaci ziskame okamzité ze zadaného vyrazu. Protoze je vedouct koeficient

(1) kladng, je parabola oteviena nahoru.
Koreny dopocitame pomoci diskriminantu jako by Slo o kvadratickou rovnici:

D=0 = X12 = —2.
Graf tedy vypada takto:

Dany vyraz je tedy kladng pro x € (—oo0,—2) U (—2,00) a nezaporn( pro x € R.
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(13) Ur&ete, pro kterd x € R je vjraz x* —4x +29 a) kladn(, b) zaporny.
Resent:
Protoze jde o kvadratick( polynom, je nejjednodussim zplGsobem nacrtnout si jeho graf —
parabolu. Jediné informace, které pritom musi byt presné, jsou priseciky s osou x (kofeny
polynomu) a samoziejmé zda je parabola oteviena nahoru, nebo dold.
Druhou informaci ziskame okamzité ze zadaného vyrazu. Protoze je vedouct koeficient

(1) kladng, je parabola oteviena nahoru.
Koreny dopocitame pomoci diskriminantu jako by Slo o kvadratickou rovnici:

D = —100.

Protoze je diskriminant zaporng, rovnice nema zadny realny koren a parabola osu x nikde
neprotind. Graf tedy vypadé takto:

26,0

258 S

25,8 1

25,4 1

25,2 1

)

Ej:l:l - T T T T T T T T T T T T T T T T 1

Dang vyraz je tedy kladny pro x € R a nikdy nent zdporny, tj. miZzeme fict, ze je zaporny
pro x € 0.
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(14) Urcete defini¢ni obor funkce

Re3eni:
Must platit
X=X tx—1#0 & x-1)(x+1)#0 & x#1.
Proto
D(f) =R\ {1}
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(15) Urcete defini¢ni obor funkce

2x?
f(x) = .
() x + x|
Regeni:
Must platit
x + x| # 0.

Nejdrive uvazme x > 0, potom
x+x#0 & 2x#0 < x#0.
Pro x < 0 dostaneme
x—x#0 <& 0#0,
proto defini¢nt obor je
D(f) = (0,00).
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(16) Urcete defini¢ni obor funkce

Reseni:
Must platit
x* —5x + 6 > 0.

Koreny tohoto kvadratického polynomu jsou x; = 2 a x, = 3. Ponévadz koeficient u druhé
mocniny je kladny, mé graf této kvadratické funkce podobu

Proto defini¢ni obor funkce je
D(f) = (—o0,2) U (3, c0).
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(17) Urcete defini¢ni obor funkce

Redeni:
Z logaritmu dostavame, ze x > 0. Déle ve jmenovateli nesmi byt nula, tedy v defini¢nim
oboru dané funkce nejsou kofeny polynomu 2x* + 3x — 2. Snadno uréime, Ze kofeny jsou

X =—2,x; = % Tedy
1 1
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(18) Urcete defini¢ni obor funkce

f(x) = zfis + V10 —x—Iln(x + 2).

Resen:

Zde urcime nejprve defini¢nt obor kazdé casti dané funkce a poté udélame jejich pranik.
V prvni ¢asti, lomeném v{razu, nesmi byt ve jmenovateli nula. Tedy nutné x # 4. V druhé
¢asti must byt pod odmocninou nezaporné ¢islo, odtud x < 10. A konecné, z logaritmu
dostavame, ze x > —2. Celkem

D(f) = (—=2,4) U (4,10).
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(19) Urcete defini¢ni obor funkce
2x*

f(x) = In(x* +4x —5) + ——.

(x) = In( ) e
Redeni:

Uréime nejprve defini¢ni obor kazdé c¢asti dané funkce a poté udélame jejich prinik.

V prvnt ¢asti musti platit
x* +4x—5> 0.

Jde o kvadraticky polynom jehoz grafem je parabola oteviena nahoru (vedouci koeficient
je kladny) a snadno dopocitame, ze jeho koteny jsou —5 a 1. Graf tedy vypada takto:

Tedy x € (—o0, —5) U (1, 00).
V druhé ¢asti nesmi byt po odmocninou zaporné ¢islo a zaroven ve jmenovateli nent
pripustnd nula, tj.
2x+6>0 = x>-3.
Celkem
D(f) = (1, 00).
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(20) Urcete defini¢ni obor funkce

f(x) = arccos ] _42X.

Reseni:

Nejdrive si pripomene grafy a zakladnt vlastnosti cyklometrick(ch funkct

1.5

0.5

T — T T T T T T T
-08 -06 -04 -0 0] 02 04 06 038

154

arcsin x: -ISXSI&-n/ZSySn/Zl

— T T T T T T T — T T T T T T 7
-08 -06 -04 -02 O 0.2 0.4 0.6 0.8
X
|—arccosx:-15x5x&05y5n|
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_2_
arctg x: -0 <x <00 & -1/2 <y <m/2]

T T T T T T T T T T T 1

-15 -10 -5 0 5 10 15
X

arccotg x: -oo<x<oo&0<y<7|:|

Proto must platit

1T—2x

1< <1l & A4<1-2x & 1-2x<4 &

N W

— SH<-2x & —2x<3 & xgg&-XZ—

oo~ {2.3).

Proto mame defini¢ni obor
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(21) Urcete defini¢ni obor funkce

x—|—3+ x+4
2 x—2

g(x) = arcsin

Reseni:
Urcime nejprve defini¢ni obor kazdé c¢asti dané funkce a poté udélame jejich pranik.
V prvnt ¢asti must platit

x+3
— >
1> =1,
2>x+3>2,
—5>x> -1,

tedy x € (=5,—1).

V druhé ¢asti nesmi byt po odmocninou zaporné ¢islo a zaroven ve jmenovateli nent
pripustnd nula. Nulové body jsou pritom —4 a 2. Ty rozdéluji redlnou osu na tii intervali,
na nichz vgraz pod odmocninou nabyvd vzdy stejného znaménka. Dosazenim zjistime jaka
(pfitom cislo 2 vibec neuvazujeme, aby ve jmenovateli nebyla nula):

(_OO) _4> <_4)2) (2> OO)
x+4 — + +
x—2 — — +
s + — +

Odtud dostavéme, Ze x € (—oo,—4) U (2, 00).
Celkem
D(g) = <_5a_4>'
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(22) Urcete defini¢ni obor funkce
x—1

V1—x

o -2
. -_— l .
f: y = arccotg + log;°(2x + 21)
3

Reseni:
Urcime nejprve defini¢ni obor kazdé c¢asti dané funkce a poté udélame jejich prinik.

V prvni ¢asti jsou jedind omezen{ odmocnina a zlomek, tedy x < 1.

V druhé ¢asti musime vzit v tvahu jak logaritmus, tak i fakt, ze je tento vyraz umocnén
na zaporny exponent, je tedy ve jmenovateli, a proto musi( byt riznyg od nuly. Logaritmus
je roven nule v jednilce, tj.

2x+21#1 = x#—10.

Jako posledni zb(gva vyieSit uz zminén( logaritmus, do néjz lze dosazovat pouze kladna
Cisla, tedy

2x+21>0 = x> —%.
Celkem
21
D(f) = <—7,—10> U (—=10,1)
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(23) Urcete defini¢ni obor funkce

f(x) =In(1 —e%)
ReSeni:
Musl platit

1—e*>0 & 1>e".
Graf funkce e* ma podobu
1
—

proto je defini¢ni obor

D(f) = (—00,0)

© Petr Zemanek & Petr Hasil

http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

30 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(24) Urcete defini¢ni obor funkce

f(X) CosX

T 59 _3.5v_50°

Resent:
Musl platit
51— 3.5 —50 % 0.
Polozme y = 5%, potom
5 3.5 5040 &= 5y—3y—50#0 <= 2y#50
= yY#25 & 55'#2B =
= 545 = x#2
Proto mame defini¢nt obor
D(f) = R\ {2}

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 1. OPAKOVANI A UVOD DO MAT. ANALYZY 31

(25) Urcete defini¢ni obor funkce
3x+1

flx) = —.
stnx + cosx
ReSeni:
Musl platit
T
sinx+cosx #0 <= sinx+sin <x+ —> #0

x+x+72 X — 2
&  2sin 3 2 . cos 240

X —
2
= Zsin<x+ ) cos( )

= \/_sm(x—l— )7&0 =

, T
= SLn<X+Z>7EO =

= x+§7ék7t,keZ =
— x;é—%ﬂm,keZ —

— x;résTﬂJrkﬂ, k € Z.

Proto mame defini¢ni obor

:R\U{%[Jrkﬂ}.

kKEZ

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

32

|. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(26) Urcete defini¢ni obor funkce

f(x) =

Reseni:
Musl platit
2sin®x+3cosx £0 =
—

Ccos X

=

—

—

—

Proto mame defini¢ni obor

X —C0SX

2sin®x + 3 cos x

2(T—cos’x) +3cosx #0

cos x=y

—2cos’x +3cosx+2#0 E=

P43y +240 &=
1
Yy # 2, yz;«é—z & cosx=y <<
1
cosx;«éZ(vidg),cosx#—z =

2 4
x¢§+2kn&x¢§+2kn, k€ Z.

4
R\U{ —7 + 2Kk, 7T—|—2k7‘[}

kEZ
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(27) Dokazte, ze pro x > 0 plati

1
arctgx = arccotg —.
X

Resent:

Polozme u = arctgx a v = arccotg L. Potom plati u € (0,5) a v € (0,F). Mus{me

ukazat, ze u =v. Proto

1
t =x & cotgv = —
gu=x& cotgv = _

—

—
—
—

1 1

tqu=x & — = =

tgv %

tgu=x & tgv=x <=
tgu=x=tgv <—

u=mv.
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(28) Je dan graf funkce f(x). Nacrtnéte grafy nasledujicich funkci

—f(x), f(—x), f(x)+b, f(x—a), k-f(x), f(m-x).

Reseni:

Y A/
\Q \/\ :‘

fx) -f(x) + osasymetrie

f(-x) |

*  0sa symetrie

f(x)
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[— f) — fx)+3 — £(x)-3]

6

_6_
[— foo — f(xe2) — f(x-2)|
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-10 4

A

_12_

|— fx)

4*f(x) —— 1/4*f(x)|

10

f(x)

f(3x)

£(x/3)|
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(29) Nacrtnéte graf funkce

Dy =x% ({iy=—x, (iil)y=(—x)

Reseni:

OBRAZEK 1. Redeni (i) a (iii). OBRAZEK 2. Regent (ii).
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(30) Nacrtnéte graf funkce
Wy=x+1% ({y=x+1, (ily=(1-—x)7

Reseni:

OBRAZEK 4. Re$ent (ii).

OBRAZEK 3. Resent (i).

OBRAZEK 5. Regeni (iii).
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(31) Nacrtnéte graf funkce

Wy=2—vx, [(iy=:-1.
Regeni

2 —_

| S
+ 4

8.5

—Il 0 1I gl 3| ,_!1_-..""--..5'
-B;5 - ¥

OBRAZEK 6. ReSeni (i).

OBRAZEK 7. Regent (ii).
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(32) Nacrtnéte graf funkce
Dy =In(x—3), (iJy=2+e""

Reseni:

-

OBRAZEK 8. Redeni (i).

OBRAZEK g. Regeni (ii).
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(33) Nacrtnéte graf funkce

(Vy =sinx, (ii)y =sin(3x), (iii)y =sinf, (iv)y =2sinx.

Reseni:

RN JANNAWA
AAVAR VARV,

OBRAZEK 10. Redeni (i). OBRAZEK 11. Redent (ii).

OBRAZEK 12. Re$ent (iii).

OBRAZEK 13. Re$en (iv).
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(34) Nacrtnéte graf funkce
(i)y =sin(x—1), (il)y =3 +sinx, (iii)y = tg(3x).

Reseni:

OBRAZEK 14. Redent (i). OBRAZEK 15. Redent (ii).

-05m 05w

(V218

OBRAZEK 16. Resent (ii).
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(35) Nacrtnéte graf funkce

Reseni:

Nejdrive upravime zadant do tvaru

f(x):%x2—4x+5 = f(x):%(2—8x+10) =
= f(x)z%[(x—4)z—6} =
= f(x) :%(x—4)2—3.

—

Nyni maZeme vyuzit Priklad 28 a graf funkce f(x) nadrtnout diky znalosti grafu funkce

xz, proto

L/

X2 (x-4)"2 1/2*(x-4)"2-3|
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(36) Nacrtnéte grafy funkct

fi(x)=1x|+1 a f(x)=2x—1]+ x|+ 2.

Regeni:
Pomoci feseni Ptikladu 28 mGzeme ze znalosti grafu funkce |x| nacrtnout graf funkce

-1
|—— Ixl — 1+/x|

Nynt nacrtneme graf funkce f;(x). Nejdfive uréime nulové body jednotlivich absolutnich

hodnot, tj. x; = —1 a x; = 0. Tyto body néam rozdéli redlnou osu na tfi subintervaly.
Proto
X € (—00,0) — fH(x)=—-2(x—1)—x+2=-3x+4,
x € (0,1) < fix)=-2x—1)+x+2=—x+4,
x € (l,00) = fHx)=2(x—1)+x+2=73x.

Na jednotlivych subintervalech je graf funkce tvofen primkami, které prochazi postupné
body [—1,7], [0,4], [1,3] a [2,6], {j.
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(37) Nacrtnéte graf funkce

10
f(x) =1 .
(x) = log 2—x
Resent:
Je zfejmé, ze defini¢ni obor funkce je D(f) = (—o0,2). Upravime zadani funkce, tj.
1
f(x) = log 5 _OX — f(x)=1log10—log2—x)

— f(x)=1-logl—(x—2)]
&~ f(x) =—log[—(x—2)] +1.
JeSté urcime prisecik s osou x, tj.
0=—-logl—(x—2)]+1 < 1=log2—x%x) < 10=2—x =
— x=-8.
Proto s pomoci Prikladu 28 mazeme nadrtnou graf funkce f(x), t;.

4

y 27
1/
I I I I \I\ I 1 I I I
10 8 -6 4 -2 2 4 6 8 10
X
— log x —— log (-x) -log (-x) log[10/(2-x)]|
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(38) Nacrtnéte graf funkce

f(x) = 2sin <3x— ;) —1.

Reseni:
Pro snazst nacrt nejdfive urcime prasecik s osou x, tj.

25in<3x—7—t>—1:0 = sln<3x—z>=1 —

4 4 2
— 3X—E:E+2k7'[ nebo
4 6
3x—§:%+2k7t,keZ —
— x—t—it-i—zﬁr nebo x—ﬂr—i-zﬁt keZ
- 36 3 - 36 3° '
Osa grafu funkce se posune do y = —1, proto urcime i praseciky s touto osou, tj.
Zsln(3x—z>—1=—1 = sin<3x—z>=() —
4 4
= 3 —;—t:kn,keZ =
™ KT
— X—E—F?,kEZ.

Tedy hledan( graf funkce f(x) ma podobu

— sinx 2*sin (3x-n/4) - 1 -1
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(39) Nacrtnéte graf funkce

()—32 in 1 +1)—m
yx) = 5 aresi X .

Reseni:

S pomoci Prikladu 28 dostaneme

3n
4

|
w
|3

.
«
K

— arcsin x — arcsin (-x) arcsin (-x/2) arcsin (-x/2+1) 3/2*arcsin (-x/2+1)
3/2*arcsin (-x/2+1)-n
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(40) Rozhodnéte o parité funkct (je dand funkce suda ¢i lichd?)

x? 1 —x
_H——xz’ f3(X)—\/§, f4(x)—ln]+x,

fs(x) = sinx + cosx, fg(x) = xcoshx.

fi(x) =2, fa(x)

Jak se mént parita funkce vzhledem k souctu, rozdilu, soucinu a podilu?
Reseni:

Primgm vypoctem dostaneme

filx) =2 & fi(—x) =2 = suda funkce,
XZ (_X)Z XZ
T4 (%2 T+x2
f3(x) =vx & f3(—x) = vV/—x neexistuje = funkce neni sudd ani lichd,

1— 1 1T—x\"
fs(x) = In X & fu4(—x) =1In +X:ln< X) =
14+ x
1—

X
14+ x
fs(x) =sinx+cosx &  f5(—x) = sin(—x) + cos(—x) =

= suda funkce,

=—1|n = licha funkce,

= —sinx+cosx = funkce neni suda ani licha,

Nyni si pripomene definice hyperbolickgch funkci a jejich grafy, tj. sinhx = ex’zeﬂ
coshx = €L~ tghx = 2hx 4

10

— sinh x
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——
(o
-

0.8

0.6 4
0.4+

0.2

-0.6

-0.8 1

— tghx

Potom dostaneme

fe(x) =xcoshx &  fg(—x) = —xcosh(—x) = —xcoshx = licha funkce.
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(41) Urcete inverznt funkci

x—2
f(x) = .
(x) x+2
Regeni:
Z rovnice
X — 2
vY=x +2

musime vyjadrit x, potom preznacenim y ~» x dostaneme hledany predpis pro inverzni
funkci. Proto

-2
yz’;H = yx+)=x—2 = xy—-N=-2y+1)
e x=—2ytl ) = 221
y—1 x—1
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(42) Urcete inverzni funkci
f(x) =1+ log(x + 2).

Regeni:
Z rovnice
y=1+log(x +2)

musime vyjadrit x, potom preznacenim y ~~» x dostaneme hledany predpis pro inverzni
funkci. Proto

y=1+log(x+2) < y—-1=logx+2) & 10V '=x4+2
= x=1v"-2 = f'x)=107"-2.
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(43) Urcete inverznt funkci

Resen:
Primgm vgpoctem dostaneme visledek

X,

! (x) = \/7_%

logz Xy

x < 1

x € (1,16);

x > 16.
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(44) Urcete jednotlivé elementarnt funkce, z nichz se sklada funkce

F(x) = +/sin(x3 + 3).

Resent:
Slozky jsou

f(x) = v/x, g(x) =sinx, h(x)=x>+3.
Dana funkce je z nich slozena takto:

F(x) = f(g(h(x))) = (fo goh)(x).
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(45) Urcete jednotlivé elementarnt funkce, z nichz se sklada funkce

F(x) = log, v/tg(2 + x).

Resent:
Slozky jsou
f(x) =log,x, g(x) =+, h(x)=tgx, l(x)=2+x.
Dana funkce je z nich slozena takto:
F(x) = f(g(h(l(x)))) = (fogohol)(x).
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(46) Urcete jednotlivé elementarnt funkce, z nichz se sklada funkce

a)F(x) = cotg’ x, b)G(x) = cosx’.
ReSeni:

a) Slozky jsou
f(x) = cotgx, g(x) =x’.

Dana funkce je z nich slozena takto:

F(x) = g(f(x)) = (g o f)(x).
b) Slozky jsou
f(x) = cosx, g(x)=x".

Dana funkce je z nich slozena takto:
F(x) = f(g(x)) = (fo g)(x).
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(47) Vypottéte f(x), jestlize f (1) =x+ VT +x2
ReSeni:
Musime za x dosadit takovou hodnotu, aby na levé strané rovnice f(%) =x+V1I+x2
zGstala pouze ,néjakd” proménnd, zbytek dostaneme pouze preznacenim. Zvolme x = %
potom mame

2
f<1>:f(t):%+ 1+<1) _sgn(t)  VIHE  sgn(t) + VT E

t [t] [t] [t]

1
t
Nynt polozime t ~» x a dostaneme feSent

7
flx) = sgn(x) —|i;|\/1 + x .
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(48) Vypottéte f(x), jestlize f (Z5) = x%.
Reseni:
Vyuzijeme postup z Prikladu 47. Musime najit vhodnou hodnotu x. Proto musime vyresit

rovnici

X St e x— t
x+1 B

’ ’ . t
Nyni zvolime x = —, potom

=N A TS
f(t%Jr])—f(t)—(tT]) .

Pro t ~~» x jsme nasli funkcnt predpis ve tvaru

 \2
f(x) = (1—x> .
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(49) Vyreste nerovnici

2
x+1+]‘§].
x—3
Redeni:
Nejdrive rovnici upravime
2 —
x+1+]‘§1 s 2x+14x 3‘§] —
X — x—3
3x—2
e e EL!
x—3

Nulové body absolutnich hodnot jsou x; = % a x; = 3. Timto se nam rozdéll redlna osa

na tri subintervaly, na ktergch budeme muset vyresit nerovnici zvlast. Proto

e (00,2} S3x+2<-x43 & x>—t = xe(_12
X 00,3. X < —x X_Z X AEVA

2 5 25
— : — 2 < — < — — =
X € <3,3> x—2<—x+3 & X< 7 = X € (3>4>>

x€(3,00): 3x—2<x—-3 & xg—% = x e {0}.

Proto feSen(m je interval x € (—1,2).
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(50) Dokazte, ze aritmeticky primér dvou nezapornych cisel je vétsi nebo roven jejich priméru
geometrickému.

Reseni:
Jingmt slovy médme dokazat, ze plati

b
a—;— >+Vab, a>0,b>0.

To plyne z této uvahy
2
<\/_—\/E> >0 &= a-2Vab+b>0

b
&< a+b>2vab a; > v/ ab.
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(51) Pomoci matematické indukce dokaZzte, ze platli Bernoulliova nerovnost
(T+x)">14nx, kdeneN, n>1 x>-—1.

Reseni:
Nerovnost dokdzeme pomoct matematické indukce, proto vezme prvni moznou hodnotu n,
tj. n = 2, a ukazeme, Ze je nerovnost splnéna, proto

(T4+x)P2>142x &= T+x+x>14+2x & x*>0v

Udélame induké¢nt krok, proto predpokladejme, Ze rovnost plati pro néjaké n € N\ {1}, tj.
(1+x)™ > 14 nx. Ted ukaZeme, Ze nerovnost plati i pro n + 1. Proto

T+x)">14+4nx /- (14+x) >0 =
= (1T+x)"">(04+m)(1+x)=T4+nx+x+nx* =

nxZ>0

A+x)"">1T4+nx+x =
—  (1+x)""" >14+ N+ x.

Tedy it pro n+ 1 je nerovnice splnéna. Tim jsme dokdzali Bernoulliovu nerovnost.
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(52) Pomoci matematické indukce dokazte, ze pro n € N plati
- nn+1)

14+2+---
ti+--4+m 2

Reseni:
Nejdrive ovérime, ze rovnost platt pro n =1, tj.
1.2

127./

Necht nynt rovnost platt pro libovolné n € N. Pak pro n + 1 dostaneme

1424 tntnt] :“(“2+U e :n(n+1)2+2n+2 _
Cnlidn42 el (n+2)
- . ,

¢tmZ je identita dokazana.
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(53) Pomoci matematické indukce dokaZzte, ze pro n € N plati

ii3 ~nin41)?
i=1 N 4 .

Reseni:
Nejdrive ovérime, ze rovnost platt pro n =1, tj.
1

P2O+12 1.4
'3: pu— pu— :1.
Y =1 2 1 v

i=1

Necht nynt rovnost platt pro libovolné n € N. Pak pro n 4+ 1 dostaneme

n+1 n 2 2 3
3 3 ;3 nt(n+T) 4n+1)°
;_]1 = ;_]1 +n+1)0= ) + 7] =

M+1 (M +dn+4) (n+1)P2(n+2)

4 - 4 :

¢tmzZ je identita dokazana.
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Rozklad na parcialni zlomky

; . y s P
e [omend raciondlni funkce %;

e ma-li polynom v Citateli stejny, nebo vyssi stupen nez polynom ve jmenovateli, provedeme

délent polynomli — tim ziskdme (polynom +) ryze lomenou raciondlni funkci (3(();)) (tj.,

stP <stQ);

e urcime realné kotfeny polynomu Q(x) (pomoci Hornerova schématu, vzorct, vytgkanim ¢i
jingmi Gpravami) a zapiSeme Q(x) jakou soucin linedrnich polynomu ve tvaru x — xo, kde
Xo je realny kofen, a kvadratickgch polynomd ve tvaru (x — a)? + b?, které nemaijt redlné
korfeny;

e zapiSeme g((’;)) pomoci parciadlnt zlomkl s neurcitgmi koeficienty, pficemz jednoduchému
realnému korenu xo, tj. ¢clenu x — %o, odpovida parcialni zlomek ve tvaru
A

X—Xo
jednoduchému komplexnimu kofenu a + ib, tj. ¢lenu (x — a)? + b?, odpovidd parcidlni
zlomek

Bx + C

- ay o7
pro k-ndsobn( redlny kofen x, tj. pro ¢len (x —x¢)*, odpovidé k parcidlnich zlomkii
X —Xo (x —x0)? (x —xo)¥

a pro k-nasobn( komplexni kofen a+ib, tj. pro &len [(x—a)?+b?¥, odpovida k parcidlnich
zlomk{ ve tvaru
Bix + C; Box + G, Bix + Cy )
(x — a)? + b2 - [(x — a)? + b2)? LA [(x — a)? + b2’
e metodou neurcitych koeficientt (pfip. s pomoci dosazent nékterych korend) uréime vsechny
neznamé koeficienty v Citatelich parcidlnich zlomka.
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(54) Rozlozte na parcidlnt zlomky

3x2—5x+8
X3 —2x24+x—2"

Reseni:
Nejdrive musime rozlozit jmenovatele na soucin, tj. ucit kofeny. K tomu mizeme vyuzit
tzv. Hornerovo schéma (viz pozdéji) nebo nékterou z elementarnich tprav, proto

=2+ x—2=x"(x—2)+x—2=(x*+1)(x—2).
Proto rozklad na parcidlni zZlomky must vypadat takto
3x* —5x + 8 Ax+B C
B2 +x—2 xX2+1 =7
Pro dalst vypocet musime obé strany rovnice vynasobit jmenovatelem plivodntho zlomku,
proto

3x> —=5x +8 = (Ax+B) (x —2) + Cx* + C,
3x2 —5x +8 = Ax> —2Ax + Bx — 2B+ Cx* + C.

Pro urcent jednotlivgch koeficientli lze vyuzit dosazeni jednotlivgch kofenl (zde pouze
x = 2), ovSem takovgm zplsobem dostaneme vSechny hledané koeficienty pouze v pripadé
jednoduchqch redlnych kofenl. Druhou moznosti je tzv. metoda neurcitych koeficientd, kdy
porovnavame koeficienty u jednotlivgch mocnin x, tj.

x*: 3=A+C, x': =5=-2A+B, x° (koeficienty bez x): 8 = —2B + C.

Tim jsme obdrzeli soustavu tfi rovnic o tfech neznamych, kterou lze vyresSit pfimo (meto-

dami zndmych ze stiedni $koly nebo pomoci matic). Reenim jsou hodnoty A =1, B = —3
a C = 2. Tedy hledany rozklad je tvaru
3x> —5x + 8 2 x—3

2 ax—2 x—2 %1
Pri hledant je mozné pouzit i kombinaci obou popsanych metod — ¢ast koeficienti ziskat
dosazenim kofenli a zbytek metodou neurcitch koeficientli, kde bude nutné jiz vyresit
nizst pocet rovnic.
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(55) Rozlozte na parcidlnt zlomky
1

x> +1°

Reseni:
Rozlozenim jmenovatele (bud se znalosti vhodného vzorce nebo z faktu, ze x = —1 je

kofen tohoto polynomu, a dale pomoci déleni dvou polynom(i) obdrzime x> + 1 = (x +
1) (x* —x +1). Proto rozklad musi vypadat takto

1 _ A Bx+C
x3+1 x+1 x2—x+1

coz vede k rovnici
1=Ax* —Ax+ A + Bx* + Bx + Cx + C.
Pomocl metody neurcit(ch koeficientli dostaneme soustavu
x*: 0=A+B, x': 0=—A+B+C, x°: 1=A+C,
jejlmz feSenim je trojice A = % B = —% aC= ?—) Proto mame
3 hed

¥B+1  x+1 +x2—x+1'
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(56) Rozlozte na parcidlnt zlomky
1

x3(x+1)°

Reseni:
Jmenovatel je jiz ve tvaru pozadovaného soucinu, proto rozklad musi vypadat takto
1 A B C D

S xR XD

z ¢ehoZ obdrzime rovnici
1= Ax® + Ax* + Bx? + Bx + Cx + C + Dx’.
Tedy metodou neurcitch koeficientli dostaneme soustavu
x*: 0=A+D, x*: 0=A+B, x': 0=B+C, x°: 1=¢,

jejimz teSenim je ctvefice A =1, B =—1, C =1 a D = —1. Proto hledan( rozklad je
tvaru

1 1 1T 1 1

Bx+1) ¥ ¥ x x+1
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(57) Rozlozte na parcidlnt zlomky
x?—2
x4 — 2x3 4 2x2°

Re3eni:
Jmenovatel upravime do tvaru

Xt =23 + 2% =xF (x* — 2x + 2),
proto parciadlni zlomky must byt ve tvaru

x*—2 _A B Cx+D
=23 +2x2 x  x2 xX2—2x+2
Upravou dostaneme rovnici
x? —2 = Ax® — 2Ax? + 2Ax + Bx? — 2Bx + 2B + Cx® + Dx?,

coz ndm metodou neurcitych koeficientt d4 soustavu rovnic
x*: 0=A+C, x*:1=—2A+B+D, x': 0=2A-2B, x°: —2=2B.

Regenim soustavy je ¢tvefice A =—1,B =—1,C=1a D =0, proto hledany rozklad je
tvaru
x?—2 1T 1 X

X*—23+2x2  x ¥ 2 —2x+2
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(58) Rozlozte na parcidlnt zlomky
x> +3x*+4
X} +x—2"

Reseni:

Ponévadz jsou stupné obou polynom0 (alespon) stejné, musime nejdiive zadan( podil
upravit tak, abychom dostali ryzt racionalni lomenou funkci, tj.

2 _
(x3+3x2+4) t (X +x—2) :1+3§—X+6.
—(x3+x—2) X3 +x—2
X! —x+6

Nyni musime rozloZit jmenovatele x> + x — 2 na soudin. Ma-li polynom celo&iselné ko-
reny, must to byt délitelé absolutntho ¢lenu. Ma-li polynom raciondlni kofen (tj. ve tvaru
zlomku), je Ccitatel zlomku tvoren délitelem absolutntho ¢lene polynomu a jmenovatel
tohoto korfene je délitelem koeficientu u nejvysst mocniny polynomu. Tuto skutecnost
vyuzijeme pri aplikovant Hornerova schématu, kde postupujeme takto:
e Nejprve sepiSeme do tabulky koeficienty studovaného polynomu. (Pfitom nesmime
zapomenout na mozné nulové koeficienty.)

x| x2 | x| xO

1101 1]-2

e Tabulku rozsifime o jeden sloupec, do néhoz budeme psat kandidaty na koreny.

kand. | 10| 1]-2
2

Prvnt (vedouct) koeficient polynomu sepiseme do fadku s kandidatem na kofen.

kand. [ 110 |1 ]-2
2 1

Nyni nastupuje hlavni ¢ast — doplnént zbylgch poli druhého Ffadku tabulky.

kand. | 1 11-2
2 112-1+0=2

Tim dostaneme tabulku

kand. | 1|0 1 -2
2 11212-24+41=5]2-5-2=28

Protoze poslednt cislo v druhém fadku je riizné od nuly, ¢islo 2 nent kofenem studo-
vaného polynomu x> +x—2. (Poznamenejme, 7e tato pozice obsahuje funk&ni hodnotu
studovaného polynomu v testovaném cisle.)

Druhy tadek tabulky vymazeme (v zapise na papir ho Skrtdme a rozsifime tabulku
o volny radek) a otestujeme v ném dalsStho kandidata na koren.
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kand. | 10| 1]-2
1T 11(112]0

e Poslednt pozice druhého fadku je nulova, coz znamen4, ze studovany polynom nabyva
v ¢isle T hodnoty 0. Cislo 1 je tedy koFenem polynomu x*+x—2. Ostatni ¢sla (tj. mimo
prvntho a posledntho) v druhém fadku tabulky navic udévaji koeficienty polynomu
vzniklého vydélenim studovaného polynomu kofenovgm cinitelem pravé nalezeného
korene.

kand. [ 1 | O | 1 |-2

T 11111210

— XXX -

e Shriime si predchozi postup do jediné tabulky.

I S
kand. 0 11-2
2 112-1T+0=2]51]8
1 1 1 210

I E

Timto postupem jsme dostali x* +x —2 = (x — 1) (x* + x + 2). Proto rozklad mus{ byt
xX*—x+6 A Bx + C
P rx—2 x—1 +x2+x+2’
z ¢ehoz dostaneme rovnici
3x* —x+6=Ax*+Ax +2A +Bx* —Bx + Cx — C,

neboli
x*: 3=A+B, x': -1=A—-B+C, x°: 6=2A-C.
Redenim této soustavy je ¢tvefice A =2, B =1a C = —2, proto hledan(j rozklad je ve
tvaru
x>+ 3x*+4 2 x—2
=14 - :
X3 +x—2 x—1 x*+x+2
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(59) Rozlozte na parcidlnt zlomky
x+1
X%+ 3%3 + 2x

Resent:

NejdFive upravime jmenovatele, tj. x>+ 3x* +2x = x (x* + 3x? + 2). S vyuZitim substituce

y = x* dostaneme kvadratickou rovnici y*+3y+2 s fe$enimi y; = —1 a y, = —2. Proto
jmenovatele mizeme rozlozit do tvaru x (xz + 1) (xz + 2). Hledany rozklad tedy must byt
ve tvaru

x+1 A Bx+C Dx+E

=" -
X4+3x3+2x x x2+2 x2+1°
z ¢ehoz dostaneme rovnici
x + 1 = Ax* + 3Ax* + 2A 4+ Bx* + Bx? + Cx® + Cx + Dx* + 2Dx? 4+ Ex® + 2Ex.

Odtud metodou neurcit(ch koeficientli dostaneme soustavu rovnic

x*: 0=A+B+D, x> 0=C+E, x*: 0=3A+B+2D,
x': 1=C+2E, x°: 1=2A
a jejl resent A = % B = % C=-1,D=—-1akE =1 Tim jsme ziskali rozklad na
parcialnt zlomky
x+ 1 1 1 x—2 1—x

x5+3x3+2xzﬂ+§'x2+2+x2+1'
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(60) Rozlozte na parcidlnt zlomky
x—4

x4+ 8x’
Reseni:

Upravime jmenovatele do tvaru x* + 8x = x (x3 + 8) a s pomocl Hornerova schématu

110
211(-2|4
zjistime, Ze x = —2 je také kofenem a dalsi rozklad je ve tvaru x* + 8x = x (x3 + 8) =
X (x +2) (x* — 2x +4), proto rozklad bude mit podobu
x—4 A B Cx+D

x* + 8x X Jrx+2 +x2—2x+4'
Odtud dostaneme rovnict
x —4 =Ax> — 2Ax% + 4Ax + 2Ax* —4Ax + 8A + Bx® — 2Bx? + 4Bx+
+ Cx® + 2Cx* + DX? + 2Dx.

Metodou neurcitych koeficientli ziskdme soustavu

x*: 0=A+B+C, x*: 0=—-2A+4+2A—-2B+2C+D,
x': 1=4A —4A +4B + 2D, x’: —4=8A
s feSenimi A =—1, B =1, C =7 a D =0. Proto hledany rozklad je ve tvaru

1 1
x—4 1 i X

x4 + 8x :_Zc+x+2+x2—2x—|—4°
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(61) Rozlozte na parcidlnt zlomky
X —xP x4+ 3x+3
x2—1 '

Reseni:

Nejdiive ziskdme ryzt racionalni funkci, tj.

(2x* =X +x*+3x+3): (x* 1) =2x* —x+ 3+ 3;1_16
—(2x* 4+ 2x?)
—x*+3x* +3x+3
— (= +x)
3xF+2x +3
— (3x*—3)
2x+6
Ponévad? plati x> —1 = (x — 1) (x + 1), bude rozklad ve tvaru
2x+6 A B
xx—1 x+1 x-1
coz vede k rovnici
2x+6 =Ax— A + Bx + B.
S vyuzitim metody neurcitgch koeficientd obdrzime soustavu
x':2=A+B, xX*: 6=B—A
s feSenim A = —2 a B = 4. Re&enim je tedy rozklad
43 32
2x X;i1+3x+3 :2x2—x+3—xj_1 +Xi1.
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(62) Rozlozte na parcidlnt zlomky

2x — 1
2x4 4+ x3 + %2

Reseni:
Upravou jmenovatele obdrzime 2x* +x* +x* = x? (2x* + x 4+ 1), proto mus{ byt rozklad

ve tvaru
2x — 1 A B Cx+D
Wi+ xR Iaix4T
coz vede na rovnici
2x — 1 =2Ax> + Ax? + Ax + 2Bx’ + Bx + B 4 Cx’ + DX’
Pomocil metody neurcit(ch koeficientl obdrzime soustavu
x*: 0=2A4+C, x¥*: 0=A+2B+D, x': 2=A+B, x°: —1=B
ajeji feSenl A =3, B=—1, C=—6 a D = —1. Proto hledan( rozklad je ve tvaru
2x —1 3 1 ox + 1

24+ x3+x2 x X2 2% 4x+1°
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(63) Rozlozte na parcidlnt zlomky
—5x+2
x4 —x3 + 2x2°

Re3eni:
Upravime jmenovatele do tvaru soulinu, tj. x* — x* + 2x* = x* (x* — x + 2), proto bude

rozklad mit podobu
—5x+2 A B Cx+D
X

e s S v e e N |
Odtud dostaneme rovnici
—5x +2 = Ax® — Ax* 4+ 2Ax + Bx? — Bx + 2B + Cx® + Dx?,
coz nas metodou neurcitych koeficientl privede k soustavé
x*: 0=A+C, x*: 0=—A+B+D, x': -5=2A—-B, x°: 2=2B
sfeSenim A=—2,B=1, C=2a D = —3. Proto hledan( rozklad je ve tvaru

bx+2 2 1 x-=3
—x34+2x2 x X2 x2—x+42
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(64) Rozlozte na parcidlnt zlomky

2 +4x +9
x3+3x24+3x+2°

Reseni:

S pomoci Hornerova schématu dostaneme

1131312
211011110

proto platl x* + 3x? + 3x +2 = (x + 2) (x* + x + 1). Tedy rozklad bude ve tvaru

2¢+4x+9 A L Bx+C
3432 +3x+2 x+2 xX24+x+1

coz vede k rovnici
2 +4x +9 = Ax* + Ax + A + Bx? + 2Bx + Cx + 2C.
Metodou neurcitych koeficientli dostaneme soustavu
x*: 2=A+B, xX:4=A4+2B+C, x°: 9=A+2C
s feSenim A =3, B = —1 a C = 3. Hledany rozklad je tedy tvaru

2 +4x+9 3 N —x+3
3+3x2+3x+2 x+2 xX24+x+1°
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(65) Rozlozte na parcidlnt zlomky
9% —4x + 1
xt—x2

ReSeni:
Upravime jmenovatele do tvaru x* — x? = x? (xz — 1) = x%(x — 1) (x + 1), proto rozklad
bude ve tvaru

2 xR T xi T
Odtud dostaneme rovnici ve tvaru
3 —4x+1=Ax>— Ax+ Bx> — B + CxX°* + Dx* 4+ Dx%.
Metodou neurcitych koeficientli dostaneme soustavu
x¥*:9=A+C+D, ¥*: 0=B-C+D, x': 4=—A, x°: 1=-B
s feSenim A =4, B=—1, C =2 a D = 3. Proto hledany rozklad je ve tvaru
O —4x+1 4 1 2 3

x4 —x? x x2 x+1 x—-1

9% —4x+1 A B C D
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(66) Rozlozte na parcidlnt zlomky
x2—x+10
(x? —3x +10)%"

Resen:
Jmenovatele jiz nelze nijak rozloZzit, proto rozklad must byt v tomto tvaru
x* —x+10 Ax+ B Cx+D

(d—3x+ 102  x2—3x+10  (x2—3x+ 1072
coz vede na rovnici
x> —x+ 10 = Ax® + 3Ax> + 10Ax + Bx? — 3Bx + 10B + Cx + D.

Metodou neurcitych koeficientti dostaneme soustavu rovnic

X 0=A, x*: 1=3A+B,

x': =1 =10A—-3B+C, x°: 10=10B+D

s feSenim A =0,B=1,C=2a D =0. Proto hledany rozklad je tvaru
x2 —x+10 1 2x

(d—3x+ 107 X —3x+10  Z—3x+ 107
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(67) Rozlozte na parcidlnt zlomky
1
x6 4+ 2x4 +x2°

Re3eni:
Nejdfive upravime jmenovatele do tvaru x® +2x* +x* = x? (x* +2x* + 1) =x* (x* + 1)2.

Proto bude rozklad ve tvaru
1 A B Cx+D Ex+F

2t x K XFT @)

z ¢ehoz obdrzime rovnict
1 = Ax® + 2Ax% + Ax + Bx* + 2Bx? + B + Cx° + Cx3 + Dx* + Dx? + Ex® + Fx2.

Metodou neurcitych koeficientii dostaneme soustavu

x’: 0=A+C, x': 0=B+D, x>: 0=2A+C+E,

x*: 0=2B+D+F, X' 0=A, x°: 1=B
ateSentA=0,B=1,C=0D=-1,E=0aF=—1.Tedy hledany rozklad je ve
tvaru

1 1 1 1

XS+2x4+x2 x2 X+ 1 (1)
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(68) Rozlozte na parcidlnt zlomky

5% + 12x° 4+ 24x> + 19x* + 8x3 +4x%* + 3x + 1
x8 + 3x7 + 5x° + 5x° + 3x* + %3

Resen:
Pomoci vytgkén{ upravime jmenovatele do tvaru x® + 3x” + 5x° + 5%° + 3x* + %3 =
x* (x° 4 3x* 4 5%* + 5x? + 3x + 1). S vyuzitim Hornerova schématu

113[5]|5(3
1111213121110

mazeme psat x® 4 3x7 + 5x° + 5x° + 3x* + xF = xF (x> +3x" +5%7 + 5x% + 3x + 1) =
Fx+1) (X +23+3x+2x+1) =3 (x+1) (X* +x+ 1)2. Proto rozklad bude ve
tvaru

5x7+12x6+24x5+19x4+8x3+4xz+3x+1_é_i_B C D
x8 + 3x7 + 5%x° + 5x° + 3x* + %3 X

coz vede na rovnici
5x” + 12x° +24x° + 19x* +8° +4x* +3x +1 =
= Ax” + 3AX°® + 5A%° + 5Ax* + 3Ax® + Ax? + Bx® + 3Bx° + 5Bx*+
+ 5Bx> + 3Bx? 4+ Bx 4+ Cx° + 3Cx* +5Cx® +5Cx* +3Cx + C+
+ DX +2Dx® +3Dx’ + 2Dx* + Dx® + Ex” + 2Ex® + 2Ex° + Ex*+
+ Fx® + 2Fx° 4+ 2Fx* + Fx* 4+ Gx* + Gx* + Hx* + Hx’.
Pomocl metody neurcit(ch koeficientli dostaneme soustavu
x": 5=A+D+E,
x°: 12=3A+B+2D +2E+F,
x°: 24 =5A + 3B+ C+ 3D + 2E 4 2F + G,
x': 19 =5A +5B+3C+2D+E+2F+ G+ H,
x*: 8=3A+5B+5C+D+F+H,
x*: 4=A+3B+5C,
x': 3=B+3C,
x*:1=C

steSenim A=—-1,B=0,C=1,D=4E=2F=3 G=6aH=—1.Proto hledan(
rozklad je ve tvaru
5x7 4+ 12x8 + 24x° + 19x* + 8x% +4x* +3x + 1
x8 4 3x7 4 5x° + 5% + 3x* + x3 B
1 1 4 2x+3 ox — 1

++ + + :
x X x+1 xX*+x+1 (xX*+x+1)?
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I. 2. Limity posloupnosti a funkci

Limita posloupnosti

Definice 3. Necht je dédna posloupnost {a,} a ¢islo A € R. Rekneme, Ze posloupnost {a,} md

limitu A (ptSeme lim,_,, a,, = A), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ny € N takové, Ze pro

kazdé n > ng plati, Ze |a,, — A| < ¢, nebo-li

Ve > 0 dny € N tak, ze Vn > ng plati |a, — A| < e.

Definice 4. Rekneme, e posloupnost {a,} md limitu +oco (piSeme lim,_ o, a, = +00), jestlize

ke kazdému A € R existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng platt a, > A (a, < A), nebo-li

VA >0 (A <0) Ing € N tak, Ze Yn > ng plati a, > A (a, < A).

Pokud lim,_,,a, = A a lim,_,,.b, = B, kde A, B € R, plati nasledujici pravidla pro pocitant

s limitamt:

liTn'n—wo |an| - |A| )
umn—)oo(an + bn) =A+ B)
limyoo(an - by) = A - B.

Jestlize navic B # 0, pak platt

Dulezité vzorce:

Neucité vyrazy:

00 — 00,

limy oot = 2
n—)oobn = B’

lim (1 + l) =e,
n—oo n

lim Yn=1,

n—oo

ohranic¢end posloupnost

Li =0.
oo posloupnost jdouct do =+ oo
o 0 0 0 oo
—0o0+o00, O0- (:i:oo)) +—, =, 05 oo 1
oo’ 0
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(69) Z definice limity dokazte, ze plati
n

1.

lim =
n—oo N + 1

K cislu ¢ = 0,1 uréete ny.

Re3eni:

Ke kazdému € musime najit pfislusné n, tak, ze plati nerovnost z definice, tzn.

n

——1‘<e.
n+1
Proto feSenim dostaneme
n—n-—1 ey 1
e <£$:> — < £ &=
n+1 n+1

1 1
<:>n+1<zﬁ>no:: k—l—‘Jﬂ,

kde [-] znadi (horni) celou ¢ast &isla. Pro ¢ = 0,1 mame ny = 10.
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(70) Z definice limity dokazte, ze
lim n = oo.

Redeni:

Méjme dle definice A € R. Musime urcit ny tak, aby
n>nya,>A, t.n>A,

proto ng := max{1 + [A], 1}.
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84
(71) Udejte priklad posloupnosti a,, a b, takovych, ze limy_,oan, = 0 a limyoby = 0

a zaroven a a
lim —= =1 nebo lim —= =0.
n—oo n n—oo n
ResSeni:
1

:'f’l -

eSenim jsou napf. posloupnosti a, =b, = a a, = %, b, =

P
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(72) Vypoctéte

on__3n

Reseni:
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(73) Vypoctéte
lim 3n? 41
nSoo 3N 4+ N2’

Reseni:

lim 3n?+1 im n?(3+ %
nL>003n+nz_ni>00 nz(%-i-])
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(74) Vypoctéte

lim (n? —5n —1).
n—oo

Resent:

lim (m?>—=5n—1) = lim n? (1 —E—]—) = 00.

n—oo n—oo
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(75) Vypoctéte

lim
n—oo

Reseni:

8’ +6n+7

lim

8’ +6n+7

n—oo 2n+5

n(—-8n+6+7)

n(Z—I—%)

= —OQ.
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(76) Vypoctéte

lim <\/(n+a)(n+b) —n>.

n—oo

Reseni:

n—oo n—oo

lim <\/(n+a)(n+b)—n) = lim [<\/(n+a)(n+b)—n>

(m+a)(n+b)—n? . (a+bn+ ab
=l = lim =
nooo /(m+a)n+b)+n  noe/(n+a)(n+b)+n
' n(a+b+ ) a+b
= lim =

(e r) 2
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(77) Vypoctéte

n—oo

lim ( n+\/ﬁ—m).

Reseni:

t (R vaT) =t | (i) R -

— lm n+yn—2n+1) - —n—1+n B
oo /mbymAV2n+T e /b y/mnHv2n+ 1
\/ﬁ(—ﬁ—%ﬁﬂ)

= lim = —0Q.

“*°°\/ﬁ<\/1+¢%+\/2+\/%7)
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(78) Vypoctéte
lim <\/9n2 —4— 3n> .

n—oo

Reseni:

) . Vo2 —44+3n
2 _ \/
TLltm (\/ 2 —4 3n> = nlgn [( o2 —4 3n> 5T 1.3

i A - ~0
om0 \/9nZ —443n noeo /9N —443n
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(79) Vypoctéte
lim <\/9n2 —4— 2n> .

n—oo

Reseni:

) . Vo2 —44+2n
2 _ v/
TLltm (\/ 2 —4 2n> = nlgn [( o2 —4 2n> 57712

In?—4—4n? n(5n— %)

= lim = um
nHOOw/9TL2—4—|—2TL nﬂoon< /9_%_{_2)

= OQ.
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(80) Vypoctéte

lim (\/zn+3—\/n—1>.

n—oo

Reseni:

vin+3+vn—1]

lim (\/2n+3—\/n—1): lim [(\/zn+3—\/n—1)

] 2n+3—(n—1) ) n+4
— l.l.m = le —=
n—oo\/2n+3+yn—1 noco\/2n+3+yn—1
ﬁ<ﬁ+¢iﬁ>

= lim = 00.

AR
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(81) Vypoctéte

vn2+1—16n

lim

n—oo  y/nt +18n
l. (Y + & - 1) e isn
im im .
n—00 n4/3 (3/1 +]nill) n—oo 3 1+%
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(82) Vypoctéte

V2nS +3n+ 14+ v5n2 +3n
im .
nooo /213 +4n+ 1 — /51 + 1

Reseni:

T e BV O Ll o hiaitoid I
tm = —¢/=.

0o 3 — 5 00
n—oo 23 +dn+1—V5nP+1 no n5/3<\/%+ﬁ+#_3/5+%> 5
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(83) Vypoctéte
Umn-@/w+l—vﬁ).
n—oo n

Resent:

/ / Vat+i+yva
n—oo n n—oo n \/@—I—\/a

1
- — 1 1
= limn aty—a lim

n—oo /a—i—%—f—\/a n—oo /a—f—%—f—\/a 2\/6
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(84) Vypoctéte
lim cos —.

n—oo n

Reseni:

lim cosl = cos < lim l) =1.
n—oo n n—oo 1N
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(85) Vypoctéte

lim (1 + cosnm).

~
I3

Resent:

lim (1 4+ cosnm) =14 lim (cosnm) =1+ (£1) = limita neexistuje.

n—oo n—oo
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(86) Vypoctéte

lim (1 4 sinnm).
n—oo

Resent:

lim (1 +sinnm) =1+ lim (sinnm) = 1.

n—oo n—oo
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(87) Vypoctéte
lim 2n +sinn
n—oeco 3N — 1

iy 2htsinn n (24 son) limy, o 02 =0 2
i 3n—1 It n(g_Tll) nebot —1 <sinn<T1| ~ 3"
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(88) Vypoctéte
lim V5n.

n—oo

Regeni:
lim V51 = lim (%%) =1,
n—oo n—oo
neboft plati lim, o /1 = 1. Nechft plati
Yn=1+h,,
kde jisté h,, > 0. Musime proto ukdzat, ze lim,_,,, h,, = 0. Postupnymi tpravami obdrzime
% =1+ hm /n
—1
n=(1+h)" =1 +m+¥hﬁ+~~+h2,
0
—1
n > n(nz )hi >0,

oFOghﬁgi—m,
n—1

proto z Véty o limité seviené posloupnosti (téZ ,0 dvou policajtech”) plyne limy_,o, hy = 0.
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(89) Vypoctéte
lim %/n.

n—oo

Reseni:

lim ¥/n = lim ({‘/H)I/ZZ\/T:L

n—oo n—oo
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(90) Vypoctéte
lim V2™ 4 3™,
n—oo
ReSeni:
Zadanou posloupnost miizeme omezit

3¢ V3< Y243 < Y343 lim =3V2=3,
V2.3n

proto z Véty o limité seviené posloupnosti plyne lim,_,o, V2™ + 3™ = 3.
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(91) Vypoctéte

Reseni:

2 2n 2n - 2n
im () w2 () g 2 (LR
n—oo n—] n—oo n—] n—oo TL—]

14+ —— 14+ — =o00-(e-1) = oo.
n—1 n—1

. 2n 1 n . n
= lim 2 1+—1 = lim 4

n—oo n— n—oo
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(92) Vypoctéte

Resent:

) T\" . n—1\" 1
lim({1——) =lim|—— ] = - =
n—oo n n—oo n umnam(ﬁgﬂ

1 1
oo (55)" limn e | (14 559)™ (14 259)]

n— n—1
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(93) Vypoctéte

1 3n
lim (1 + —) .
n—oo n

Reseni:

-I 3n ] n-q3
lim <1+—) = lim {(14——) } =e’.
n—oo n n—oo n
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(94) Vypoctéte
1 n+5
lim (1 + —) .
n—oo n

Reseni:

= e.

(103) (3)

1 n+5
lim (1 + —) = lim
n—oo n n—oo
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(95) Vypoctéte
lim 1+l i
n—oo 51’1 )
Regeni:
1/5

<1 + %)Em] = Ve.

-I n
L (1 +a> = lim.
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(96) Vypoctéte

1 n+6
i 1 .

Reseni:

1 n+6 1 Z(2n+3)-3
Li 1 = i 1 _
nbrﬂo( +Zn+3) nbn!o( +2n+3)

7/2

1 m+3 1 —9/2 /T
1 1 — Vel
( +2n+3) < +2n+3) ¢

= lim
n—oo
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(97) Vypoctéte

lim 1 cos n®+1
n—oo \ L 2T1 — ] )
Regeni:

Nebot plati

241 1T 1 241 1

_1§C05n+ <1l O<———§—cosn+ < — =0,
n—1 non n—1"n
plyne z Véty o limité seviené posloupnosti lim,_,q, (% cos —;iﬂ) =0
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(98) Vypoctéte
ZTL + (_ZJTI
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(99) Vypoctéte

lim (n+2)!—3n!
n-ooo (M+2)+1 '

Regeni:
lim m+2)!—3n! i Mm+2)n+1)n!—3n!
nooo M+2)4+1  nHe N4+2)n+1)n!+1
. Mm+2)n+1-3 . n?+3n+2-3 1+2— 4
= lim - = lim 1:ltm 3 5 ] =1.
nooo (M+2)n+1)+ 5 nocon?43n+2+ 5 nool 24 5 4
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(100) Vypoctéte

Reseni:
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(101) Vypoctéte

1 +2+-4n
lim 5 .
n—oo n
Reseni:
. 1T+2+---+1n | ve jmenovateli je soucet . s+ . nz(%‘Fﬁ) 1
lim . Sy .l = lim ¥— = lim ————"~ = |
n—oo n? aritmetické posloupnosti nooco M2 n—oo n? 2
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(102) Vypoctéte

lim L + ] +ee !
noee\1-2 23734 m—1)-n/)"
Redeni:
Rozkladem na parcialni zlomky obdrzime

1 1

1
(k—1k k—1 k'

Proto mGzeme spocitat

lim L + 1 +o ] =
nie\1-2 2-3 3.4 m-1-n)
11

n—»oo(1 2 2 3 m—1) n
= lim (1—l>:1
n—oo n
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(103) Najdéte hromadné body posloupnosti

{ 2Tl7'[}oo
c0Ss —— .

3 n=1
Reseni:

Vzhledem k periodicité funkce cosx miizeme rozliSit nasledujici situace (k € N)

2 k *
n=3% = {COSE:COSG—WZCOSZHZ]} ,

3 3 T
n=3%k-1 = coszrw[—cos.6k7t_27t—cos.ZTE——1 h
N 3 3 N 3 2 k:]’
n=3k—-2 = coszﬂt:cos.mt:cosél—ﬂz—1 .
3 3 3 2

1

271%™ ma hromadné body 1 a —3.

Tedy posloupnost {cosT o
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(104) Najdéte hromadné body posloupnosti

1+ (—1)“}C>o
{ 2 n=1 .

Uvazujme nésledujict dvé varianty (k € N)

1+(—1)“_1+(—1)2k_1+1_1 =
2 B 2 2

Reseni:

n=2k = {

n=2k—-1 = { 5 = 2

T4+ (=1 T4 (=12 11 _O}°°
2 k:1.

Tedy posloupnost {ﬁ}m] md dva hromadné body 1 a 0.
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(105) Urcete limsup a liminf posloupnosti

Reseni:

Vzhledem k charakteru funkce sinm stacl uvazovat nasledujict varianty (k € N)

nm 4k 4kt 4k o
=4k 2—— 2 in’ (m)=1-0=0
n = —— sin T sin ) 4k_Hsm (1) }k_],
2 (o)
o Ak—1 T V2 1
n=4k —1 { X sin <k7t—1>—1-<:F7> =3 y
k=1
nt 4k—2 . T o
n=4k—2 { S.an—:4k_1 sin? (kn—z> :1-(:F1)2:1}k_],
2 [e¢]
e o Ak=3 L 3wy g (v2) ]
n=4k—3 { sin —4k_25m (k ) =1 5 =5
k=1
To znamena, ze
lim sup " M) =1 4 liminf sin? 21 ) — 0
n—oo TL—I—] n—oo n ]
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Limita funkce

Definice 5. Necht xo, L € R* = R U{+o0}. Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé xo limitu rovnu
Cislu L a piseme limy_,y, f(x) = L, jestlize ke kazdému okolt O(L) bodu L existuje okoli O(x,)

bodu x¢ tak, Ze pro viechna x € O(xo) \ {xo} plati f(x) € O(L), neboli
VO(L) 3O(xo) tak, ze Vx € O(xo) \ {xo} plati f(x) € O(L).

V podani ¢ — & definice to znamena:
e vlastni limita ve vlastnim bodé (xo,L € R, limy_,,, =L)
Ve>030>0VxeR: 0<|x—xol <b=|f(x)—L|<g
e nevlastnt limita ve vlastnim bodé (xo € R, limy_,, = £00)
VM eRI>0VxeR: 0<[x—x%xo| < b= f(x) >M (f(x) < M);
e vlastnt limita v nevlastnim bodé (L € R, limy_,1o, =1L)
Ve>03dKeRVVXeR: x>K (x<K)=I[f(x)— L <¢g
e nevlastni limita v nevlastnim bodé (limy_, 1., = F-00)
VM eRIKeRVXeER: x>K (x<K)=f(x) >M (f(x) < M).
Pokud existuji lim,_,f(x) = Ly a lim,_,g(x) = L, kde xo, € R* a L;,L, € R (obé limity
jsou konecné), plati ndsledujict pravidla pro pocitani s limitami:
Limyy, [FO)] = L,
lim, o, (f(x) £ g(x)) =L £ Ly,
limy s, (f(x) - g(x)) = Ly - La.

Jestlize navic L, # 0, pak platt

lim, ) _ b
xﬂxog(x) - I—Z.

DuleZité vzorce:

\" ,
lim (1—1——) = e, lim ¥/x =1, lim Smx:o)

x—=+too X X—00 x—oo X
. sinx oer—1 oa*—1
lim =1, lim =1, lim =lna,
x—0 X x—0 X x—0 X

ohraniéend funkce

im =
x—oo funkce jdouct do =+ oo
Neucité vyrazy:

00 —o00, O0-(+o0), ig, 9, 0%, o0 1%,
co 0

Spojitost funkce

Definice 6. Necht x, € R. Rekneme, Ze funkce f(x) je spojitd v bodé x,, jestlize

lim f(x) = f(xo).
X—X0
Necht nynt funkce f(x) nent spojita v bodé x,. Potom rozliSujeme nasledujici pfipady.
e Existuje vlastni limita limy_,, f(x) = a, ale a # f(xo). Potom bod %, nazgvdme bodem
odstranitelné nespojitosti funkce f(x). (Pfitom pFipoustime i situaci, kdy hodnota f(xo)
nent definovéana.)
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e Existuji obé jednostranné limity limy_y,+ f(x) = a; a lim_y,— f(x) = ay, ale a; # a,.
Potom bod Xy, nazyvame bodem nespojitosti prvniho druhu (nékdy také skokem) funkce
f(x).

e Alespon jedna z jednostrannych limit funkce f(x) v bodé x, neexistuje nebo je nevlastni.
Potom bod xy nazgvame bodem nespojitosti druhého druhu funkce f(x).

Definice 7. Necht (a,b) C R. Rekneme, e funkce f(x) je spojitd na intervalu (a,b), jestlize je
€ (a

spojitd v kazdém bodé xy € (a,b).

Poznamka 8. Necht x, € R. Rekneme, e funkce f(x) je v bodé xo spojitd zprava, jestlize

lim f(x) = f(xo).
x—xg

Rekneme, Ze funkce f(x) je v bodé x, spojitd zleva, jestlize

lim f(x) = f(xo).

X=Xy
Rekneme, Ze funkce f(x) je spojitd na intervalu (a,b) C R, jestlie je v bodé a spojitd zprava, v

bodé b je spojita zleva a je spojita v kazdém bodé xy € (a,b).
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(106) Vypoctéte limitu

Regeni:
lim 3 _.m1+x+x2—3_lmx2+x—2|g|_
=1\ —x 1—=x3) x5 1—x3 T o1 1 —%3 ol ™
(x—1)(x+2) —(x+2)

= li = lim ——= = -1
it (T—x)(T+x+x?) bkl + x + x?
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(107) Vypoctéte limitu

Lm—x+]_
x=3x2—5x+6
Regeni:
lim Vx+1 lgl lim \/x-l— —2 Vx+1+2
x—>3X2 5x + 6 0 X— 5X+6 Vx+14+2

lim x+1—4 . 1 1
T (x—3)x—2) (WXt T+2) e (x—2)(VxrT+2) &
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(108) Vypoctéte limitu
. tgx —sinx
lim — 3
x=0  sin”x

Resent:

. tgx —sinx X _ginx 1 1
ltm—g 3 |°| = lim <*— = lim —— ————| =
x=0  sin”Xx x=0  sin”x x=0 | cosxsin“x  sin“x
1 —cosx 1 —cosx . 1 1
= lim ————— |°| = lim 5 = lim ==
x—0 cos X sin® x x—0 (T —cos?x)cosx  x—=0 (14 cosx)cosx 2
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(109) Vypoctéte limitu

. tgx
lim 9%
x—0 X
Reseni
tgx oo . [sinx 1
lim ox _ lim £X = |im . =1
x—0 X x—0 X x—0 X COoS X
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(110) Vypoctéte limitu

Reseni:

_ 2
l'tm] cos 2x +tg-x

— 2 2
llm1 cos 2x + tg x

x—0

X sinx

sin x

_ 2y _ cin?
1 — cos”x — sin x—i—coszX:

lim

x—0 xsinx x—0 xsinx
) 2sin’x sinx ) sinx  sinx
= lim : + TBv = lim (| 2 +
x—0 \ Xxsinx  xcos?xsinx x—0 X X

1
coszx) =3
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(111) Vypoctéte limitu

lim sin kx — lim (k sin kx) iy

x—0 X x—0
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(112) Vypoctéte limitu
lim 2572,
X—00

Resent:

N 7 . . f(X)
lim 252 diky spojitosti funkce a

= Zumx—mo % = 23 = 8
X300 mizeme limitu prepsat
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. 1

) sin2x\ '
lim .
x—0 X

(113) Vypoctéte limitu

funkci, nebot proménna x = lim e!
je v zakladu i v exponetu funkce 0

— elimeso[(1)Inse] _ (n2 _ 5

sin 2x
T1+x) In ShEX

x—0

. 1 musime vyuzit exponencidlni
, sin2x\ ' Y P

lim

X
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(114) Vypoctéte limitu
sin4x + sin 7x

im -
x—0 sin 3x

Resent:

lim = lim

x—0 sin 3x

sin4x -+ sin 7x L sln4xéz 3x sln7x3 3x _4_1+
x—0 4x  3x sin3x 7x 3xsin3x/) 3
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(115) Vypoctéte
. TIX +sinx
lim

x—00 2X 4 COS X

. TX+sinx v L .
lim ————— = | 2, v Citateli i jmenovateli vytkneme x |
x—00 2X + COS X o

iy TR a0 _n
_x—>002—|—% 240 27
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(116) Vypoctéte

Reseni:

e*x—e ¥
lim ———.
x—00 SN 2x

. ef—e7¥ s et —e™® X
lim ——— = | g, rozsifime % | = lim - —
x—0oo  Sin 2x X X300 X sin 2x

e =1 —e 41 1
= lim .
X500 X sin 2x
X
) eX—-1 e *—-1 1 1
= lim + e el 2-=1.
X—00 X —X 25”2‘_" 2
X
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(117) Vypoctéte

Reseni:

' x> 4+x—6
m —--———-70.
x—)ZXz—3X+2

2 —6
X;n});l—xxu = | g, tj. Cislo 2 je kofenem obou polynomd |
. (x=2)(x+3)
= lim
x—2 (X—Z)(X— 1)
— i 23 s,
x—2 X — 1
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(118) Vypoctéte

VT HEx—V1—x
lim .

x—0 X

Reseni:

VT HEx—V1—x
lim
x—0 X

0

= | §, rozsitime YIVIx

VI1+x+v/1—x
VT Fx—V1T—x VTH+x+V1—x
= lim .
x—0 X VIi+x++v/1—x
. T+x—1+x
= lim
=0 x (/1T +%x+ 1 —x)
lim 2
= L =
=0 /T4 x+ /1T —x

OI

1.
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(119) Vypoctéte limitu

l X
lemZX2—3X+2'
Reéeni:
2 2
, X 1Al X
Hﬂﬂ—sx+2_|°|‘ﬁfhx—znx—n’
lim X = |i| = 00
w2t (x—2)(x—1) 0F :
2
lim z — || =—oo.

o (x—2)(x—1)

Protoze limita zprava je rGizna od limity zleva, zadand limita neexistuje.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 2. LIMITY POSLOUPNOSTI A FUNKCI 135

(120) Vypoctéte limitu
lim — 2
x—4x2 —7x +12°

Reseni:

i X5,
X —7x4 12 i (x—3)(x—4) 15

xX—5 x—25 4 +oo x — 47, . _—
= — limita neexistuje.
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(121) Vypoctéte limitu

lim

X—00

VT+x—V1+x2

V1i+x—1

Reseni:
i YIHX= V14X
x—oo /14 x—1

;+]—\/J-(+X)

= wm
X—00 1 1

= —OQ.
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137
(122) Vypoctéte limitu
Vx+13=2vx+1
x—rg Xz -9 '

Reseni:

VX +13—=2Vx+1 , VX +13—=2Vx+1 Vx+134+2v/x+ 1
lim 5 = lim 5
X3 x2—9 x—3 x2 —9 VX +134+2vx+1
~lim x+13—4x—4 . —3x+9 B
T (Va3 2va ) (29 (Vxt Br2vat )
— lim —3(x —3) 12| = tim —3(x —3) B
x—3 ( N (Vx+13+2vx+1) X—>3(x 3)(x+3) (Vx+13+2Vx+1)
-3 1
= i _
B (x+3) (Vxr13+2vx 1) 16

© Petr Zemanek & Petr Hasil

http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

138 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(123) Vypoctéte limitu

VX —=2x+6—VX2+2x—6
lim .
X3 x2 —4x+3

Reseni:

VX —2x+6—VX2+2x—6
lim —

X—3 x2—4x+3
. VX2 —=2x+6— VX2 +2x—6 VX2 —2x+6+Vx2+2x— 6\
x—3 x? —4x+3 VXE—2x+6+V2+F2x—6)

lim X2 —2x+6— (x> +2x — 6) |
23 (x2 —4x + 3) (\/x2—2x+6+\/x2+2x—6)
—4(x —3) 1

= lim =——.

X*}S(X_‘I)(X_3)(\/X2_2X+6_|_\/X2—|—2X—6) 3
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(124) Vypoctéte limitu

Reseni:
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(125) Vypoctéte limitu

o 2x—3
lim — .
x—0 SlnX
Reseni:
. 2x—3 _3
lim — = |T| ,
x—0 Ssinx
2x —3
-3 -3
Lm - = - = — = —0
x—0+  Sinx l sin0F 07 | ’
2x —3
lim =|=2=2=2] = x.
Jm i = s =71

Protoze limita zprava je riiznd od limity zleva, zadana limita neexistuje.
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(126) Vypoctéte limitu

x—0 cosx — 1~

. x2—1 o
i%cosx—] N l_l’
x2—1 B B
|c050171 :0_J| = 09,

im
x—0+ CoSX — 1
x*—1 »

_ — =11 _
- | cosO——1 — 0~ | = 0.

im
x—0~ €0SX — 1
Protoze limita zprava je rovna limité zleva, zadand limita existuje a plati

ox2=1
lim ————— = 0.
x—0 cosX — 1
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(127) Vypoctéte limitu

24+ x4 41
lim

x—00 32X 4 x2 —1°

Re3ent:
x 4 1 2X(1 + Xi + ]X
lim L = | nejrychleji do oo jde 2¢| = lim 0+ 3 + o)
x—00 3+ 2% 4+ x2 — X—00 2x(3 __ZL)
1 + 2x + ZX 14+04+0 ]
lengo 3121 oo | =
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(128) Vypoctéte limitu
- 2log, x — 31+ 15x°
x—oo 3 loggx + 3% — 5x°b

Reseni:

2loggx — 3 + 15%° 3r(2logex 34 1560

‘ _ . y Ay 3
lim g 3 5 | nejrychleji do oo jde 3* | = lim 3X(3l§géx 1o 5%6)

2logg x _3 4 1 15x
_ . 3x
= U 3[096x

0-340
0+1-0

X—00

+1-2
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(129) Ze znalosti grafi zakladnich funkci urcete limitu.

lim e®'9*,
Xx—2m
ResSent:
lim et — | gcotg2nr™ _ g0 — 1 _ 1 | =0
X—27 e o
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(130) Ze znalosti grafii zakladnich funkci urcete limitu.

lim (5% + 2).
Regeni:

lim (5% +2) = 5% +2=5"42| =3.

X—00
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(131) Vypoctéte limitu

VT Hx—=V1—x
lim .

x—0 X

Reseni:

li

x—0 X x—0 X \3/(] +X)2+\3/] —x2 4+ \3/(] _
. 1 +x—(1—x)
:llm —
"_’Ox({‘/(l +x)2+ V1T —x2+ /(1 —x)2>
= lim 2x —%
=i =3

x—>0x<\2>/(‘| +X)2+\3/] — x4+ f/(] —X)z)

. \3/1+x—\3/1—x:um (\3/1+x—\3/1—x. VA +x)24+ VT —x2+ /(1 —

)
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(132) Vypoctéte limitu

lim (\/x2+x+1—\/x2+x>.
X—00

Reseni:

lim (x/x2+x+ —\/x2+x> =

VX2 4+ x+1+Vx2+x
X2 4+x+1—vVx2+x
<\/ v )\/x2+x+1+\/x2+x

= lim _
X— 00

1
= lim =0
x=00 /X2 +x+ T+ VX2 +x
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(133) Vypoctéte limitu

x—0+

= i LY
x—l:g)lr \/ \/7_6

— lim 21+ VX _1.
Vet Ve -1 - Vs Vo
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(134) Vypoctéte limitu
lim VX

Y SRSy

Resent:

lim VX = lim =1.

X—00 X—00
\/x+ x+
V A
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(135) Vypoctéte limitu

Regenti:
l 1 B 1 0 x+2+1
wm\x—2 x—4)  <h x4
) x+3 400 x — 2T . N
—n e b :{_oo x 2 T limitaneexistuje
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(136) Vypoctéte limitu
sin4x

m-—-.
x=0 /1 +x — 1

Resent:

lim sin4x —lim( sin4x \/1+x+1>_umsin4x(\/1—|—x—|—1)
=0 /THx—1 x0\VTHx—1 VT+x+1 X0 T+x—1

ind
— lim {4- X (\/1 —|—x—|—1>} — 3.
4x

x—0

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

152 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(137) Vypoctéte limitu
X3+ 2x
lim ————.
x—=-2 Xt—x—6

Redeni:
im x3 4+ 3x% + 2x 19 = tim x(x+2)(x+1) 19 = tim x(x+1) 19] 2
x=-2 X2—x—06 ol 55 (x+2)(x—3) ol 5 x—3 ol — 5

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 2. LIMITY POSLOUPNOSTI A FUNKCI 153

(138) Vypoctéte limitu

(1 4+ ax)
lim ———.
x—0 X
Reseni:
In(1
i M09 (ln(1 n ax)%> funkee Inx |
x—0 X x—0 je spojita

x—0 z—=+o0

=ln{ lim (1—|—l) } =ln{ lim [(14—1)
u—=+oo u u—=+oo u

e W

=t [lim(1+ax)*| |z =1 :ln[ lim <1+9)Z} lu=z] =
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(139) Vypoctéte limitu

Redeni:

lim x tX+] m

im arctg —— — — | =

X—00 gx_|_2 4

= li xt ] 1 rctgx — arctqy = arctg —=, pr >—1] =
= lim x arctgm—arctg | arctgx — arctgy = arctg 1., pro xy | =

xtl

L ) L x+1—-x—-2 —1
_Xl_l)ngoxarctg T—z% = ltngoxarctg S —Xl_L)rgoxarctg %13

Nynt vgraz u limity upravime

g =z S tgz= s 5 o =2x43 = x=s (-3
I S 9= 912 tgz x ¥732 tgz '

Proto

) x+1 m\ 1 1 L z B
(oo =) = [ (2 =) 2] =2 (g0 -

T z 1 z 1
=5 lim (— s +3z) =5 lim (——-cosz+3z> =3

X—00 X—00 sinz
cosz
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(140) Vypoctéte limitu
lim

Reseni:

X (VTHx—1)’

lim 1— cosx = lim
xHOx(\/] +X—1) x50 x(
(1 —cosx) (\/1 —I—X—I—])

=i
bl x(I+x—1)
_ 2(VTH+x+1)sin*2
:ll—% x?

.\/1—|—x+1 B
VIitx—1) VT+x+1)

X 1—cos
| sin$ = +,/—5>%

(e

st

]
No|x

)

NIx
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(141) Vypoctéte limitu

Resent:
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(142) Vypoctéte limitu
X . X
cos ¥ — sin %
lim —2—— 2
. COS X
Reseni
x P X -
cos X —sin% cos ¥ —sin%
lim 2 2 | cos 2x = cos?x — sin’ x | = lim 2 2
X X COS X

N

x5 cos? 5 — sin?

TR

) cos 3 —sinj
= lim

2 . 1 \/z
= lim ————— = —.

n X _sin X X 1 sin X T cos X + sin %
x=% (cos3 —sin}) (cos¥ +sin%) x—=% cosj +sinj 2
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(143) Vypoctéte limitu
i _
i sin (x 6)

X g ‘/7§ — oS X

Reseni:
. o . _m 4 0 oc+[5 B
. stn (X 6) Y (X ) sin sinox +sin 3 = 2sin cos &
lim N Lim 2 “atp wp | =
2§ ¥ _cosx oS T — CoS X COSX —CoS 3 = — sm—smT
fud 7'[ x—Z
. 2sin—== cos = 5 . C0oS —5®
= lim < £ — = lim —— = 2.
x—Z 61X iy 5% x—ZE i 61X
s —2sin 45— sin &5 6 sin <5
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(144) Vypoctéte limitu

159
. cos2x —sin2x + 1
im _
x— T cosXx — sinx
R

ResSeni:

. cos2x—sin2x + 1
lim =

l cos?x —sinx — 2sinx cos x + 1
- = wm n =
x—T  €OSX —sinx x— T cosx —sinx
2 cos®x — 2sinx cos x 2cosx (cosx — sinx)
= lim . = lim . = lim (2cosx) = V2
. cosx — sinx X I cosx — sinx x— I
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(145) Vypoctéte limitu

Reseni:

2x z z
lim & ]|z:2x|:lim<e ]'2):2~lim<e ]>:2.

x—0 X z—0 z z—0
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(146) Vypoctéte limitu
lim v cosx + x + 2.

x—0

Reseni:

) o
lim V/cosx + x + 2 = lim ex n(cosx#x+2)
x—0 x—0

nebot platt

lim =
-0 x — 3,

n (cosx +x + 2) {+oo x — 37,
x—0 X

proto obdrzime

L o1 +oo x — 37 . -
lim ¥/cosx + x + 2 = lim ex "cosxx+2) — ’ = limita neexistuje.
x—0 x—0 0 x — 3"
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(147) Urcete druhy nespojitosti v bodé xo = 0 pro funkce

1
sinx CcoS X ex +1
f1(x) = , falx) = y (%) =K, falx) = ——.
X X ex —1

Reseni:

Ze zakladnich vzorch vime, Ze lim,_, S'L)'ZX = 1. Funkce fi(x) také neni v 0 definovana,

proto v Xo nastava odstranitelna nespojitost.
Pro funkci f3(x) spocitame limitu p¥imo, tj.

lim

cosxlll_ +oo x — 0F,
x—0 X 0 o

—c0o x— 07,
coz znamena, Ze v Xy nastava nespojitost Il. druhu.

Pro funkci f3(x) je nutné si uvédomit, jak se pocita celd ¢ast redlného disla — je to
vlastné nejblizSt menst celé Cislo, proto plati

. 0 x—0f
lim[x] = B
x—0 -1 x—=07,

tedy funkce f3(x) md v bodé x, nespojitost I. druhu.
Limitu funkce f4(x) si rozdélime na dvé moznosti

1 1 1 1 1
. ex+] : ex+1 e~ T 4ex L
lim — = lim T — | = lim ——— = lim — =1,
x—=0t ax —]  x=0T \ ex —] e~ x x—=0t 1 — e x  x—0t 1 — —
ex
1
. oex+1
lim — =—1,
x—0~ ex _1

tudiz funkce f4(x) ma v bodé xo nespojitost I. druhu.
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(148) Urcete, zda je dana funkce spojita/spojita zleva/spojitd zprava v bodech —mt/2,0,1, 2,3, 4.
Jestlize je nespojitd, urcete druh nespojitosti.

Reseni:

1

2
1
X

(
CoSX

\ (x—3)?

x < 0,

0<x<1,

x=1,

1<x<2,
2<x<3,

X > 3.

Nejprve si pro ndzornost ukazme graf této funkce. K vyresent prikladu samozielmé nent
nutny — stact spocitat prislusné limity a funk¢ni hodnoty.

5

EE

Reeni prikladu shrnuje nasledujici tabulka.

X0 Y 1 2 3 4
f(xo) 1 2 2 3 1
lim 1 1 1 3 1
X—>X0
l'tm+ 0 1 1 2 00 1
X*}Xo
lim 0 1 1 neex. | neex. 1
X—X0
spojitad zleva ano | ano ne ne ano | ano
spojita zprava | ano | ano ne ano ne ano
spojitad ano | ano ne ne ne ano
druh nespojitosti | — | — | odstran. | skok | 2. druh | —
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I. 3. Derivace funkce

Definice 9. Bud f(x) funkce a xo € D(f). Existuje-li

. f(x) —flxo) . flxo+h)—Tf(xo)
lim ——— = = lim
X—Xo X — Xo h—0 h

nazgvame tuto limitu derivaci funkce f(x) v bodé x, a znacime f'(x¢). Je-li tato limita vlastni,

hovofime o vilastni derivaci. Je-li tato limita nevlastni, hovorime o nevlastni{ derivaci.

Zakladni vzorce pro pocitant s derivacemi (f a g jsou funkce, k € R):

f\' f'g—fg’
(fig)/:f/ig/) (k'f)/:k'f/) (f'g)/:f/9+fg/) <5) N ggz :

(fog)'(x) = [f(g(x))" = f'(g(x)) - g'(x).
Derivace elementéarnich funkcl (k,x € R, x #0, a>0,b >0, b # 1):

)

1
(k)/ = O» (tg X)/ = cos? x’
1
(x*) = ax™, (cotgx)' = ———,
sin” x
1
(eX) = e*, (arcsinx)’ =

VT =2
1

(a¥)'=a*-lna, (arccosx)’ = ———,
1T—x?

! 1
(ln X)/ — ;) (arctg X), — ‘I—i_—xz)

! 1

. P

(logyx)" = ———> (arccotgx) s
(sinx)’" = cosx, (cosx)’ = —sinx.

Véta 10. Necht funkce f : x = f(y) je spojitd a ryze monoténni na intervalu 1. Necht y, je
vnitini bod intervalu 1 a necht md f vy, derivaci f'(y,). Pak inverzni funkce ' : y = f1(x)

md v bodé xy = f(yo) derivaci a plati

oo = Fieee Jeli £'(yo) # 0,
(F1)" (x) = { 400, je-li f'(yo) =0 a funkce f je na 1 rostouci,

—o0, je-li f'(yo) =0 a funkce f je na 1 klesajici.

Rovnice te¢ny ke grafu funkce f(x) v bodé dotyku (xo, f(xo)):
t:y="~(xo) + f'(x0) - (x —xo).

Pokud f’(xp) = oo a pokud je funkce f v tomto bodé spojita, pak je te¢na v tomto bodé
rovhobéznd s osou y a jeji rovnice tedy je

t: X =x%p.
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Rovnice normdly ke grafu funkce y = f(x) v bodé dotyku (xo, f(xo)):
1
/(xo)
n: X = Xo, je-li f'(xo) = 0.

n: oy =flxo) — =— (x — Xo), je-li /(xo) # 0,

Pokud f’(xg) = +oo a pokud funkce f v tomto bodé spojita, pak je normala v tomto bodé
rovnobézna s osou x a jeji rovnice tedy je

n: y="f(xo).
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(149) Z definice vypoctéte hodnotu f'(0), kde f(x) = sinx.
Resent:
Z definice plati
sinx —sin0 . sinx

Y — (cin~)  — i - —
f(O)—(SLnx)XZO—lm 0 ltm — 1.
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167

(150) Z definice vypoctéte hodnotu f'(0), kde f(x) = [sinx]|.

Resent:

H —sinx __
llmer* Y _1)

_ Isinx| —|sin0] . sin¥] limy_o+ 0% =1,
lim—— = lim —
x—0 x—0 x—=0 X

= derivace neexistuje.
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(151) Z definice vypocttéte hodnotu f'(v/5), kde f(x) = v/x* — 1.

Reseni:

lim —m_zz lim 14
V5 x—1/5 Hﬁ<x_\/§>(\/,ﬁ+z>
(x—ﬁ)<x+\/§> x +1/5 _\/5

= lim = lim —

x5 <X_\/§> (\/mﬂ) 5 VXE—T4+2 2
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(152) Z definice urcete derivaci funkce sinhx = e* *zefx
Regeni:
x+h _ a—(x+h) X __ a—X
: , .. sinh(x+h) —sinhx = & gt
(sinhx)" = rllT?o - _ }lﬂ"o - _
U ex+h_ex_efx7h+efx B 1 lim e eh eX N e Xeih—efx B
 h—0 2h ~ 2ns0 h —h =
. Li Xeh_]—l— ety ] * 1 h_1—|— * -1y
T\ TR T T Tz 0 e ) =
1 X 1 a—X

zz(e" T+e™ 1):e +Ze —
= coshx
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(153) Zderivujte

Resent:
Pfimo ze zakladnich vzorcd obdrzime
!
(1) =0.
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(154) Zderivujte
f(x) = 6x.

Reseni:
Pfimo ze zakladnich vzorcd obdrzime
!
(6x)" = 6.
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(155) Zderivujte
f(x) = x%.

Resent:
Pfimo ze zakladnich vzorcd obdrzime
!
(xz) = 2x.
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(156) Zderivujte

Reseni:
PFimo ze zdkladnich vzorct obdrzime

(V' = (x) =
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(157) Zderivujte

Reseni:

PFimo ze zdkladnich vzorct obdrzime

()‘_() D
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(158) Zderivujte

Reseni:
P¥imo ze zdkladnich vzorcti obdrzime

() - () - -5
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(159) Zderivujte
f(x) = x>+ 2x —sinx + 2.

Resent:
Pfimo ze zakladnich vzorcd obdrzime

(x3—l—2x—s'mx—|—2)/ =3x?>+2— cosx.
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(160) Zderivujte

1
f(x) = —2cosx +4e* —|—§x7.

Reseni:

PFimo ze zdkladnich vzorct obdrzime

1\’ 7
(—2cosx+4e"—|——x7> =2sinx +4e*+=x°.

3 3
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(161) Zderivujte

f(x) =xe*.
Reseni:
Pomoct vzorce pro derivaci soucinu funkcl obdrzime

(xe*) =1-e"4x-e*=(1+x)e".
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(162) Zderivujte

ReSeni:
Derivovanim podilu odostaneme
(37(—2)/_ 3-(x34+1)—(B3x—2)-2x  —3x*+4x+3

x2 +1 (x2+1)? o (x2+1)2
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(163) Zderivujte
x lnx

f(x) = - .
arcsinx + arctgx

Reseni:
Kombinact derivovani podilu a soucinu ziskdme pfimo

( x lnx )’ (lnx‘f‘])(arcslnx—i—arctgx)—xlnx(\/ﬁ-F#)

arcsinx + arctgx (arcsinx + arctg x)?
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(164) Zderivujte
f(x) = x” +4Vx2 + arctg(3x + 1) + sinx> 4+ 2* + arcsin 7x + In(1 4+ x?) + xZ ! 10%,

Reseni:
Aplikovanim zdkladnich vzorc(, derivovdnim slozené funkce a soucinu dostaneme

/
<X7 +4VX2 + arctg(3x + 1) + sinx? + 2 + arcsin 7x + In(1 + x?) 4 x? e1"°"> =

_ 7,6 2 1
=7x +4<x3>+ Gxt 1241
1 )
- (7X)+—
+ 1—(7x)2 (7) 1+x2
8 1 3
A -
= IR T ad et 2
+ 2x el—]Ox —10X2 e1—10x .

- (3x+ 1)+ (cosx?) - (XZ)I—I—ZX ln 24

(x*) "+ 2x - e 1 T (1 - 10x)" =

7 2x
+ +
V1—=49x2  1+x%?

+2xcosx?+2%n2 +
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(165) Zderivujte
f(x) = (3x* — 2x + 10)"°.

Resent:

[(3x% — 2x +10)"]" = 10(3x% — 2x + 10)° (3x* — 2x +10)" = 10(3x* — 2x + 10)’(6x — 2).
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(166) Zderivujte

ResSeni:
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(167) Zderivujte
f(x) = Insinx.

. /
(Insinx)’ = - cos x = cotgx.
sinx
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(168) Zderivujte
f(x) = Vsin 3x.

Regeni:
/ 17/ 1 1 ’ 1 1 /
(\/sin 3x) = [(sin 3x)7} =5 (sin3x) 2 - (sin3x) = ] (sin3x) 2 - cos3x - (3x) =

= — (sin 3x)7% -c0s3x -3 = 3 Cos 3x

2 2v/sin3x
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(169) Zderivujte

ResSeni:

2 1 2 o
f(X):X§ <X2—5X2+6X§> :xm_éxg+6x)
9 1 2 8 13 9 16
f/ — — % 10 — — _ -3 6: _
(x) 10X 0 5( 5)x =+ ]0%+255X]3_|_6
9 16 9V 16V

S0k i 0T ok T e O
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(170) Zderivujte
f(x) = x* e*sinx.

Resent:

f'(x) = [x*(e*sinx)]" = 2x(e*sinx) + x*(e*sinx)’ =

= 2x e¥sinx + x*(e¥sinx + e* cos x) = x e*(2sinx + x sin X + X cos x).
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(171) Zderivujte

Reseni:
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(172) Zderivujte
f(x) = arccotg 2x.

Resent:
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(173) Zderivujte
f(x) = (2x + 6)4*.

Resent:

f'(x) =2 -4+ (2x +6)4*In4 =2 - 4[1 + (x + 3) In4].
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(174) Zderivujte

Pncd

Rad
I
~
1S

Reseni:

1 1 1 1
mlnx—\/i; :7% ln7mlnx—7{

ln“x nx

(x) = 7% In7

=7 In7/———.
2/xn*x
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(175) Zderivujte
f(x) = x sin®(2x).

Reseni:

f'(x) = 1sin? 2x + x2 sin 2x cos 2x2 = sin® 2x 4+ 2x2 sin x cos x = sin® 2x + 2x sin4x.
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(176) Zderivujte

-2
f(x) = .
n cos x
Redeni:
1
f'(x) = —2[(lncosx)™')" = =2(—=1)(ln cos x) 2——(—sinx) =
CoS X
sinx _ —2tgx

cosx(lncosx)?  In’cosx’
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(177) Zderivujte
f(X) — 72x3+x—9.

Resent:

f'(x) = 72 In7(6x + 1).
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(178) Zderivujte

Reseni:

T /x2+1(=D+1)—(1—x)2x
1—x (x2+1)2 n

+1x2— x—]
\/ 1—x 2(x2+1)2

' )—
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(179) Zderivujte

2x
f(x) = arccotg -
Resent:
Flx) = —1 204 -1)—2x-2x -1  —2x*-2
T4 (&) ) Lol (2 =112

2x2 42 2(x2+1) 2

XA L1 (12 T
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(180) Zderivujte

1 V/5x
f(x) = ﬁ arctg T
ReSeni:
g LT V) VB2
\/§1+(\/§x>2 (T—x%)2
1—x2
11 VBT X+l x4
VBT ey (=) P (T =) x4 3 4 1
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(181) Zderivujte
f(x) = x> + 5%

Resent:

f’(x) = 5x* + 5% n 5.
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(182) Zderivujte
f(x) = 5%°V/5*.

Reseni:

1
f'(x) =5 5x* V5% + 5x5§(5")_%5X In5 = 25x* V5% 4+ x>v/5% In 5 =
= x*V/5%(25 + x In5).
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|. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(183) Zderivujte

f(x) = Inln(x — 3) + arcsin

Reseni:

Xx—5

1 1

- ()

2
1

+ .
(x=3)n(x—3)  /—x2+10x —21
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(184) Zderivujte
f(x) = arccos log% X2

Resent:

f'(x) = . L 2x =

Na —logéxzlené
3

B -2

xIn, /1 —logzéxz'
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(185) Zderivujte
f(x) = In* cos® x°.

Reseni:

3 cos?x3(— sinx)5x 3Olncos3x5-c032x5-sinx5-x4
————3cos” X’ (—sinx’)5x" = — —
cos3 x° C0S3 X5

= —30x" - Incos® x* - tg x°.

f’'(x) = 2lncos® x°
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(186) Zderivujte

Reseni:
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|. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(187) Zderivujte

f(x) = x~.

Resent:

Ponévadz se proménna x vyskytuje v zdkladu i v exponentu, musime vyuzit exponencidlnt
funkci, tj.

(x¥)' = (e"“‘")/ = X" (x lnx)’ = eX"X (1 lnx +x- J—() —

— "™ (1 4+ lnx) =x*(1+lnx).

Zkuste v(sledek porovnat s tim, kter(j byste obdrzeli aplikovanim vzorce (x™)" = nx™!

nebo a* = a*lna.
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(188) Zderivujte

Resent:

( > <xlnx> _ xlnx(XZlnX)’: x2 lnx (Zx Inx 4+ l)z

(2% Inx+x) =x“ T (2lnx + 1)
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(189) Zderivujte
f(X) — Xs'mx-

(Xsinx>’ _ (esinxinx)’ _ esinx~lnX (SinX - ln X), =

. sinx . sinx
— esmxlnx (COSX lnx + ) — xSinx (COSX -lnx + ) .
x X
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(190) Zderivujte

lnx

f(x) = (sinx)
Regeni:

lnx} r_

(elnx-lnslnx)’ — elnx-lnslnX(

[(sln x) lnx - lnsinx)’ =

_ _Inx-lnsinx

1 .
=e —-lnsinx+lhx:- —— -cosx | =
X S

( inx
nx [ Insinx  cosx - lnx
) + )

= (sinx ,
X sinx
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(191) Zderivujte
f(x) = (lnx)"9*.

Reseni:

! 1
f(x) = [eo"] =etg’“”‘“*(tgxlntnx)':unx)*g"(c1 lnlnx+t9XL_) _

0s2x lnx x
— (Inx)'9* lnlnx+ tgx '
cos?x  xlnx
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(192) Zderivujte
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(193) Zderivujte
f(X) _ (XZ + 1)arctgx-

Reseni:

[(XZ + -I)arctgx:|’ _ (earctgx-ln(xz+1)>/ — earctgx-ln(xz+1] [arctgx -n (XZ + 1)}/ _

— earctgx~ln(x2+1) [

1
ln(x2+1)+arctgx-2—-2x =
X

T+x2 +1

= (x> + 1)1 [2xarctgx + ln(x* + 1)] .
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(194) Zderivujte

f(x) =1 .
() =15

Reseni:

(l e’ )/ 1T e (+1)—e*2x  x2+1 e¥(x—1)7  (x—1)
5 ety e (DT T
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(195) Zderivujte
x? 41
x+1°

Reseni:

WVRETY _ x1 e 1) VAT
X2+ 1 (x + 1)

Cx(x 1) =xE—1 x— 1

D+ x+DEE+1)
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(196) Zderivujte

1 —sinx
) =ty e

Reseni:
/
In [T—sinx ) 1 1 —cosx(1+sinx) — (1 —sinx)cosx
1+ sinx N \/1—sinx 2\/1—sinx (1 +sinx)2 N
T+sinx T+sinx
1 1+sinx —2cosx  —cosx 1
2 1—sinx (T+sinx)2  1—sin®x  cosx
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(197) Zderivujte

X+2—2vVx+1
f(x) =In .
X
Regeni:
2 T
( x+2—2\/x+1)/ X (1—2m>-x—x—2+2 x+1
l.n = . —
X Xx+2—2vx+1 x?

(\/m—1)x—x\/x+1 —2Vx+T+2x+2 B
x2V/x + T4+ 2xVx + 1 —2x2 — 2x N
24 x—2Vx+1 B 1

X(x+2=2vx+1)Vx+1 xv/x+1
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(198) Zderivujte
arccosx 1. 1—+/1—x%2
f(x) = + - ln ————.
X 2 14+V/1-%2

Reseni:

arccosx+1ln1—\/1—x2 /_—\/];_T-X—arccosx
X 27 1+/1-2) x?
LT e (V=) - (1-vT—0) 2

RS (14 V=)
)

1 arccosx 1 = tx+ Am X
xv/ 1 — x2 x2 2 1—1+%2
2x
B 1 arccos x n 1T e
B xvV 1 —x? x? 2 xz
B 1 arccos x 4 1 1 o arccosx
xV 1 —x? x? 2 xy\/1—x2 xz
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DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(199) Zderivujte

V1+e—1
fix)=(x—2)vV1+e*—ln—.
)= =2V Fer—In A s
Regeni:

V1+ex— ex
x—2)V1+ex—1In =VIi+ex+(x—2) ———
(x=2) m+1 2/Tre

Vet Aw F (VI+ex+1)— (\/1+eX—1)2W
\/1+e"—1 (\/1+ex+1)
A, (x—2)e" e+z\/1+x e+\/1+ex
1 p—
+ +2 /—1+ X ]+ex_]
2eX
(x—2)e*  3ire
=v1+eX+ =
2\/1—1—e" ex
2)e* 1
_Tre s X2 =
WVite Viie
_1+e +%—e"—1_ x e*
- V1 F e 2T +ex
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(200) Zderivujte

1—x

f(x) = .

(x) = arcsin T x

Reseni
i
(arcs,m 1—x>_ 1 1T 14X —(1—x)-1
]+X N ]__ 2 (1+X)2 N
\/ T+x

1+x
/1+x -2
T4x—T4x H—x 1—x “ +X)2 B

T l4x

\/1+x\/ B
—x 1—|—x

(1 +x)\/2x — 22
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(201) Urcete prvnt a druhou derivaci funkce

f(x) = x?sin v/x.

Reseni:

2
(XZ sin ﬁ)/ = 2xsinv/x + ZXW cos v/X,

(x*sin \/>_c) (szm\/_—l-—cos\/_>
1 3
=2
sin v/x + \/_cos\/_+2 2\/_(:05\/_
:Zslnﬁ+1\/§cosﬁ—%xslnﬁ.

1 s
Pl 2\/_sm\/_—
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(202) Urcete prvnt a druhou derivaci funkce

f(x) = tg”x.

I3

ResSeni:

cos*x

. / . . .
ta?x)" sin®x 2-sinx-cosx-cosix —sinx-2-cosx - (—sinx)
(tg"x) = cos’x )

2-sinx - cosx - (coszx—i-s'mzx) 2 -sinx

cos* x c0s3 x

b

c0s® x

. / . .
(tz )// 2-sinx 2-cosx-cos®x —2-sinx-3-cos’x - (—sinx)
X = =

g cos3 x

2. cos*x + 6-sin’x - cos?x

cos® x
2-cos?x+6-sin’x

cos* x
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(203) Urcete hodnotu derivace dané funkce v bodé x,.
fx) =3x*+2x—8, xo=-—1.

Reseni:

f'(x) = 6x + 2,
F(—1) = 6(—1) +2 = —4.
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(204) Urcete hodnotu derivace dané funkce v bodé x,.

T
f(x) =Ilntgx, xo= Tk
Regeni:
1 1 1
f/(x e 5 fr n =
tgx cos?x X cos2x
B 1 B 2 2
~ sinxcosx  2sinxcosx  sin2x’
2 2
f/(%) = — p — T e 4_
sing 3
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(205) Urcete funkéni hodnotu dané funkce v bodé x; a déle v tomto bodé urcete hodnotu prvni
a druhé derivace této funkce.

flx) =v3x*+1, xo=-1.

Reseni:

f(x) = 1(3x4 +1)21253 = e
2 NS
2 3 6x3
x) 18x°v/3x* + 1 —6x T
3x*+1 ’
f=1) =311 =2,
, —6
f'(—1) = 5 = -3,
., 18.2—% 9
=) 4 2

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

|. 3. DERIVACE FUNKCE 223

(206) Urcete funkéni hodnotu dané funkce v bodé x; a déle v tomto bodé urcete hodnotu prvni
a druhé derivace této funkce.

f(x) =xsin2x, xo= T—t.

4
Reseni:
f'(x) = Tsin2x + x cos 2x2 = sin 2x + 2x cos 2x,
f"(x) = 2 cos 2x + 2 cos 2x + 2x(—sin 2x)2 = 4 cos 2x — 4xsin2x,
f(3)=31=7%
f'(5)=1+0=1,
£(2) = 0—4%1 = —pr
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(207) Pomoct inverzni funkce urcete derivaci funkce arccos x.

Resent:

1 1
(arccosx)’ = = — =
cos’(arccosx)  —sin(arccosx)
—1 —1

/1 —cos?(arccosx) VT —x2
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(208) Pomoci inverzni funkce urcete derivaci funkce x°.

Resent:

1 1 1 1
)3y 3(vx)? 3(vx? 3

VR | ¥R=y | = o
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(209) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce
f(x) = V2 —3x+11
v bodé xo = 2.
Regent:
Nejdrive musime spocitat funként hodnotu a hodnotu derivace v bodé xy = 2, tj.

2x —3 =2 1 x=2
— ~y — f = \/T—'—TI ~ 3.
W ST e =V

Proto dle vzorcl pro rovnici te€ny a normaly dostaneme

1

t:y—3:g(x—2), n: y—3=-—6(x—2),

f'(x)

y:g—’__» y=—6x+ 15.
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(210) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce
f(x) = arctg \/ﬁ
v bodé xo = V2.
Regeni:
Nejdiive musime spocitat funkéni hodnotu a hodnotu derivace v bodé xo = v/2, tj.

vy 1 2X  xevi V2 B VI T
f(x)—1+xz_] -zm = f(x) =arctgvVx? —1 "~ 1

Proto dle vzorcl pro rovnici te¢ny a normaly dostaneme

T V2

T 2
V2 T 2 Tt
B N I — x24T
y zx 1+4, y \/§X+ +4
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(211) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce
f(x) =4 —x*
v dotykovém bodé x, jenz je prisecikem grafu funkce f(x) s kladnou casti osy x.
Resent:
Nejdrive urcime bod xy. Funkce f(x) ma s osou x priseciky v bodech, které jsou FeSenim

kvadratické rovnice f(x) = 0. Tato FeSent jsou £2, proto xo = 2. Nyn{ spocitame funként
hodnotu a hodnotu derivace v bodé xy = 2, tj.

' (x) :—Zxxwiz—ll, f(x) =4 —x2 5 0.

Proto dle vzorcl pro rovnici te¢ny a normdly dostaneme
t: y—0=-4(x—2), n:y—0=

y = —4x+38, Y=
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(212) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce
2
f(x) =xe 7
v bodé xo = 1.
Resen:
Nejdiive musime spocitat funként hodnotu a hodnotu derivace v bodé xy =1, tj.

xz xz 2 xX= XZ X= 21
f'lx)=e 2 +xe 7 (—%) = 0, f(x) =xe 7 'e 2.

Proto dle vzorci pro rovnici te¢ny a normaly dostaneme
1
t:y—e2=0(x—1), n:

y=-e 2, x = 1.
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(213) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce

f(x) = x*log,(x* — 7).

v bodé xy = —3.
Reseni:
Nejdiive musime spocitat funként hodnotu a hodnotu derivace v bodé xy = —3, tj.
2x3 3 27
/ -2 2 XW _f_
f'(x) = 2x log,(x" — 7) + —7)n2 6 L

f(x) = x* log,(x* — 7) o,

Proto dle vzorcl pro rovnici te¢ny a normaly dostaneme
27
t:y—9= (_6_ln_2) (x +3),

27 27

1
n: y—9:@(x+3),
B ln2 X+ 943 In2
Y= 6h2+27 6ln2+ 27
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(214) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce

1T—x
f(x) = .
) =73
v bodé xg = —2.
ReSeni:
Nejdrive musime spocitat funként hodnotu a hodnotu derivace v bodé xy = —2, tj.
xX* —2x+3 x—2
f/(X) = W ~ ]1,
1T—%x =2
f(x) = ~" 3.
() =73

Proto dle vzorcl pro rovnici te¢ny a normaly dostaneme
t: y—3=11(x+2),

y=11x+ 25,
1
n: y—3:—ﬁ(x+2),
X +31
L FIUNTE
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(215) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce
f(x) = 2x + sinx.
v bodé xo = 7.
Reseni:
Nejdfive musime spocitat funkéni hodnotu a hodnotu derivace v bodé xy =, tj.
f'(x) =2+ cosx ~ 1,
f(x) = 2x + sinx ~ 27T
Proto dle vzorct pro rovnici te¢ny a normaly dostaneme

t: y—2n=1(x—m),

Yy =X+,
n:y—2n=-—1(x—mn,
y=—x+3m
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(216) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce

f(x) = (x> 4+ 1)V/x2 —4x 4+ 11.

v bodé xy = —1.
Re3eni:
Nejdrive musime spocitat funként hodnotu a hodnotu derivace v bodé xy = —1, tj.

3 —10x+23x—2 -1 19
e —axrnl 2
f(x) = (X2 + 1)V/x2 —ax + 11 %' 8.
Proto dle vzorcl pro rovnici te¢ny a normaly dostaneme

19

f'(x) =

t: y—8:—7(X+1),
193

y 2 2)
n —8—2(x+1)
y ]9 )
2154

Y= 79T 99
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I. 4. I'Hospitalovo pravidlo

Véta 11 (I'Hospitalovo pravidlo). Bud xy € R*. Necht je splnéna jedna z podminek
o limy .y, f(x) = limyx, g(x) =0,

o lim,_,, [g(x)| = +oo0.

% a plati

' (x)
i g

Existuje-li (vlastni nebo nevlastni) limy_,, T pak existuje také limy_,
) _ . 0

X—Xg g(x) o xin;lo g’(x) )

V roce 1921 bylo dokazano, ze autorem tohoto pravidla je Johann I. Bernoulli (1667-1748),
jehoz byl Guillaume Francois Antoine de 'Hospital (1661-1704) zakem. Na zdkladé pozndmek
z Bernoulliovgch prednédsek vydal I'Hospital v roce 1696 prvnt tisténou ucebnici diferencidlntho
poctu Analyza nekonecné malych velicin.

V(pocet limit s neurcitymi vgrazy pomoci L'Hospitalova pravidla:

1 1
1 1 alx) f(x) O
° oo —o0 = lim (f(x) —g(x)) = lim | —— —— | = lim g(x f(x):>_;
X—XQ X—X0 ] ] X—XQ O
f(x)  g(x) f(x)g(x)
° — 00 + 0o = analogicky jako predchozi uprava;
f
o 0-00= lim f(x)g(x) = lim ﬁ:> 9;
X—X0 X—=X0 ] 0
g(x)
. 0°, 00%, 1%° = lim £(x)9) = lim e fx) — glime s, (glx)n 1)
X—X0 X—X0

0
= predchozl pfipad = 0
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(217) Vypoctéte limitu

Reseni:

x* —4

x—2x2 —x—2

lim

x—2x2 —x—2"

T o 2x—1

4
3
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(218) Pro a > 0 vypoctéte limitu

x—0 X

oa¥—1
lim
x—0 X
tHp. .. a*lna
I = Llim =lna
x—0 ]

© Petr Zemanek & Petr Hasil

http://www.math.muni.cz/~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 4. 'HOSPITALOVO PRAVIDLO 237

(219) Vypoctéte limitu
1 —cosx
lim —.
x—0 XSsinx

Reseni:

1 —cosx I 0 | (P sinx I | UH.p. . cosx 1

olo

tm - - - = —.
x—0 XSlnx x—0 SINX + X COS X x—0 COSX + COSX — X SInX 2

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

238 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(220) Vypoctéte limitu
lim cos(mx) + 1
x—1 (X — ])2 )

Reseni:

—7tsin(7x) 1] tHp —m?cos(mx)

cos(mx) + 1 I 0 | CHp. 0
0 x—1 2 o 2 )

Lim 0 =1 2(x—1)

x—1 (X— ])2
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(221) Nasledujict priklad ukazuje, ze ne vzdy je vhodné pouzit l'Hospitalovo pravidlo

. X
llm ————N
X—00 Xz _|_ ]

Reseni:
7
] X UHp. . 1 ] x?+1 UHp. . X
lim |@| = lim — :ltm—|@| = lim ——,
x—00 4/x2 + 1 o0 X—00 3 x§+1 X—00 X & x—00 \/x2 + 1]

&imz jsme se dostali zpét k zadani. ReSeni ptikladu bez pouziti I'Hospitalova pravidla
vede k v(sledku

= lim ———— = lim ——

x—)oo \/Xzi x—)oo L X—00 -I
+ xz
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240
(222) Vypoctéte limitu
lim tg2xIn(tgx).
x—=5"
ReSeni:
In(t
lim tg2xIn(tgx) |oo-0| = lim n(]gx) 8] =
X—)%7 X %7 tg_Zx
UHp. . tg? 2x cos? 2x . sin® 2x
= lim —————— = lim —————— =
x—%  2tgxcostx  x-7 2sinxcostx
2
2
= lim —Sl,n x_ lim sin2x = —1.
x—%  sin2x X%
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(223) Vypoctéte limitu
. In(1T +sinx)
lim ——.
x—0  sindx

Reseni:

x—0 4dcosdx  4°

. 1
1+ sinx |0| UHp. (. Trsmx €OSX 1
— 8] = Igsinx ~ -

lim —
x—0 sindx
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(224) Vypoctéte limitu

lim (1 —sinx) tgx.

x—=7F

1 —sinx
lim (T —sinx) tgx |O-oo| = lim ———~ |%|
X7 x—T  cotgx

UHp. . .
= lim sin’x cosx = 0.

s
X—)z
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lim - - = -
x—=0 \ xsinx X

(225) Vypoctéte limitu

Reseni:
1 1 X —sinx U'H 1 — cosx UH
. . P . -p-
lim (| ————37) [co—oo| =lim—es | 5| = lim>— 2 5] =
x—0 \Xsinx X x—0 X2sinx x—0 2x sin x + x? cos x
. sinx U'H.p.
= lim o -
x—0 2sinx + 2x cos x + 2x cos x — xZsinx
CcoS X 1

im : : .
x—0 2 cos X + 4 cosx —4xsinx —x2xsinx —x2cosx 6

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

244

|. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(226) Vypoctéte limitu

lim
x—0

1 B 1
sinx ex—1/°

Resent:
1 1 e*—1 —sinx UH
. . -p
lim | — — |oo—oo|-ltm - |g| =
x—0 \ sinx  ex—1 x—0 (eX—1)sinx
UH.p e*+sinx 1

e*—cosx
= | 51

im -
x—0 e*sinx + (eXx—1) cos x

im - — =
x—0 e¥sinx + eXcosx + eXcosx — (ex—1)sinx 2

© Petr Zemanek & Petr Hasil

http://www.math.muni.cz/~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 4. 'HOSPITALOVO PRAVIDLO 245

(227) Vypoctéte limitu

i (5 s ) Joo—oo] = i X |y
x—0*t X sinx
cosx — 1 | | (. —sinx _0

0
0 x—0+ COSX 4+ COSX — X sinx

x—0*t sinX 4+ X cos X
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(228) Vypoctéte limitu

lim x—1 + 1
x—=0 \ 2x2 x(e*—1) /)"
Regenti:

1 (x—1) (e —1) +2x

l"m(x_]* >|—0°+00|:um |o] "2
=0\ 2x% x(e™—1) X0 2x2 (e2x —1) 0
L B e ST LS M FY
=0 4x (e2x—T1) 4 4x? eX x—0 dx e —4x + 4x2 e2x 10
— lim —2 e 42 ¥ 44x e* 19] an
x—0 4 2 +8x e2¥ —4 + 8x e +-8x2 e | 0
: 4 e** +8x e> 1
= lim E——

x—0 8 e2X +-16x e2x +32x e +16x e2* +16x2e2x 6

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 4. 'HOSPITALOVO PRAVIDLO 247

(229) Vypoctéte limitu

lim X 1
x=1\x—1 Ilnx/’

Reseni:

] X 1 o xlnx—x+T 5 tHp.
i (55 ) 1o =t S

lhx+1—1 lnx X2 X 1
—lim T g o iy () S S =
x—1 [nx—|—xT x—1 [nx—|—]—§ x—1 + = x2 x—1 %X+ 1 2
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(230) Vypoctéte limitu

(1
baall 2lnx  x2—1/°

ReSeni:
lim( | )IOO_Ool:umxz—1—21nx|9|l'ip.
x=1\2lhx  x2—1 x=1 2(x2—=1)lnx '°©
. < 2x — 2 )\ _im x> —2 1] (Hep.
o1\ dx lnx + 222D x ol 4x?lnx +2x2—2 1 °
4x 1

:lgn] SxInx +4x +4x 2
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(231) Vypoctéte limitu

lim 1— 1
x—=0\x In(T+x)/)"
Resent:
. 1 1 oo In(T+x)—x UH.p
lim(-———— ) |+ =lim———= | %] =
X%(x ln(1+x)>| coFoo| =lim xtn(T+x) 151
=1 1 1—1— :
= lim Ix R im x |%| il
=0 \ In(T+x)+ 575 T+x x=0 (T+x)In(1+x)+x

—1 1

— 1 -,
(X)) +1+1 2
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(232) Vypoctéte limitu

lim x lnx.
x—0+
Reseni
, . olnx oy tHp . J; .
lim xlanO-(—oo)l = lim —— —| = lim 2+ = lim (—x) =0.
x—0+ x—0+ = x50+ —— x—0+
X X
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(233) Vypoctéte limitu
lim (7t — 2 arctg x) nx.
X—00
Redeni:
. . m—2arctgx ;4 UHp
lim (7t — 2 arctgx) lnx |0-oo| = lim ———— |5| =
X—00 X—00 _
lnx
~ lim —% ~ lim 2x In*x |= | tHp. Zlnzx+@
_XLOO_M]TX'J_(_XLOO1+XZ o0 - xl>oo 2x o
C2Wnfx44lnx oy i o ML Alnx 4 tHp . b
Sl IR T e s i S IR T g o
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(234) Vypoctéte limitu

X—00

X

lim xe ™.

UHp. . 1

. _ . X p.
lmxe"loo-OIzltm—lQI = lim — =0.
x—00 @X o0 x—o00 @X
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(235) Vypoctéte limitu

Reseni:
1
. 1 . ex
lim x ex |O~oo| = lim
x—0t x—0t X
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(236) Vypoctéte limitu

lim xe x.
x—0~
Reseni:
1
. 1 .oeTx UH.p.
lim x e x |0'oo| = lim — |@| =
x—0— x—0— X o0
1
X ex . 1 1
= lim 5 =llm—ex|—e o—|=—oo.
x—0— —X x—0~
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(237) Vypoctéte limitu

lim =
im
x—0 x100
Reseni:
2 2 _ 2
e~ oy UHp . e X (=1)(=2)x73 1 . e™
lim — |(—)|:le 5 =—1U TR
x—0 x100 x—0 100x7? 50 x—0 x10
Je vidét, Ze situace se zhorsila a tudy cesta nevede. Upravme tedy zadani a pocitejme
znovu.
X2 _
) X x 10 UHy.
lim—55 = -2 | ) | -
x—0 %100 x—0 eX o0
) _1OOX—101 ) X—‘?S -
:ltmfz—=50ltm—72 |—| =
x—0 eX 7 (—=2)x 3 x—0 eX o0

| pouzijeme jesté 49 x  I'Hospitalovo pravidlo |

XO
— L] =o.

= 50! lim

x—0 eX
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(238) Vypoctéte limitu

a

lim (cos 3x)*Z.
x—0
Reseni
1 . 1 9
lim(cos 3X)X7 — ellmxﬁo(xfz.lncos&c) —e 2,
x—0
nebot plati
—3sin3 .
- ln cos 3x | 0 | CHp e 3sin3x I 0 | UH.p.
im——-—-12] = lim—=2% — _|lim—m7— |3| =
x—0 X2 0 x—0  2x x—0 2x cos3x ' 0
l 9 cos 3x 9
= — lim - =——.
x—0 2 cos 3x — 6x sin 3x 2
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(239) Vypoctéte limitu
i o (3]

Resent:

lim [tg (5 +)] OB _ imofeotg(@x g (5]} —

x—0
nebot platt
. Tt _cos(2x) - (F4x) o tHp
tim {eotg(2x)-tn[tg (G +x) | } = lim =52 141 =
—2sin(2x) - In (Z +x) + cos(2x) - —7— + —+

tg(%ﬂ) cos? ( %+x)

= lim
x—0 2 cos 2x
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(240) Vypoctéte limitu
lim xT=.
x—1+

Reseni
1 : 1
lim x7= = el (Fxnx) — e !,
x—1+
nebot plati
lnx UH.p 1
lim lnx ) = lim 8] = lim > =1
x—=1+ \ T —x x—=1+ 1 —x x—1+ —1
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(241) Vypoctéte limitu

Reseni:

lim (tgx

x—=7

nebot plati

)thx —e

tg 2x

lim (tgx)
—

limxﬂ% [tg(2x)-In(tg x)] — eil,

‘ . sin(2x) - In(tgx) 5 UHp
2x) - = ol =
lim 19 (20) - n (tg %)) = lim === == | §
2cos(2x) - In(tgx) + sin(2x) - = - I
= lim . : =1
x— T —2sin2x
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(242) Vypoctéte limitu
1

[N

1
in xZ ; 1 i
l[m (Sl X> oy ellmxg’o(xiz'ln%) = ei y
x—0 X

nebot plati

1 sinx ln sinx N X, (cos x)-x—sinx
. . v P S
lim = ln = lim 2" | % | = lim 22 X =
x—0 \ X X x—0 X x—0 2x
. XCOSX —SINX | 4 UHp . COSX—XSINX— COSX
= lim — | 5 | = lim - 5 =
x—0  2x%sinx x=0  4xsinx + 2x2 cos x
. —sinx UH.p. . — COoS X 1
= lim — | (9) | = lim . = ——
x—0 4 sinx + 2x cos x x—=04 cosx +2cosx — 2xsinx 6
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(243) Vypoctéte limitu

Reseni:

1
arctgx \ * . 1 t
l[m ( g ) — ellmxﬂo(;-ln@) = eo = ])
x—0 X

nebot plati

/1 arctgx _ In2<9* | coZ je limita typu 2 neboft platl | 1y,
lm?) —-In = lln% . arctg x UHp. . Hﬁ =
x—0 \ X X x— X lime o = = limo = =1
%farctgx
— lim arc);gx = x2 — lim 1+XXZ —arctgx e X (] +X2) arctgx | 0 | UH.p.
X0 1 x—=0  xarctgx x—0 (1 +x?)xarctgx ' °
i 1 —2xarctgx — 1 I 0 | . o —2arctgx — 133;2
= um = = um =
x—0 (T +3x?)arctgx +x ' © x—=0 6x arctg x + 1]135 +1

~lim —2(1 4+ x?) arctgx — 2x _0
Cx=0 6x(14+x2) arctgx +1+3x2 +14+%x2
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(244) Vypoctéte limitu

lim (cotgx)*"*.
X—)0+( 9 )

lim (COtg X)smx — eleXHOJF (sinx-ln cotg x) — 1)

x—0+
nebot platt
n Losx UH.p. e R
Xlﬂg (sinx - n cotgx) | 0-00 | :Xlir&% | = | = XE@% =

sinx sin? x

) sinx sinx .
= lim | — . = lim 5— =0.
x—0" \sin“Xx - cosx COSX x—0t COS* X
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(245) Vypoctéte limitu

1

S'Ln X\ T—cosx
lim .
x—0 X

1

S.ln X\ T—cosx . ] .
l[m = ellmx"o( 17cosx'ln Sl?cx) — e y
x—0 X

W=

nebot plati

1 sinx ln sinx 'H X, (cos x)x—sinx
. . P . 2
lim - ln = lim —*— I % | = lim 22> X =
x—0 \ 1 — cosx X x—0 1 — cos x x—0 sinx
. XCOSX—SINX ;4 UHp . COSX—XSINX— COSX
=lim————[§] = lim— : =
x—0 X sin” x x=0 sin”x + 2x sinx cos x
, —xsinx o1 UHp . —SinX — X CosX
= lim — ' || = : . _
x—0 sin® x 4+ x sin 2x x—0 2sin X €0s X + sin 2x + 2x cos 2x
. —sinx — X cosx |9| UHop.
x—0 sin 2x 4+ sin2x + 2x cos2x ' °
l — COSX — COSX + XSinx 1
= lim - = ——.
x—0 2 cos 2x + 2 cos 2x + 2 cos 2x — 4x sin 2x 3
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(246) Rozhodnéte, zda je funkce

X-€0s 2x-sin 3x
y X 7é T,

f(x) = 1"2*”2
7 X =TT

spojita.
Reseni:

Pomoci |'Hospitalova pravidla dostaneme

X - €0S 2x - sin 3x E UH.p.
ol =

lim
X—70 Xz — 7'(2
. €0S2x -sin3x — 2x sin 2x - sin 3x + 3x cos 2x - cos 3x 3

= lim =—=,
X—7T ZX 2

coz znamena, ze funkce f(x) nent spojita.
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I. 5. VySetfovani prubéhu funkce

Monotonie a lokalni extrémy

Duasledek 12. Necht md funkce f(x) konecnou derivaci na intervalu 1.

o Je-li f'(x) > 0 pro kazdé x € 1, pak je f rostouci na I.
o Je-li f'(x) < O pro kazdé x € 1, pak je f klesajici na 1.

Definice 13. Necht xo € D(f). Tento bod se nazgva staciondrni, pokud f’(xq) = 0.

Poznamka 14. Lokalni extrém miZze nastat bud ve staciondrnim bodé nebo v bodé, kde '(xo)

neexistuje.

Véta 15. Necht je funkce f(x) spojitd v bodé xo a mad vlastni derivaci v néjakém ryzim okoli
Ofxo}\ xo. JestliZe pro vSechna x € O(xy), x < Xo, je f(xo) > 0 (f(x0) < 0) a jestlize pro vsechna
x € Ofxo}, x > xo, je f(xo) <0 (f(xo) > 0), pak md funkce f(x) v bodé xy ostré lokdlni maximum

(minimum).

Véta 16. Necht f'(xo) = 0. Je-li f"(xo) > O, pak md funkce f(x) v bodé x, ostré lokdlni minimum.

Je-li t"(xo) < 0, pak ma funkce f(x) v bodé x, ostré lokdlni maximum.

Konvexnost, konkavnost a inflexni body

Dasledek 17. Necht je otevieny interval a funkce f(x) md vlastni druhou derivaci na intervalu 1.

o Je-li f"(x) > 0 pro kazdé x € 1, pak je f ostre konvexni na 1.

o Je-li f"(x) < 0 pro kazdé x € 1, pak je f ostre konkdvni na 1.
Definice 18. Necht x, € D(f). Tento bod se nazyva kriticky, pokud f”(x,) = 0.

Véta 19.
e Necht xq je inflexni bod a necht existuje f"(xo). Potom f"(x,) = 0.
o Necht f"(xy) = 0 a existuje okoli Os(xy) takové, Ze plati f"(xy) < O pro kazdé x €
(xo — 8,%0) a f"(xo) > O pro kazdé x € (xo,xo + 8), nebo naopak. Pak je xq inflexnim
bodem funkce f(x).
o Necht f"(xo) =0 a f"(xo) # 0. Pak je xo inflexnim bodem funkce f(x).

Poznamka 20. Inflexnim bodem mtze mize byt bud kritick( bod nebo bod, kde f”(x¢) neexistuje.
Zde je potfeba dat pozor na definici inflexntho bodu. V nékterjch publikacich bgva inflexni bod
definovan jako kritickg bod, v némz druhd derivace méni znaménko, coz znamen4, Ze v inflexnim
bodé must existovat vlastni druha derivace, jejiz hodnota je rovna nule. Inflexni body byvaji nékdy
jesté rozdélovany do dvou kategoril podle chovani f'(xq). Pokud x, je inflexnt bod a soucasné
f'(x0) = 0, nazgva se bod xy sedlovym bode (téz staciondrni inflexni bod). Pokud x, je inflexni

bod s f'(x0) # O, hovofime o nestaciondrnim inflexnim bodé.
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Asymptoty

Definice 21. Bud %, € R. Pfimka x = x¢ se nazgva asymptotou bez smérnice funkce f, jestlize

ma f v xo alespon jednu limitu nevlastni, tj.

lim f(x) ==+oc0 nebo lim f(x) = *oco.

X—Xo+ X—X0—

Véta 22. Primkay = ax+b je asymptotou se smérnicl funkce f pro x — +oco prdveé tehdy, kdyz

existuji konecné limity

lim — =aq, lim (f(x) —ax) =b.
x—+oco X X—-+00

Analogické tvrzen( plati pro x — —ooc.

Vysetirovani priibéhu funkce — postup
i) Defini¢nt obor;

i) spojitost, charakterostika bodt nespojitosti;
iil) lichost, sudost, periodicnost;

v) f(x) =0, intervaly, kde je funkce kladna a zaporng;
v) f(x) =0 a D(f');

Vl) monotome extremg,

vit) f”(x) =0 a D(f");

viii) konvexnost konkavnost, inflexnt bodg,

ix) asymptoty bez smérnice a smérnici;

x) graf funkce.
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(247) Zjistéte, zda je funkce
F(x) = x 3 e xsinx
sudd, nebo licha.
ReSeni:
Pripomenme, ze funkce je suda, jestlize je jeji graf symetricky dle osy y, tj. f(—x) = f(x),
f

a lichg, jestlize je jeji graf symetrick( dle podatku soustavy soufadnic, tj. f(—x) = —
Spoctéme tedy, ¢emu se rovnd f(—x).

f(—X) — (—X)_3 e—(—x) sin(—x) _ _X—3 ex(—sinx) — _X—S e—xsinx — —f(X).

Dana funkce je tedy licha.
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(248) Zjistéte, zda je funkce
x(x? +5)
flx) = ——=
(x) cotg & ln v/x2
sudd, nebo licha.

ResSeni:

Spoctéme, ¢emu se rovnd f(—x).

fox) = P HS] x(P )
= cotg (_17)7 ln ¢ (_X)Z o cotg (_%) In \3/)?
—x(x*+5) x(x2 +5)
- = = f(x).

— cotg )3—7 lnv/x2 cotgx]—7ln VX2
Dana funkce je tedy suda.
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(249) Zjistéte, zda je funkce

sudd, nebo licha.
ReSeni:
Spoctéme, ¢emu se rovnd f(—x).
flx) = (—x)? - 2(x)+1 _ x? + 2.x +1 _ X +.2x +1
sin(—x) —sinx sinx
Dana funkce tedy nent ani sud4, ani licha.

# +f(x).
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(250) Rozhodnéte o kladnosti a zapornosti funkce
(X _ 2) esinx

f(x) = .
arccotgx

Reseni:
Funkce mlze zménit znaménko pouze ve svém nulovém bodé (protnutim osy x), nebo

v bodech, kde nent definovdna (preskocenim osy x). Proto nejprve urcime defini¢nt obor
dané funkce

D(f) =R.
Nynt najdeme nulové body této funkce

f(x) =0,

(x —2) esinx

arccotgx -

(x—2) e =0,
x—2=0,
x = 2.

Obdrzeli jsme celkem dva intervaly, na nichz musime zjistit znaménko funkce.

X (—00,2) (2500)
sgnf — +

f zdpornd | kladna

Dana funkce je tedy zaporna (jeji graf je pod osou x) v intervalu (—oo,2) a kladna (jeji
graf je nad osou x) v intervalu (2, c0).
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(251) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci
f(x) = 12x° — 15x* — 40x3 + 60.

Resent:
Nejdrive urcime definiént obor funkce f(x). Je zfejmé, Ze plati D(f) = R. Spocitdme prvni
derivaci, tj.
f/(x) = 60x* — 60x® — 120x* = 60x*(x* —x — 2).
Nyni musime urcit defini¢ni obor pro f’(x), ten je ocividné D(f’) = R, a staciondrni body
funkce f(x), tedy musime vyfesit rovnici f'(x) = 0. Proto
60x*(x*—x—2)=0 =
= x;=0nebox>’—x—-2=0 = x =0, x; =2, x3=—1.
Tyto body ndm rozdéli defini¢ni obor rozdéli na ¢tyri intervaly (—oo,—1), (—1,0), (0,2)
a (2,00), ve ktergch zjistime znaménka f’(x). Podle téchto znamének urcime priibéh funkce

v jednotlivgch intervalech a uréime pripadné extrémy. K tomu ndm pomGze nasledujict
tabulka

X (—OO,—]) (_]»O) (032) (Z)OO)
sgn f’ + — — +
f /! N NS

Odtud je vidét, ze funkce f(x) je rostouci v intervalech (—oo,—1), a (2, 0), klesajici
v (—1,2). Funkce f(x) ma dva lokalni extrémy, lokalni maximum pro x = —1 a lokalni
minimum pro x = 2.
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(252) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

x2

f(x) =xe”

Reseni:

Stejngm postupem jako v predchozim prikladé obdrzime
D(f)=R, f(x)=e ¥ -2xe ¥ =e*(1-2x}) a D(f)=R.
Nynt urc¢ime stacionarni body funkce f(x), proto
e’XZU 2 =0 =

1 2 2
= 1=-2x¢=0 = xzzz = x1=§axz:—§.

Nynt se ndm defini¢ni obor funkce f(x) rozpadl na tfi intervaly, ve ktergch uréime pribéh

funkce, tj.
< [Cmo)] 29| (5
sgn f’ — + —

f N /! N

N

Tedy funkce f(x) je rostouci v intervalu (—%, @) a klesajict v intervalech <—oo, —%) ,
<§, oo>. Také md dva lokaln{ extrémy, konkrétné lokalnt minimum pro x = —? a lokalnt

: _ V2
maxtmum pro X = 5
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(253) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

XZ

ReSeni:
Uréime potrebné defini¢ni obory a derivaci f(x), tj.

B 2xlnx —x

D(f):(O,])U(],oo), f/(X)— ’ D(f/):(o,])U(],OO).

ln® x
Urcime stacionarnt body, proto

M]# = x(2lhx—-1)=0 =
ln“x

1
= x; =0 nebo lnx:z = X :Oneboxz:e%.
Ovsem bod x; ¢ D(f), proto je stacionarnim bodem pouze x,. Nyni analyzujeme monotonii

funkce f(x), tj.

x | (1,&)
sgnf’| — — +

LA IRV N /!

Tedy funkce f(x) je klesajicl v intervalech (0,1), a (1,+/e), rostouci v intervalu (1/e, c0)
a s lokdlnim minimem pro x = \/e.
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(254) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

f(x) =x—2sinx, x € (0,2m).

Reseni:

Nejdrive uréime defini¢ni obory (ty jsou urceny jiz zadanim prikladu) a f'(x), tj.
D(f) = (0,2nt), f'(x)=1—2cosx, D(f")=(0,2m).

Najdeme stacionarni body

1 U om
1—2cosx=0 = cosx=§ = x1:§axzzg.
A analyzujeme monotonii funkce f(x)
x 103)] 63| (G2
sgnf’ | — + —
f N / N

Funkce f(x) je tedy rostouct na intervalu (%‘,%‘) a klesajict na intervalech (0,%‘),
my,

(%‘,Zﬂ). Funkce ma také dva lokalni extré lokalni minimum pro x = % a lokalni
5m

maximum v bodé x = 5
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(255) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci
1.1

f(x) = —1ln-—.
X X
Re3eni:
Nejdfive uréime defini¢ni obory a f'(x), tj.

D(f) = (0,00), F/(x) = (1+ln1), D(f') = (0, 00).

Najdeme stacionarnt body
1 1 1
——2(1+ln—):O = h-=-1 =
X X X

A analyzujeme monotonii funkce f(x)

x | (0,e) | (e,00)

sgnf’ | — +

f NS

Funkce f(x) je tedy rostouci na intervalu (e,o00) a klesajicl na intervalu (0,e). Funkce
ma také lokaln{ minimum pro x =e.
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(256) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

flx) = (x + 3)2'

eX

Resen:
Nejdfive uréime defini¢ni obory a f'(x), tj.
2+ 4x+3
D(f) =R, f(x)=-2T"XF2" pi=Rr,
eX
Najdeme stacionarni body
X 44 +3
eX

= (x+1)x+3)=0 = x=-—1nebox=-3.

=0 = x*+4x+3=0

A analyzujeme monotonii funkce f(x)

X (—OO,—3) (_3)_]) (_1)00)

sgn f’ — + —
f N\ / N\
Funkce f(x) je tedy rostouct pro x € (—3,—1) a klesajici pro x € (—oo0,—3) U (—1, 00).
Funkce ma lokdlni minimum pro x = —3 a lokalni maximum pro x = —1.
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(257) Rozhodnéte o konvexnosti a konkavnosti funkce

2
szwiy

Resen:

K analyzovéani chovédni tecen grafu funkce f(x) pouzijeme postup analogicky vysetfo-
vani monotonie funkce s tim, Ze budeme zjistovat znaménkové zmény funkce f”(x). Tedy,
nejdfive uréime defini¢ni obory a f”(x), k ¢emuz pochopitelné potfebuje vypoditat i f'(x)
— tu ale jiz zname z prikladu 256, tedy

24 4x+3 24+ 2x—1
D(f) =R, f'(x) = _m’ £ (x) = H—X, D(f") = R.
ex ex
Nyni uréime kritické body, coz jsou feSent rovnice f”(x) =0, tj.
24 2x—1
X—i_—X:O = X42x—1=0 = x=—1—-V2ax;=—1+V2
eX

Ted se nam defini¢nt obor rozpadl na tfi intervaly, ve kterych zjistime jednotlivd znaménka
(%), tj.

x | (=00, =1 —V2) | (=1 —=V2,—1+V2) | (1 + 2, 00)

sgn f” + — +
f U N U

Funkce f(x) je konvexni v intervalech (—oo, —1—+/2) a (—1+1/2, o), konkavni v intervalu
(=1 —+/2,—1++/2) a m4 dva inflexni body pro x = -1 —+v2ax=—1++2.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

278

|. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(258) Rozhodnéte o konvexnosti a konkavnosti funkce

f(x) =x*—2x3 —12x* + 7x — 3.

Reseni:

K analyzovant chovéant tecen grafu funkce f(x) pouzijeme postup analogicky vysetto-
vani monotonie funkce s tim, Ze budeme zjistovat znaménkové zmény funkce f”(x). Tedy,
nejdiive uréime defini¢ni obory a f”(x), k ¢emuz pochopitelné potiebuje vypocitat i f'(x),
tj.
D(f) =R, f'(x) =4x> —6x*> —24x + 7, f"(x) = 12x* —12x — 24, D(f") =R.
Nyni urcime kritické body, coz jsou Fesent rovnice f”(x) =0, tj.

12 —12x—=24=0 = x;=2ax;=-1.
Ted se ndm defini¢ni obor rozpadl na tfi intervaly, ve kter(ch zjistime jednotlivd znaménka
7 (x), tj.

X (_OO)_1) (_])2) (2)00)
sgn f” + —

f U N U

Funkce f(x) je konvexni v intervalech (—oo,—1) a (2, 00), konkavni v intervalu (—T,2).
Funkce ma dva inflexni body pro x = —1 a x = 2.
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(259) Rozhodnéte o konvexnosti a konkavnosti funkce

N

X

f(x) =xe 7.

Reseni:

Nejdrive uréime defini¢ni obory a f”(x), tj.

N
N

D(f) =R, f'(x)=e = (1-x%), f'(x) =xe 7 (x* —3), D(f') =R.
Nynt ur¢ime kritické body, tj.
2
xe z (x**=3)=0 =
= x;=0nebox*=3 = x;=0, x2=V3ax;=—V3.

Ted se nam defini¢nt obor rozpadl na Ctyri intervaly, ve kterych zjistime jednotlivd zna-
ménka f”(x), tj.

X (—oo,—\/§> (—\/§,0> (O,\/§> (\/100)
sgn f” — + —

f N U N U

Funkce f(x) je konvexni v intervalech (—v/3,0) a (v/3,00), konkdvni v (—oo,—+/3)
a (0,1/3). Funkce ma t¥i inflexni body pro x = 0, 4++/3.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

280

|. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(260) Rozhodnéte o konvexnosti a konkavnosti funkce

f(x) = V3.

Reseni:

Nejdfive uréime defini¢ni obory a f”(x), tj.

3

D(f) =R, f'(x)= 5

Rovnice

f(x) =

_ -0

25V/x7
nemd feseni. OvSem druha derivace neexistuje pro x = 0, proto nam tento bod rozdéli
defini¢ni obor funkce f(x) na dva intervaly, proto

6
259x7

D(f") = R\ {0).

x | (—00,0) | (0, 00)
sgn f” + —
f U N

Funkce f(x) je konvexni na intervalu (—oo,0) a konkavni na intervalu (0, —o0). Funkce

méd inflexnt bod pro x = 0.
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(261) Urcete asymptoty bez smérnice funkce

f(x) = —.
) =
Re3eni:
Urcime defini¢nt obor funkce f(x), tj.

D(f) =R\ {0},
proto jedingm mozngm bodem, ktergm mize vést asymptota bez smérnice je x = 0. Musime
ovérit limitn{ chovant funkce f(x) v tomto bodé, tj.

o1

lim — = +oo0.

x—0 X
Proto existuje asymptota bez smérnice a je dana rovnict x = 0.
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(262) Urcete asymptoty bez smérnice funkce

f(x) = 5x 4+ X

X

Reseni:
Postupujeme stejné jako v pfedchozim ptikladé. Urcime defini¢ni obor funkce f(x), tj.
D(f) =R\ {0},

proto jedingm mozngm bodem, kterym miize vést asymptota bez smérnice je x = 0. Musime
ovéFit limitn{ chovani funkce f(x) v tomto bodé, tj.

lim (5x+ S‘”X) — 1.

x—0 X

Proto asymptota bez smérnice neexistuje.
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(263) Urcete asymptoty v oo funkce

ResSeni:
K urcent rovnice asymptoty se smérnict budeme postupovat dle danygch vzorc(, proto

£ 3x
a= Llim fx) = lim > = lim 3x = lim 3 T =3,
x—+oo X x—too X x—+o0 X — x—+oo ] — 1
3x? 3x? —3x* +3
b= lim (f(x)—ax)= lim ( x —3x) — lim = 3% +3x =
x—=to0 x—too \ X — x—Eoo x—1
= lim 3x =3.

Pri vgpoctu jsme vyuzili moznost nerozliSovat, zda limitu pocitame v +co nebo —oo (toto
samoziejmé v nékterych pripadech neni mozné a asymptoty se mohou Lisit). Proto rovnice
asymptoty se smérnicl je v obou smérech rovna y = 3x + 3.
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A

(264) Urcete asymptoty funkce
f(x) = ——.

Reseni:
Nejdrive se zaméfime na asymptoty bez smérnice. Proto nejdfive urcime defini¢ni obor

D(f) = R\ {£2}.
V ,dirdch” defini¢ntho oboru vypocitame jednostranné limity, tj.
l 4+x3 li 4 4 x3 o0, x—27,
im —— = lim =
x24 —x2 x=2(2—x%x)(2+x) —00, X — 2+)
A 4 +x3 +oo, x ——27,
lim 5= lim —————— =
x—=24—x x=-2(2—x)(2+x) —00, x— —2".
Funkce f(x) ma tedy dvé asymptoty bez smérnice o rovnici x = 2 a x = —2. Nyn{ uréime
asymptoty se smérnici, tj.
443 3 4
4 S +1
a= lim = = lim X im X =—1,
x—too X x—too 4x — X3 x—+oo % —
4453 4453 4 dx — %3 L+
b= lim (25 yx) = fim SIXFETE oy 2T
x—too \ 4 — xz x—+too 4 — x2 x—+oo ):iz —
Funkce f(x) ma asymptotu se smérnici o rovnici y = —x
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(265) Urcete asymptoty funkce

Reseni:
Nejdiive se zaméiime na asymptoty bez smérnice. Proto nejdrive urcime defini¢ni obor
D(f) = R\ {1}

Vypocitame jednostranné limity v —1, tj.

ex ‘o0, X — —]+,
lim =
x—=—-1%x+ 1 —00, X — —17,
Funkce f(x) ma tedy asymptotu bez smérnice o rovnici x = —1. Nyn{ uréime asymptoty
se smérnici, tj.
e X
N , e
a= lim X = lim =
x—too X x—too X2 4+ X
, UHp. | x UH.p. . x
e o] 7 e x - e —
llmx_mo Zix o I = llmx_mo pm] | P> | = llmx_,oo 5 = oQ,

. eX _
leX_HX) ix = 0.
V dalsim nds tedy zajima pouze smér do —oo, proto
: e¥
b= lim =0
x—t—00 X + 1
Funkce f(x) ma asymptotu se smérnici pouze ve sméru —oo o rovnici y = 0.
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(266) VySetrete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funk&nimu predpisu vyhovuiji viechna realna &isla takova, e x* —1 # 0. Proto mame

D(f) = R\ {£1).

i) Zjistime limitnt chovani v bodech nespojitosti, proto pfimgm vypoctem thned obdrzime
i X~ (] +
im = lim . = +00
x—1+ x2 — 1 =1+ \x+1 x—1 ’

lim X = lim X ] = —
e —1 e k1 x—1) T ™

iii) Ponévadz plati
f(x) = S = —f(x),
je zadana funkce licha (to nam usnadnénti kresleni grafu). Je zfejmé, Ze funkce nemize
byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 < x¥=0 < x=0.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (—OO,—1) (_])O) (0)]) (])OO)
sgnf — + — +

f zdpornd | kladnd | zapornd | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
ey = X (¥ =3)
f (X) = 2 )
(x*—=1)
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

flx) =0 XZ(X2_3):0 = X =0, = V3, x3=—V3,

D(f) =R\ {+1).

X (—oo,—\/§> (—\G,—1) (—1,0) | (0,1) (1\@) (\/§00>

sgn f’ + — — — — +
f / N N N\ N /
Z tabulky vidime, ze funkce f(x) ma lokalni maximum pro x = —v/3 a lokdln{ minimum

pro x = v/3. Ve vijzna¢nijch bodech (lok. extrémy, infl. body) je vhodné znét i jejich
funként hodnotu, proto spocitame f (—\/§> = —% Jaf (\/§> = %\/3
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vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

2x (x> +3
i) = 208 g g,
(x*—1)
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkdavnosti, tj.
f'(x) =0 = 2x(x*+3)=0 = x=0,
X (_OO>_]) (_]»O) (O>]) (],OO)
sgn f” — + — +
f N U N U

Funkce f(x) ma tedy v bodé x = 0 inflexnt bod. Z pfedchoziho jiz vime, ze f(0) = 0.
V inflexnim bodé uréime jesté smérnici tecny, tj. f'(0) = 0, coz znamena, Ze tec¢na je
v tomto bodé rovnobézna s osou x.

ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce mé dvé asymptoty bez smérnice o rovnicichx =Tax = —1.
Urcime i asymptoty se smérnicl (pokud existujt), proto
X3 2 ]
. Xz— . .
a= lim = lim = lim =1,
x—too X x—+oo X2 — x—too | — X1_2
3 3.3 1
. X X=X +X . X
b= Llim —x ) = lim = lim - =0.
x—4o00 \ X2 — 1 x—+oo x2 — 1] x—Foo | — =

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, kterd je dana rovnici y = x.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozt vpocty a obdrzime graf funkce

OBRAZEK 17. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 266.
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(267) VySetrete pribéh funkce

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuiji vSechna realna cisla takova, ze x +1 # 0. Proto mame

D(f) =R\ {1}
i) Zjistime limitn{ chovani v bodu nespojitosti, proto pfimgm vypoctem thned dostaneme
2 2
XL@H Tx+1 il x+1 ~(to0) = —oo,
x? x?
lim — = lim — = —(—o0) = 0.
x——1- X+1 x——1- X—|—1
iit) Ponévadz plati
2
X
f(—x) = — +f
(X) = = # *(x),

neni zadand funkce ani lichd, ani sudad (coz je vidét uz z nesymetrie defini¢ntho
oboru). Vzhledem k defini¢nimu oboru je zfejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

flx) =0 <= x*=0 < x=0.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (_OO)_1) (_1)0) (O>OO)
sgnf + — —

f kladnd | zapornd | zdporna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
—x? — 2x
(x+1)2°

vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f(x) =0 = —x(x+2)=0 = x=0,%=-2.

f'(x) = D(f) =R\ {1}

X (_OO)_Z) (_2)_]) (_])O) (O)OO)
sgn f’ — + + -
f N /! / N
/ tabulky vidime, Ze funkce ma v x = —2 lokdlni minimum a v x = 0 lokaln{ maximum.

Spoctéme v téchto vjznacn(ch bodech funként hodnotu.
f(—2) =4, f(0) = 0.
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

—2x —2 —2
f//(X) — X

(x+1)* (x+1)%
D(f") =R\ {-1}
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viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f'lx) =0 = -2=0,
coz je nesmysl. Druha derivace tedy nema zadny nulovy bod. Nesmime ovsem zapo-

menout, Ze jejl znaménko se miize zménit i v bodech, ve ktergch neni definovana (t;.
v ,dirdch” jejtho defini¢ntho oboru).

x [ (=00, —=1) | (=1, 00)
sgnf” + —
f U N
ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce ma jednu asymptotu bez smérnice o rovnici x = —1.
Urcime i asymptoty se smérnici (pokud existuji), proto
X2
a= lim =—— =—1,
x—+oo X~ + X
2 X
b= lim — +x = Llim =1.
x—too X + x—too X + 1
Funkce f(x) ma tedy v 400 i —oo asymptotu se smérnici, ktera je déna rovnici
y=—x+1
x) Nyni zkombinujeme vS8echny predchozi vpocty a obdrzime graf funkce
6_
5
4_
yoo3q
=

MWMMM%« Ar o G e D S TOde D D0 O el O O Ol D S0 O O B

OBRAZEK 18. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 267.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

290 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(268) VySetrete pribéh funkce
f(x) = 1— +Ilnx
X

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vS8echna kladna redlna cisla, tedy

D(f) = (0, 00).
it) Zjistime limitn{ chovani na okraji defini¢ntho oboru
] . T+xlnx
lim — 4 lnx |oo—oo| = lim ——
x—0+tX x—0F X
1
. . UHp. . I .
lim xlnx = lim % =" lim =X = lim —x =0
x—0+ x—0t = x—0t —— x—0+ = 00
X =
= lim T+xlnx #
x—0+ x

iii) Vzhledem k tvaru defini¢niho oboru je zfejmé, Ze zadand funkce nent ant lich4, ani
sudd, ani periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

f(X):O,
1
—+Ilnx =0,
X
1
lnx = ——
nx "
lnx* =—1,

kde pouzité tpravy jsou vzhledem k oboru hodnot korektni. Protoze Inx* > 0, dana
funkce nema zddng nulovy bod a je tedy na celém svém definicnim oboru bud pouze
kladnd, nebo pouze zaporna (zdGraznéme, ze definicnt obor je ,bez dér”). Tedy

x [ (0,00
sgnf +
f | kladnd

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.

_x—1

f(x) = ,  D(fY) =R\ {0}

X2
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.
f'ix) =0 &= x—-1=0 & x=1.
Pripomenme, ze vSe navic probtha na defini¢nim oboru plvodnt funkce, tj.
X (0,1) | (1,00)
sgnf’ | — +
f NS

Z tabulky vidime, ze funkce ma v x = 1 lokalni minimum. Spoc¢téme v tomto vjznacném
bodé funként hodnotu.
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vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

—x*+2x 2—x
f”(x) — X4 = X3 )

D(f") =R\ {0}.
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f"x)=0 &= 2-—x=0 & x=2

x  1(0,2) | (2,00)
sgnf” | + —
f U N

Cili funkce f mé& v x = 2 inflexni bod. Funkéni hodnota v ném je

£(2) :%ana,w.

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce ma jednu asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0.
Asymptotu se smérnict md, opét vzhledem k defini¢nimu oboru, smysl hledat pouze

vV +00:
T+lnx 1+xlnx -~
a= lim % = lim |;|
X—00 X X—00
1+ lnx " 1
Py L0 =|§|‘H=p lim — =0,
X—00 X Xx—00 LX

1
b= lim — 4+ lnx = o0,
x—o00 X

tedy funkce f(x) asymptotu se smérnici nema.
x) Nynt zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce
5

OBRAZEK 19. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 268.
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(269) VySetrete pribéh funkce

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuiji v8echna redlné ¢isla takovd, 7e 3x? # 0. Proto mame
D(f) =R\ {0}

it) Zjistime limitn{ chovani v bodu nespojitosti, tj.

l 1_2X—l' 1—2x 1 —
ball S WS Rl 3 )T T

iit) Ponévadz platt

X2’
neni zadana funkce lichd ani suda. Je zrejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Uréime priseciky s osou x, tj.
1
fx) =0 & 1-2x=0 <= X =3

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

x 00| 0 | (oo
sgnf + + —

f kladna | kladna | zaporna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
2(x—1)
3

vi) Nynt urc¢ime stacionarni body a intervaly monotonie, t;j.

fllx) =0 & 2x—1)=0 & x=1,

f'(x) = D(f') = R\ {0}

X (_OO) O) (O) ]) (] ) OO)
sgn f’ + — +
f /! NS

Z tabulky vidime, ze funkce f(x) ma pro x = 1 lokalni minimum s hodnotou f(1) = —
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor

1
3-

2(2x —
o0 =223 b~ o)
3x4
viii) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f’x) =0 &= 2(2x—-3)=0 & x= %,
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« [0 [03)] G
sgn f” + + —
f U U N
Z tabulky vidime, Ze funkce f(x) md pro x = % inflexni bod. Plati f(%) = —2%

a smérnice te¢ny je rovna f (3) = s% coz ndm tentokrdt nacrt grafu prilis neusnadnt.

ix) Z bodu ii) plyne, Zze funkce md asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0. Urcime
it asymptoty se smérnict (pokud existuji), proto

1—2x ] 2 1 2
. 2 . — X . 3 3z
a= lim 2= = lim = lim 22X =0,
x—Foo X x—+oo 3X3 x—too 3
1 2
1T—2x - — =
b= Llim = lim X2—2%=0.
x—to00 3x2 x—to0

Funkce f(x) mé i asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnict y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce
3 -4

_3_

OBRAZEK 20. Graf funkce f(x) z Pfikladu 269.
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(270) VySetrete pribéh funkce

Reseni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu pfedpisu vyhovuji vS8echna redlna ¢isla takova, tj.
D(f) =R.
it) Z bodu ii) plyne, Ze funkce je spojitd v R.
iit) Ponévadz platt
x?—1

je zadana funkce suda (to ndm usnadnént kreslen( grafu). Je zfejmé, ze funkce nemze
byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

flx) =0 <= x*—1=0 <= x==lI.

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (—OO,—]) (_])]) (]>OO)
sgnf + — +

f kladna | zdporna | kladna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
4
f(x) = ——~ D{)=R.
(x*+1)
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

flilx)=0 = x=0,

X (_OO)O) (0,00)

sgn f’ — +
f N /
V bodé lokdlntho minima x = 0 urcime funként hodnotu, tj. f(0) = —1.
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor
4 (3x* —1
f’(x) = —(—3,), D(f") =R.
(x*+1)

viii) Urcime inflexnt body a intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.

f'(x) =0 <= 3x*—-1=0 < x==+
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EIETIs
sgn f” — + —
f N U N

ok
N——
Il

Z tabulky vidime, ze funkce f(x) ma dva inflexni body x = j:‘/?g s hodnotami f (j:

1 V3) _ 43v3
ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce nema dvé asymptoty bez. Ur¢ime asymptoty se smérnict

(pokud existuji), proto

XZ] XZ—]
a= lim 2 = lim = lim = =0,
x—doo X x—+oo X3 — X x—Foo 1 — =
X
2 1
. x-—1 . -z
b= lim ———= lim =1
x—=+oo X2 + 1 x—>:|:oo]+—2
X

Funkce f(x) ma asymptotu se smérnici, kterd je ddna rovnici y = 1.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce

1_

0.5

OBRAZEK 21. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 270.
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(271) VySettete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funk&nimu predpisu vyhovuiji véechna realna &isla takova, e x2 —1 # 0. Proto mame
D(f) = R\ {£1}.

i) Zjistime limitnt chovani v bodech nespojitosti, proto pfimgm vypoctem thned obdrzime

X+ 4T
lim = lim . = +o0,

X—)]+X2—1_X~>1+ x+1 x—1
lim X3 — lim X411\
X1 T e\ x+1 x=1) T T
3
lim ZX = —00,
x——11t X- — 1
3
K =
XHLT]* X2 — 1 +oo
iit) Ponévadz plati
x4+ 1
flx) = S = —f(x),
x?2 —1

je zadana funkce suda. Je zfejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Je ziejmé, Ze priiseciky s osou x neexistuji (nebof rovnice x* + 1 = 0 nemé4 Fedeni).
Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (—OO,—]) (_])]) (]>OO)
sgn f + — +

f kladna | zdporna | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jejt defini¢nt obor, tj.
4x
f'(x) =——, D(f")=R\{*1}.
(x2+ 1)
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

fllx)=0 = x=0,

X (—OO,—1) (_]>0) (O>]) (]>OO)

sgn f’ + + — —
f /! / NNy
V bodé lokdlniho maxima x = 0 uréime funkéni hodnotu, tj. f(0) = —1.
vii) Spocitdme druhou derivaci a urcime jeji defini¢nt obor
4(3x*+1
f'(x) = (—3)> D(f") =R\ {£1}
(x*—1)

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

|. 5. PRUBEH FUNKCE 297

viii) Funkce nemd kritické body (rovnice 3x* + 1 = 0 neméa FeSen{). Ur&ime intervaly
konvexnosti a konkdvnosti, tj.
X (_OO)_]) (_]>]) (])OO)
sgn f” + — +
f U N U
Je vidét, ze funkce nema inflexni body.
ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce ma dvé asymptoty bez smérnice o rovnicichx =T ax = —1
Urcime i asymptoty se smérnicl (pokud existuji), proto
x2+1 2 1 1
. - .o xt+1 N
a= lim =L = lim = lim > =9,
x—too X x—to00 X3 — X x—too ] — X]—z
2 1
X+ 1 T+ =
b= lim AL lim =1,
x—too XZ — 1 x—Foo | — )3—2

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnici y = 1.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozt v(jpocty a obdrzime graf funkce
10

_10_

OBRAZEK 22. Graf funkce f(x) z Prikladu 271.
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(272) VySettete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funk&nimu predpisu vyhovuiji viechna realnd &isla takova, e 3 —x? # 0. Proto mame

D(f) = R\ {+V3).

i) Zjistime limitnt chovani v bodech nespojitosti, proto pfimgm vypoctem thned obdrzime

X 1
lim ——— = —00
x—>\/§+3_xz x—>\f4r (\/_+X \/_—X> ’

= —|—oo)

X 1
X—>\/§_3_X2 x—n[ (\/_‘l‘x \/§—X>

je zadand funkce lichd. Je ziejmé, Ze funkce nem(ze bt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 < x=0.
Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto
oA 6 [ (5]

sgn f + - + —

f kladna zaporna | kladnd | zdporna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
3 2
Fix) = X D) =R\ {£V3}.
(3—x%)

vi) Je ziejmé, Ze funkce f(x) nema staciondrni body. Urcime intervaly monotonie, tj.

x | (=00,—v3) | (—v3,v3) | (v3,0)
sgn f’ + + +
f /! /! /!

Funkce f(x) tedy nema z4dny lokalni extrém.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

2x (94 x?)
(3—x2)* "’

£ (x) = D(f") = R\ {£V3}.
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viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f'(x) =0 < 2x(9+x)) =0 < x=0,

< |or)] (59 (08) | (39

sgn f” + — + —

f U N U N

Z tabulky vidime, Ze funkce f(x) ma inflexnt bod pro x = 0. Z pfedchoziho jiz vime,
Ze f(0) = 0. Uréime zde jesté smérnici tecny, tj. f'(0) = %

ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce mad dvé asymptoty bez smérnice o rovnicich x = /3

a x = —/3. Urime i asymptoty se smérnici (pokud existuji), proto
x 1
iz . X , =
a= lim > = lim —— = lim =22 =0,
x—too X x—4o00 3x — X3 x—=+o0 X% —1
1
b= Llim lim +—=—=0.

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, kterd je dana rovnici y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vpocty a obdrzime graf funkce

OBRAZEK 23. Graf funkce f(x) z Pfikladu 272.
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(273) VySettete pribéh funkce

Reseni:
Budeme postupovat dle ndavodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuiji vSechna redlna cisla takova, ze x # 0. Proto mame

D(f) =R\ {£0}.

i) Zjistime limitn{ chovant v bodé nespojitosti, proto primgm vgpoctem thned dostaneme

l'm1 —l—l =+ l'm1 -l-l =—
a2 \ X)) T A\t T

iii) Ponévadz plati

je zadand funkce licha. Je ziejmé, Ze funkce nemlze byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.
1 2

1
flx) =0 < x—l—;:O = x:—; = x =-—1,

tedy funkce nemd priseciky s osou x. Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(x)
kladna a zaporn4, proto

X (—O0,0) (O)OO)
sgn f — +

f zapornd | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.

, x? —1
f(X)Zz—Xz>

vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'ix) =0 <= x*—1=0 &= x==I,

D(f') = R\ {+0).

X (—OO,—1) (_1>0) (O>1) (1»00)

sgn f’ + — — +
f /! NN S
Urcime funkcntho hodnoty lokalntho maxima pro x = —1 a minima pro x = 1, tj.

f(—=1)=—-1af(l)=1.
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor

(x) = % D(f") = R\ {+0).

viii) Inflexnt body ocividné neexistuji, urcime intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
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X (—O0,0) (0500)
sgn f” — +

f N U

Z tabulky vidime, Ze funkce f(x) nema inflexni bod.
ix) Z bodu ii) plyne, Zze funkce ma asymptotu se smérnici o rovnici x = 0. Urcime
it asymptoty se smérnict (pokud existuji), proto

1 1 2 1
IR ¢ ) I S o S o= S |
a_xgzrpoo X _XLL:[POO ZXZ _XE;:nOO 2 B 2)

. 1 1 X , 1
b= tm [z ("*z) —21 = Mm% =0
Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, kterad je déna rovnici y = 3.
x) Nynt zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce

4_

OBRAZEK 24. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 273.
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(274) VySettete pribéh funkce

ReZeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funk&nimu predpisu vyhovuiji viechna realnd &isla takova, e x* —1 # 0. Proto mame
D(f) = (0,00).
i) Zjistime limitni chovant v levém krajnim bodé defini¢ntho oboru, tj.
. lnx
lim — = —oo0.
x—0T X

iii) Defini¢nt obor funkce f(x) neni symetricky, proto funkce f(x) ani nemGze byt licha
nebo sudd. Navic, je ziejmé, ze funkce nemlize byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx) =0 <— Inhx=0 < x=1.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

x | (0,1) | (1,00)
sgnf — +

f | zaporna | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
1—Inx
f/(X) = X2 y D(f/) = (0,00) .
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'ilx)=0 < 1-lhx=0 = x=ce,

x | (0,e) | (e,00)

sgnf’ | + —
f 0N
Pro x = e ma funkce f(x) lokalni maximum s funk¢ni hodnotou f (e) = _]E'
vii) Spocitdme druhou derivaci a urcime jejl defini¢nt obor
f’(x) = —3+X—32lnx) D(f") = (0,00).

viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

3

f'"(x) =0 &= 2lnx—3=0 <= x=e2,

sgnf” — +
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V bodé x = e> mé funkce f(x) inflexni bod. Plati f (e%> = ;—’e_% a smérnice tecny

. 3 ¥ s fp gy vrley ;
jerovna f ez | = —21?, coz nam tentokrat nacrt grafu prilis neusnadnt.

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce ma asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0. Urcime

L asymptotu se smérnict (pokud existuje — smér pro x — —oo nemd smysl uvazovat),
proto

lnx

: 1
a= lim = |@| 2P fim X =0,

x—o0o X o0 X—00 ZX o
1
lnx UH =
. -p- .
b:llm—|§| = lim £ =0.
Xx—o0 X o0 X—00

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnict y = 0.

x) Nyni zkombinujeme vS8echny predchozi v(pocty a obdrzime graf funkce
0.5

y -0.59

OBRAZEK 25. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 274.
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(275) VySetrete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna realna ¢isla takova, ze x # 0. Proto mame
D(f) =R\ {0}

i) Zjistime limitn{ chovant v bodé nespojitosti, proto pfimgm vgpoctem thned dostaneme

. lnx? ~Inx?
lim — = —o0, lim — = +o0.
x—0T X x—0— X
iii) Ponévadz plati
ln x? lnx?
fl—x) = =— = —f(x),
—X X

je zadand funkce licha. Je zfejmé, ze funkce nemlze byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 <= Wx*=0 < x*=1 <= x==l1.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (_OO>_1) (_])O) (O)]) (],OO)
sgnf — + — +

f zaporna | kladna | zdpornd | kladnd

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
2 —Inx?
flx) ===3—, D(Ff)=R\(0).
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'ix) =0 <= Whx*—2=0 = x*=¢? = x==e,

X (—oo,—e) (_ e)O) (0,6) (e,oo)
sgnf’ — + + —
f N /! 2N
Funkce f(x) ma lokaln{ minimum pro x = — e a lokdlni maximum pro x = e s funkénimi
hodnotami f(—e) = —% af(e)= %
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor
2lnx? — 6
(x) = =, D) =R\ {0},

X3
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f’(x) =0 <= Ihx*-3=0 = x*=¢& = X =—+e?

-
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Funkce f(x) ma tfi inflexnl body pro x = +e? ax=0. Vypocitdme funként hod-

3
o | (Cooet)

(o)

sgn f” —

- - -

f N

U N U

noty a smérnice tecen, proto f <—e%> = 3e 3, f/ (—e%> =5¢e f (e%) =3e2,

f’ (e%

=—e".

3

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce mé& asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0. Urcime
it asymptoty se smérnict (pokud existuji), proto

lnxz I. 2 1
, , nx UHp. .. =3 °2X
a= lim == lim | = | = lim = =0,
x—too X x—too X2 oo x—too  2X
1
. lnx? UHp. . =2 2X
b= lim —|§| = lim 2% =0.
x—Foo X o0 x—too 1

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnici y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce

3

-3 4

OBRAZEK 26. Graf funkce f(x)

z Prikladu 275.
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(276) VySetrete pribéh funkce
f(x) =x—Inx.

Reseni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodn( casti této kapitoly.

i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna redlna cisla takova, ze ln x existuje. Proto mame
it) Zjistime limitn{ chovani v levém krajnim bodé defini¢ntho oboru, proto

l'u(T)]+ (x — Inx) co.

iit) Defini¢ni obor nent symetricky, proto funkce f(x) nemdze bgt suda ani licha. Navic,
je zfejmé, ze funkce nent ani periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 < x=Inx.

Pokud si vzpomenete na grafy elementarnich funkci, viz

3_
2—.
1_

T ,l///// 1
-1 0 -1 2
7~
0 %

/
/
/
_2—
/
/
.34/
|
|
_4—
|
_5_.
[—y=x ——y-Inx|

7

je zfejmé, ze funkce f(x) nemd zadné priseciky s osou x, proto

x| (0,00
sgnf +
f | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
1
F(x)=1——, D(f)=R\(0}.
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'ix)=0 <= 1:3—C = x=1,
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x | (0,1) | (1,00)
sgnf’ | — +
f NS

Uréime hodnotu lokdlntho minima, tj. (1) = 1.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

’(x) = %, D(f") =R\ {0}
viit) Kritické body neexistuji, uréime intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.
X (0, 00)
sgn f” +
f U

Je tedy zfejmé, ze funkce f(x) nema inflexni bod.

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0. Urcime i asymptotu
se smérnict (smér pro x — —oo nema smysl), proto

1

.o x—1Inx UHp. . 1 —+
a= lim Iﬁl =" lim =1,
x—00 X o0 x—00 |
b= lim (x —lnx—x) = lim lnx = co.
X—00 X—00

Funkce f(x) tey nemd asymptotu se smérnict.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi v(jpocty a obdrzime graf funkce
54

OBRAZEK 27. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 276.
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(277) VySettete pribéh funkce

1 -
f(x):[n,/Jr—S.mX
1 —sinx

Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Zakladnt rdmec defini¢ntho oboru je jiz ddn zadanim prikladu. Dale musi platit

v intervalu x € (0, 27).

Reseni:

1+ sinx ]
— > 0 a soucasné sinx # 1.
1 —sinx

Redeni druhé rovnice dostaneme ihned, tj. x # T (stdle plati x € (0,2m)). Prvni
rovnici rozdélime do dvou moZnosti

T4+sinx>0&1—sinx >0 nebo 14+sinx<0&1—sinx <0,
sinx > —1 & sinx < 1 nebo sinx < —1 & sinx > 1,
X € <O, 37”) U (%1,27t> & x € <O, g) U (%,27‘[> nebo soustava nema tesent.

Tedy defini¢nt obor zadané funkce je

T T 37 3m

it) Urcime hodnoty v krajnich bodech defini¢ntho oboru, tj. f(0) = 0 a f(2mr) = 0. Také
zjistime limitn{ chovant v bodech nespojitosti, proto pfimym vgpoctem ithned dosta-

neme
T+sinx T+sinx
ltm ln 00, llm n
T—sinx X 3% T—sinx
i) Vzhledem k defini¢nimi oboru nent funkce f(x) sud4, licha ani periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.
1 +sinx

fx) =0 & —=1 & l+4sinx=1-sinx
1 —sinx

— 2sinx=0 & x=T.

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

x [03) ] Gm) | (mF) | (52n)
sgnf + + - -

f | kladnd | kladna | zapornd | zaporna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.

vy ] N T T 37 Ry
Fiix) = cosx’ D(f) = <0’ E) - (E’?) - (7’27t>

vi) Stacionarni body neexistuji, nynt ur¢ime intervaly monotonie, t;.
x [03)]GF) | (52
sgnf’ | + — +
f 7N /

Zadana funkce tedy nemd zadné lokalnt extrémy.
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vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

iiy) = SiX = 0. (T3 (3
P = =5, D(f)_<0,2)u(2,2)u(2,27t>.

viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f'x) =0 &= sinx=0 & x=0,x=m x3=27.

x |03)Gm)|(mF) | (520
sgnf” |+ + — —
f U U N N

Je zfejmé, Ze kritické body x; = 0 a x3 = 27t nemohou byt inflexnimi body. Urcime

funként hodnotu a smérnici teény v inflexnim bodé x =, tj. f () =0 a ' (7r) = 0.
ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce méa dvé asymptoty bez smérnice o rovnicichx = 7 ax = 37”
Ponévadz jsme na omezeném intervalu, nema smysl uvazovat asymptoty se smérnict.

x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce
3_

OBRAZEK 28. Graf funkce f(x) z Prikladu 277.
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(278) VySetrete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vsechna realnd disla, tj.
D(f) =R.

it) Funkce f(x) je spojitd v celém defini¢nim oboru.
iit) Ponévadz platt

N

X

f(—x) = —xe” 7 = —f(x),

je zadana funkce lichd. Je ziejmé, ze funkce nemlze byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

flx) =0 < x=0.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (_OO>O) (O)OO)
sgnf — +

f | zapornd | kladna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.

X2
f'(x)=e 2 (1-%x%), D(f)=R.
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

flix) =0 <= 1—-x*=0 <= x==I,

X (_OO’_1) (_]> ]) (1»00)
sgn f’ — + —
f N\ /! N
Funkce f(x) md lokdln{ minimum pro x = —1 a lokalni maximum x = 1 s funkénimi

hodnotami f(—1) = —e 7 a f(1) = e 3.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

f(x) =xe T (x}—3), D(f")=R\{£l}

viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f'x)=0 X(X2_3):O = % =0, x =—V3, x3 =3.

o B[ (59 [(08) [ (V5)

sgn f” — + —

f N U N U
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Funkce f(x) mé ti inflexni body pro x = +£v/3 a pro x = 0. Ur&ime funkéni hod-
noty a smérnice tecen v inflexnich bodech, proto f (—\/§> = —\/ge_%, f/ (—\/§> =
—2e3, f(0)=0f(0)=1,f (\/3) =v3e 3 af (\/§> = —2e3,

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce nema asymptoty se smérnict. Urclme i asymptoty se
smérnict (pokud existuji), proto

_x? 5
xe 2 . _xZ
a= lim = lim e” 7 =0,
x—+oo X x—+oo
x2 UHp. . 1
b= lim xe 7 = lim — |@ = lim = =0.
x—E00 x—too X 1 x—%00 4 0%

Funkce f(x) ma tedy asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnici y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce

0.6

0.4

0.2

OBRAZEK 29. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 278.
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(279) VySettete pribéh funkce
f(x) = x — arctgx.

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna realna cisla, tj.
D(f) =R.
it) Je zfejmé, Ze funkce f(x) je spojita v R.
iit) Ponévadz plati
f(—x) = —x — arctg(—x) = —(x — arctg x) = —f(x)

je zadana funkce licha. Je ziejmé, ze funkce nemlze byt periodicka.
iv) Urcit praseciky s osou x nent snadné, zfejmé

flx) =0 < x=0.

Existence dalsich nulovgch bodd mizeme vyloucit, nebot v bodé vi) ukdzeme, Ze
funkce je stale rostouci. Proto obdrzime

X (_OO>O) (O)OO)
sgnf — +

f zapornd | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
1 x?
f/ = 1 —_ = D f/ - R.
) T+x2  1+4x¥ ()

vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, t;.

fllx) =0 <= x*=0 <= x=0,

X (_OO)O) (O) OO)
sgnf’ + +
f /! /

Funkce f(x) tedy nemd lokdln{ extrémy.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor
2
f'(x) = ———, D(f") =R.
(14 x?)

viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f'(x) =0 &= x=0,

X (_OO)O) (0,00)
sgn f” — +

f N U
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Funkce f(x) ma tedy inflexnt bod pro x = 0. Z ptedchoziho jiz vime, ze f(0) = 0.
V inflexnim bodé uréime jesté smérnici tecny, tj. f'(0) = 0, coz znamena, Ze tec¢na je
v tomto bodé rovnobézna s osou x.

ix) Asymptoty bez smérnice neexistuji, urcime asymptoty se smérnict (pokud existuji),

proto
. X —arctgx UHp. . 1— _1+]Xz
a= lim —|2| = lim ——— =1,
Xx—oo X x—£00 1
, _ s
b= lim (x—arctgx —x)=— Llim arctgx = £—.
x—+o0 x—+oo 2

Funkce f(x) ma tedy dvé asymptoty se smérnici. Pro x — —oo je dana rovnici
y=x+7 aprox— +oo mame y =x— 7.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce
3 —_

_3_

OBRAZEK 30. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 279.
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2x
f(x) = arccos (1+—xz> .

(280) VySetrete pribéh funkce

Reseni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna realnd cisla, proto
D(f) =R.

it) Funkce f(x) je spojitd v celém defini¢nim oboru.
iit) Ponévadz platt

—2x 2x
f(—x) = arccos el 7T — arccos o)

(zde jsme vyuZili vztah arccos(—x) = t—arccos x) neni zadané funkce licha ani suda
(to zjistime jiz z grafu elementdrni funkce arccos x). Je ziejmé, ze funkce nemize byt

periodicka.
iv) Uréime priseciky s osou x, tj.
2x 2
fx)=0 & —55=1 & [x-1)=0 < x=1
1+x

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (_OO>]) (],OO)

sgn f + +
f kladna | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jejt defini¢nt obor, tj.
2(x*—1)
12+ 1)

vi) Vzhledem k defini¢nimu oboru f’(x) nemdme zadné stacionarni body, ur¢ime intervaly
monotonie, tj.

f(x) = D(f) = R\ {+1).

X (—OO,—]) (_]>]) (1,00)

sgn f’ + — +
f /! N /!
Funkce f(x) ma lokalni maximum pro x = —1 a lokalni minimum x =1 s hodnotami

f(—1) =ma f(1) = 0. V téchto bodech nent prvni derivace definovéna, proto zde
ma graf funkce f(x) hrot.
vii) Spocitdme druhou derivaci a urcime jeji defini¢nt obor

—4x (x* — 1)
X2 —1]- (x2+1
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f'(x) =0 = =x(x*-1)=0 = x=0,

f’(x) = D(f") =R\ {£1}.

)?
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X (—OO,—]) (_1>O) (O> 1) (])OO)
sgn f” + — + —
f U N U N

Funkce f(x) ma tfi inflexnl body pro x = +1 a x = 0. Urdime potifebné funkéni

hodnoty a smérnice

tecen, tj. f(—1) = m, limy - f'(x) =1, limy, ¢+ f'(x)
2, (1) =0, lim_,;- f'(x) = —1, lime_1+ f'(x) = 1.

5 (0) = —
ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce nemd asymptoty bez smérnice. Uréime i asymptoty se

smérnict (pokud exi

istuji), proto

2x
~arccos (25 n
a= llm M 2 — O)
x—+oo X oo
. 2x T
b= lim arccos — =5
x—+oo 1 + X 2

Funkce f(x) ma tedy asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnict y = 7.
x) Nynt zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce

10

-10

OBRAZEK 31. Graf funkce f(x) z Prikladu 280.
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(281) VySetrete pribéh funkce

f(x) = v/2x* — x3.

ReSeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodn( casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSsechna realna disla, tj.

D(f) = R.

it) Je ziejmé, Ze funkce f(x) je spojitd v R.

iit) Ponévadz platt
fl—x) = V2x2 + %3 = —/—2x2 —x3

neni zadana funkce ani suda ant licha. Je zfejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Uréime priseciky s osou x, tj.
fx) =0 <= x*2—-x)=0 = x1=0, x2=2.

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (_OO) O) (0)2) (2) OO)
sgnf + + —

f kladnd | kladna | zaporna

Ze zmény znamének je vidét, Zze v bodé x = 0 je pouze bod dotyku osy x nikoli jejt
prisecik.
v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.

i) = — X2 iy — R\ {0, 2.

3¢/ (2x2 — x3)?

vi) Nynt urc¢ime stacionarni body a intervaly monotonie, tj.

4
f’(x):O — X(4—3X):O — X]:O, Xz:g’

X (_OO>O) (0) %‘) (‘_1)2) (2300)
sgn f’ — + — —
f N N N

Funkce f(x) ma lokalni minimum pro x = 0 a lokalni minimum pro x = % s hodnotami
f(0) =0 a f (%) = 2V/4. Navic, v bodé x = 0 nen{ prvni derivace definovana, bude
mit graf funkce v tomto bodé hrot.

vii) Spocitdme druhou derivaci a urcime jeji defini¢nt obor

£/(x) = — 5 . D(") =R\ [0,2).

9(2 —x) ¢/ (2x2 —x3)*

viii) Druhd derivace nemd nulovy bod, urcime tedy intervaly konvexnosti a konkavnosti,
tj.
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x | (=00,0) | (0,2) | (2,00)
sgnf” — — +

f N N U

V bodé x = 2 mé funkce f(x) inflexni body. Z pfedchoziho jiz vime, Ze f(2) =
0. V inflexnim bodé ur¢ime jeSté smérnici tecny, oviem f’(2) neexistuje. Z vjpoctu
limy_; f'(x) = —o0 plyne, Ze te¢na je v tomto bodé rovnobézna s osou y.

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce nemd asymptoty bez smérnice. Urcime asymptoty se
smérnict (pokud existuji), proto

22— X3 ; sz — x3 35—
a= le — I.lm
x—Foo X X*):too X*):too

b= lim <32x2—x3+x> |—oo—|—oo| =

x—Foo
/2
= lim <x3 ——1+x> =
x—+too X
1+ —]
. 1 1 . 3 %—] 0 al
0 (i I W il 1 B
x3/2-1 x x3/2-1
2
iy
UHp. . 3(2-1)3x2 2x 2
= lim : 5 = lim ——— =+
x—+oo — -+ S x—too —4 4+ 3x 3
eI
Funkce f(x) m& asymptotu se smérnici, kterd je ddna rovnici y = —x + 2.
ymp J y 3
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vpocty a obdrzime graf funkce
3_
@

OBRAZEK 32. Graf funkce f(x) z Pfikladu 281.
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(282) VySetrete pribéh funkce

flx)=2(x+1) =3¢/ (x+ 1)~

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna realnd cisla, tj.

D(f) = R.

i) Zadana funkce je spojita v R.

iii) Ponévadz plati
f(—x) =2(—x+1) = 3y/(—x + 1)?

neni zadana funkce licha ani suda. Je zrejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

flx) =0 < 2x+1)=3{(x+1)7=0 < 8(x+1P=27(x+1)?

19
— X1 = —1, X2 = ?
Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto
« [mo0 0 [ (-1, [ (2.0)
sgnf — — +
f zapornd | zdporna | kladna

Je tedy vidét, Ze v bodé x = —1 je pouze bod dotyku grafu funkce f(x) a osy x.
v) Spocitdme prvni derivaci a jejt defini¢nt obor, tj.
2
f,X :2— Df, :R _].
(x) ST (f) =R\ {1}

vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

2
f'lx) =0 < 2—3X+1:0 — x+1=1 & x=0.

X (—OO,—]) (_1)0) (0,00)

sgn f’ + — +
f /! N /!
Funkce f(x) ma lokdlni maximum pro x = —1 a lokalni minimum pro x = 0 s hodno-

tami f(—1) =0 a f(0) — 1.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

/(%) = ——2 D(f") =R\ [-1).

39/ (x+ 1)

viit) Je vidét, Ze kritické body neexistuji. Ur¢ime intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
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X (_OO)_” (_1>OO)
sgn f” + +
f U U

Funkce f(x) tedy nema inflexnt bod.
ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce nema asymptoty bez smérnice. Ur¢ime nyni asymptoty se
smérnict (pokud existuji), proto

3¢/ (x+1 2— 2
a= lim |@| Py AT vl — )
x—+o00 o x—+o0 1

. s 23 2\ _
b—XLLLnOO< (x+1)=3¢/(x+1)? ZX)—XBimOO(Z 3 (X—H)) 00.

Tedy funkce f(x) nema ani asymptoty se smérnict.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce

2_

OBRAZEK 33. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 282.
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(283) VySetrete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vsechna realnd cisla takovd, ze
Kk
cos2x #0 Zx;«ég—l—kﬂ, keZ X#Z—T—k—ﬂ, k € Z.

Proto mame ;
T T
D(f) = —+ — .
() =R\ J { 7+ }
kezZ

i) Spocitdme limitn{ chovant v bodech nespojitosti (budeme uvazovat pouze interval
(—m, ), viz bod iii)), tj.

Cosx i cos X N
m = —0 tm = 4+ 00
xs—3x~ €0s(2x) ’ xs3n " €0S(2x) ’
, cos X , cos X
lim = —00, lim = 400,
x——7~ €0S(2x) x—o—2+ €0S(2x)
cos X 4 , cos X
= +o00 im =—00
x—=- c0s(2x) ’ x5+ cos(2x) ’
Cos X . cos X
lim = 400, lim = —00.
v 3n— €0S(2x) xo3m cos(2x)
iii) Ponévadz platt
cos(—x) Cos X
f(—x) = = = f(x),

© cos(—2x)  cos(2x)

je zadana funkce suda. Funkce cosx je periodickd s periodou 27t a funkce cos(2x)
je periodicka s periodou 7. Proto zadand funkce f(x) je periodickd s periodou 27t
Pri vySetfovani funkce se tudiz omezime na libovolny interval délky 27t, my zvolime
interval (—mt, )

iv) Uréime priseciky s osou x, tj.

flx) =0 <= cosx=0 < x1:—§, xz:%[.
Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto
x =) | -9 | -0 | EhD | Y 6| )
sgnf — + — + - + -
f zaporna kladna zapornd | kladnd | zaporna | kladnd | zdporna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
2cos?x + 1) sinx n  km
D(f) =R — 4+ —=7.
cos(2x) » D) \U{4+ 2}
vi) Nynt urcime stacionarnt body a intervaly monotonie, tj.
f'(x) =0 <= (2cos’x+1)sinx=0
— sinx =0 — x1:—7r,xz:O, X3 =T

f'(x) = (
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3n 3m s us us us us T T m 37n 3n
x flow=m) | (=m—=F) | 53 | (=57 | (50 (03) | (H3) | GF) | Fnr) | (.
sgn f’ — + — — — + + + - +
f N / N N N s / N /!
Funkce f(x) ma tedy v intervalu (—7t,7) lokdlni minima pro x = +7 a lokalni
maximum pro x = 0 s hodnotami f (—m) =—1, f(0) =1, f (1) = —1.
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor
11 — 4 cos® x — 4 cos? x) cos x m  km
i :< D(f") =R —+ .
() cos? 2x ’ (%) \LJ{4+ 2}
kEZ
viil) Vypocitame kritické body a
f'(x) =0 <<= (11 —4cos*x —4cos*x) cosx =0
& cosx=0 & x3=—=, XzZE.
2 2
Rovnice 11 — 4 cos*x — 4 cos’x = 0 nemd fedeni, protoZe p¥i pouZiti substituce
y = cos’x, dostaneme rovnici 11 — 4y? — 4y = 0 s FfeSenim y; = —% —V3 <
0Oay = —% + /3 > 1, tedy Fedeni pavodni rovnice neexistuje (stejng vysledek
dostaneme bez pocitani s vyuzitim faktu —1 < cosx < 1, potom totiz dostaneme
11 — 4 cos*x — 4 cos?x > 3). Nyni uréime intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.
371 3 us us us T T T m 37m 371
x | L= | (o —F) | (=F—-3) | 59 | 53 | G| GF) | G | (m..)
sgn f” — — + — + — + — —
f N N U N U N U N N

Funkce f(x) ma proto v intervalu (—7t,7r) dva inflexni body pro x = £75. V inflexnich

bodech dopotitéme funkeni hodnoty a smérnice tecen, tj. f (=5) =0, f' (=5) =—1,
£(3) =0 (3) =1.

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce ma c¢tyri asymptoty bez smérnice o rovnicich x = —%‘,
x=—7,x=7ax= %T”. Vzhledem k periodi¢nosti funkce f(x) nemajl asymptoty se

smérnicl smysl.

x) Nyni zkombinujeme vS8echny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce

© Petr Zemanek & Petr Hasil
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OBRAZEK 34. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 283.

http://www.math.muni.cz/~xzemane?2

© Petr Zemanek & Petr Hasil


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

|. 6. APLIKACE DIFERENCIALNIHO POCTU VE SLOVNICH ULOHACH 323

I. 6. Aplikace diferencialniho poctu ve slovnich
ulohach
Definice 23. Bud funkce f(x) definovand na mnoziné M. Existuje-li nejvétsi (nejmensi) hodnota
funkce f(x), nazgvame ji absolutnim maximem (absolutnim minimem) funkce f(x) na M. Absolutni
minima a maxima souhrnné nazgvame absolutnimi extrémy.
Jestlize tedy xo € M a plati f(x) < f(xo) pro vSechna x € M, fikame, Ze funkce f(x) ma na

M absolutni maximum v bodé xo. Podobné pro absolutni minimum.

Poznamka 24. Funkce nabygva absolutnich extrémi bud v bodech lokdlnich extréml nebo v

krajnich bodech intervalu (pfipadné zadného globdlntho extrému nenabgva).
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(284) Obdélnik ma obvod o, urcete jeho strany a, b tak, aby jeho obsah byl maximalnt.

Resent:

Ze zadani plyne, zZe platt
o—2b
2

Obsah obdélniku je roven S = a-b, coz mGzeme pomoci predchoztho vztahu vyjadrit jako
funkci proménné b, tj.

o=2a+b) = a=

—2b
Mmzoz -b:%b—w,

pro niz hledame maximum. Proto must platit

smnzg—%zo = b=

(0)

N

Ovétime, ze nalezeny bod je skutecné maximem, tj.

b 1 03] (3
sgnS’ | + —
S 7N

Dopocitdme druhy rozmér obdélniku. Proto a = % = 7. CoZ znamena, Ze obdélnik

s maximalnim obsahem pfi pevné zadaném obvodu je pravé ctverec.
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(285) Urcete takové nenulové realné cislo x, ze jeho rozdil s prevracenou hodnotou druhé
mocniny tohoto cisla je maximalnt.

Reseni:
Ze zadani plyne, ze hledédme maximum funkce

1
f(x) :x—;.

Proto musl platit
2
F)=1+5=0 = x=-V2
Z nésledujictho obradzku plyne, Ze nalezen( bod je skute¢né maximum, tj.
]G] (2

sgn f’ + —

f /! N
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(286) Urtete rozméry otevieného zahradniho bazénu se ¢tvercovym dnem daného objemu 32 m?
tak, aby se na vyzdént jeho dna a stén spotiebovalo minimum materidlu.

Reseni:

Méjme takov(to bazén

V=ad’v = v=—.

Funkce urcujicl obsah dna a stén je
S=a’+4-v-a = S(a) :a2+?,
kterou chceme minimalizovat. To znamena, Ze
S'(a) :2(1—%20 = a=v2V = a=4v=2

Ziskali jsem skute¢né hledané minimu, nebot

a |(0,4) | (4,00)
sgnS’| — +
S NS

Rozméry optimalntho bazénu tedy jsou 4 x 4 x 2.
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(287) Muz v lodce je vzdalen 12km od pobfezi (majictho tvar pfimky). Chce se dostat co
nejrychleji do mista na pobrezi, které je od néj vzdaleno 20 km. Rozhodnéte, kde se ma
vylodit, vite-li, ze dokaze veslovat rychlosti 6km/h a po bfehu se pohybovat rychlosti
10km/h.

Reseni:

Situaci ze zadani lze znazornit takto

pobrez

Pricemz bod A jeho vchozi pozice a bod C je misto vylodént, které mize byt v kterémkoli
bodé na plazi, tj. v rozmezi bodi D az B vcetné. Plati tedy

ACPF =122 +%x* = |AC| =144 +x2.

Hledan{ cas je sou¢tem doby jizdy na lodi a dobou, kterou muz pijde po plazi, tj. (Cas =
draha
rgchlost)

IAC|  [CB| V144 +x2 16 —x

t=t+t, = c +W =  t(x) = z + N
Standardnim postupem najdeme staciondrnt bod(y), tj.
2 1 1
t'(x) X -——=0 = S S =

T 2.6 V1M1 10 6v144 +x2 10
= 10x=6V1444+x2 = 100x* =36(144 +x*) =
= 64x*=5184 = x=49

je zfejmé, ze plati x € (0,16), proto mame jeding stacionarni bod x = —9 (hodnota
x = —9 by odpovidala zrcadlové situaci na levé strané a dostali jsme ji diky pouziti
neekvivalentnt Upravy pri fesent predchozi rovnice). Ovéiime, zda jsme obdrzeli skute¢né
extrém

x (0,9 ](9,76)
sgnt’ | — +
t NS
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Ponévadz hodnota x mGze nabyvat i meznt hodnoty intervalu, nasli jsme lokalni{(!) mini-
mum. Musime porovnat funkéni hodnoty v lokdlnim minimu a v krajnich bodech, t;.

16 18 10
= — =—, t(le)=—.

5 Y 5 ) ( ) 3
Nebot plati t(9) < t(16) < t(0), nalezli jsme globalni minimum pro x = 9. Proto se muz
must vylodit ve vzdalenosti 7 km od cilového mista.

£(9) £(0)
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(288) Do rotacntho kuzele o poloméru podstavy 1 a vysce h vepiste valec (s polomérem R
a vyskou H), kterg ma:
i) nejvétsi objem;
i) nejvétsi obsah plasté.
Re3eni:

i) Situaci zndzornime na obrazku
4

———
"‘
.

-

-
—"
.
.

ze kterého plyne, ze

td o — h H  h-H N B B N
g(x_r_r—R_ R r r—R R
R T r(h—H)
— == R=—7"——".
= h—H h = h
ProtoZe objem valce je ddn vztahem V = mR?H, ziskdme funkci prom&nné H ve tvaru
r’(h — H)?
V(H) :ﬁTH.
Nyn( urcime stacionarni body, tj.
/ Ttrz 2 2
2 2
N h—H)[—2H+h—H] = %(h—H) [—3H 4+ h] = 0,

coz davd dva staciondrni body H = h (tato hodnota ovSem dava vélec s maximalni
moznou vysSkou a nulovym polomérem, tedy neni potieba tento stacionarni bod uva-

Zovat) a H = % ktery je skute¢né hledangm maximem, nebot plati

H 103 6N
sgnV' |  + —
v 2N
r(hoh
Nasli jsme tedy valec o rozmérech H = % akR= (hh3) = % o maximalnim objemu
V = 4mr’h
27
http://user.mendelu.cz/hasil
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it) Obsah plasté valce je dan vztahem Q = 27tRH, coz s vyuzitim predchozich vjpoctl
znamena
r(h —H)

Q(H) =2n n

H.

Deriovovanim )
Q'(H) = S (h—2H) =0

najdeme stacionarnt bod, ktergm je hodnota H = % (jednd se skute¢né o maximum).
Hledan( valec ma rozméry H = % a R =3 a maximélnim obsahu plasté Q = T"Th
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(289) (,Problém liného kosa“) Na ploté, jehoz viska je 1 m, sedi kos. Ve vzdélenosti 15 m od
plotu roste strom, kterj ma vétev ve vysce 3 m. Na zemi mezi plotem a stromem jsou husté
rozsety zizaly. V jaké vzdélenosti od plotu ma kos sezobnout zizalu, aby proletél trasu
plot — Zizala — strom po pfimkach a po nejkratsi draze?

Reseni:

Situaci zndzornime na obrazku (vzdéalenost x je misto sezobnuti zizaly)

3m
Tm

o B
X 15-x

z néhoz je patrné, ze vzdalenost, kterou kos musi uletét, je dana funkct
fix) =vVx2+1++/(15—x%x)2+9.
Ve stacionarnim bodé jisté plati
X 2x — 30

=T a0
a proto
CoOs X = X = 15— x = cos f3.
VT 5 x50

To ovSem znamenad, Ze o« = 3. Nynt jiz z podobnosti trojuhelnikii dostaneme
x 15—x

1 3
Nalezen( bod je skute¢né minimum, nebot plati

= 3x=15—-x = x=3,75.

X (0;3,75) | (3,75;15)

sgn f’ — +
f N /
Proto aby kos sezobnul Zizalu a pfitom urazil nejkratsi drdhu, must ji sezobnout 3,75m

od plotu.
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(290) Do rovnostranného trojuhelniku o strané a vepiste rovnoramenny trojihelntk maximal-
ntho obsahu tak, aby vrchol proti jeho zdkladné lezel ve stfedu strany rovnostranného
trojuhelniku.

Reseni:

Znézornime si oba trojuhelniky na obrazku

Je zndmo, Ze v rovnostranném trojuhelniku platli v = 73a, z ¢ehoz plyne |CFl=v—w =
?a —w. Proto mizeme v trojihelntku CDF spocitat
z
3 z a V3
tg30=—=2— = S=--—""w.
\/T§a —w 2 2 3

Proto mGzeme obsah hledaného trojihelniku vyjadrit pomoci w ve tvaru

zw  aw V3,
- — 5w

2 2 3

wn

z
!
[

Nyni najdeme stacionarnt bod

a 2V3 3a V3a

S, e — = O - =
Wy=5—-—3w - WE4A 4
Nalezli jsme skutecné maximum, viz
w (o) | ()
sgn S’ + —
S /! N

Dopocitame druhg rozmér trojuhelniku
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Jesté musime ovérit, ze nalezeny trojuhelnik je rovhoramenng, to ovsem plyne z vypoctu

tgox =

| S

2
:%:ﬁ = = 60°

, s ’ 2 Y V3a 4 a
Tedy, hledany trojuhelntk ma vysku 73 a délku strany 3.
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(291) V&S pritel, pozemnt inzengr, se na Vas obratil s prosbou o pomoc. Dostal za tkol vypro-
jektovat uprostfed pozemku tvaru ¢tverce o strané 1,5 km 8 sousedicich parcel uréenych
ke stavbé luxusnich vil. Parcely must byt obdélnikové, ve dvou fadach po Ctyrech a vi-
méra kazdé z nich must ¢init 180 arl (tj. celkem 960 ari). Kolem kazdé parcely must Va&s
pritel nechat postavit cesty. Pritom dlouha spojovaci cesta mezi fadami po ¢tyrech bude
na obé strany vyvedena mimo pozemek a napojena na silni¢ni sit oblasti. Tyto napojovaci
cesty budou financovany plné z fondu EU, takze jejich cenu nent potfeba uvazovat. Jaké
rozméry parcel poradite, aby se za stavbu cest co nejvice usetfilo?

Reseni:

Problém, kter§ musime vyresit je znazornén na Obrazku 35.

OBRAZEK 35. Parcely a cesty.

Je ziejmé, ze délka cesty (a tim i jeji cena) bude minimalni, bude-li minimalnt délka cest
po strandch jednotlivgch parcel. Tim se ndm problém zjednodusil na nasledujici.

d d d d

OBRAZEK 36. Parcely bez cest.

Na Obréazku 36 jsou zndzornény jednotlivé parcely a je pritom zanedbdna sirka cesty. To
mizeme provést, nebot plochy cesty vyznacené cervené na Obrazku 37 je nutné vybudovat
vzdy, at uz je pomér stran parcel jakykoli, resp. jde o napojovact cesty financované z EU.
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OBRAZEK 37. Neménné {ésti cest.
Budeme tedy vychazet z Obrdzku 36. Celkova plocha parcel je dle zadant 960 ard, tedy

S=4a-2b=_8ab = 960.
Nasim cilem je minimalizovat délku cest z Obrazku 36, tj.
O=12a+10b — min.

Ze vztahu pro obsah plochy snadno dostaneme, ze

12
b 120
a

coz dosadime do vztahu pro délku cest (,obvod” parcel). Tim ziskame funkci jedné pro-
ménné a mizeme formulovat extremalnt ulohu
1200
O(a) =12a+ —
a
Méjme pritom na paméti, Ze pozemek, na kterém pracujeme, ma tvar Ctverce o strané
1,5km, tj. 1500 m a poznamenejme, e jednotky, které pouzivdme jsou ary (1 ar = 100m?),
tedy vSechny vgpocty délek provadime v desitkach metr. Odtud

min.

2b < 150, 4a < 150,
2
ZQ < 150, a< E
a 2
150a > 240,
a>?
3
Hleddme tedy globalni minimum na intervalu (£, 2). Funkci O zderivujeme a najdeme

jejt stacionarni body.
1200

O'(a) =12— - =0,
X
12a% = 1200,
a = =%10.

Protoze —10 ¢ (2, 2), tento bod nés nezajima. Porovnejme funként hodnoty v krajnich
bodech intervalu a hodnotu ve stacionarnim bodé.

O (%) =33 =769,2,
0 (2) =482,

0O(10) = 240.
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Hledangm minimem je tedy nas stacionarnt bod. Nynt snadno dopocitdme rozmér b.
b— 120 120

= — =12.
a 10

Za danych podminek jsou tedy nejlepsi volbou parcely o rozmérech 100 x 120m, pricemz
vétsi rozmér je vertikalnt.

Poznamka 25. Cilem Prikladu 291 bylo naznacit zplsob, jakgm je mozné redlné zadant
zjednodusit za ucelem zprehlednént vjpocti. Poznamenejme, Ze jakékoli zjednoduSovant

by vzdy mélo byt radné zdivodnéno a samoziejmé nesmi nijak ovlivnit vsledek.
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(292) V tovarné na vyrobu kalkulacek zjistili, ze pokud vyjadii vynos a naklady jako funkci
proménné x reprezentujicl pocet kalkulacdek (v tisicich) vyroben(ch za hodinu, obdrzi
funkce:

r(x) =9 pro vgnos,

c(x) = x> — 6x% + 15x pro naklady.
Urcete pri jakém objemu v(roby bude mit tovarna nejvétsi zisky.
ReSeni:
Nejprve naformulujme problém. Protoze

zisk = vgnos — naklady,

obdrzime pro zisk funkci

p(x) =1(x) —c(x) = —x> + 6x* — 6x
a hledame jeji maximum.

pP'(x)==3x*4+12x—6=0 & x=2+V2.

Zjistéme nyni, pro ktera x dana funkce roste a pro kterd klesa. Vzhledem k tomu, ze
nelze vyrobit zaporny pocet kalkulacek, zajiméd nas jeji chovani jen na intervalu [0, 0c0).
(Samoziejmé neni redlnd ant vyroba a prodej nekonec¢ného poctu kalkulacek, ale hornt
omezujict podminka pro nas nent dostupna. Visledek musime vhodné interpretovat a pfi-
padné omezujict podminku najit, nebo pozadovat od zadavatele problému.)

x 1(0,2—v2) | (2—v2,2+V2) | (2+V2,0)
sgn f’ — + —
f N\ / N\

Nejvétiho zisku tedy tovarna doséhne pii vgrobé 2 + v/2 tisic kalkulatek za hodinu (4.
cca 3414 kalkulacek za hodinu).
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(293) Popiste drahu svételného paprsku z bodu A v prostiedi s rychlosti Sifent svétla ¢; do

bodu B s rychlosti Sifeni svétla c,. Hranici mezi prostfedimi uvazujte rovnou.
Reseni:
Nejprve zadany problém dikladné graficky znazornime. Pfitom vyuzijeme faktu, ze priroda

se chova vzdy efektivné, takze svételny paprsek vyuzije trasu, kterd je nejméné casové
naro¢nd. Drahou tedy bude lomend ¢ara. Na Obrazku 38 je znazornéna modre.

4 1. prostredi

2. prostredi

OBRAZEK 38. Draha svételného paprsku.

Z Obrazku 38 je zfejmé, ze popis drdhy provedeme pomoct thlu dopadu 0; a Uhlu lomu
0,. Pritom jsme jako bod P oznacili bod, ve kterém svételn( paprsek prochdzi z prvniho
do druhého prostiedi. Pritom soufadnice diilezitgch bodi jsou:

A = [0, al, P = [0, x], B = [-b,d].

Dokéazeme-li tedy popsat vztah thli 8; a 0;, budeme schopni napf. ze znalosti polohy
zdroje svétla a Uhlu dopadu dopocitat bod B, nebo ze znalosti poloh bodd A a B dopocitat
vzdalenost x a tedy polohu bodu P apod. Zdiiraznéme, Ze osa x se kryje s hranict danych
prostiedi. Jednim z nejzakladnéjSich fyzikalnich vztaht je vzorec

v=s-t = t=—,
v
kde s znacl drdhu, v rychlost a t ¢as. OznaCme cas, ktery potiebuje svétlo pro cestu
z bodu A do bodu P jako t; a cas, ktery potiebuje svétlo pro cestu z bodu P do bodu B
jako t,. Z Obrazku 38 je ziejmé, ze plati

L AP VR

1 )

C1 C1
PB| /b2 + (d—x)?
t) = = :
(%) Cq

Celkovy cas je samoziejmé roven souctu t; + t, a je zavislgy na pozici bodu P, tj. na
velikosti x. Naformulujme extremdlni problém:

Va2 +x? N Vb2 + (d—x)?
N C1 C1

t(x)

—  min, x € (0,d).
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Najdéme nynt vztah popisujict stacionarnt bod funkce t a dokazme, Ze jde o globdlni
minimum. Nejprve ji zderivujeme podle proménné x.

t'(x)

- X d—x
AN
Vsimnéme si, ze (opét viz Obrazek 38)

X d—x

sinf] = —— sinB; = .
b2+ (d —x)?2

VaZ+x2’
Celkem jsme dostali, ze pro hledany stacionarni bod plati

sinB; sinO;

t'(x) = — = 0.
Cq Co
Tedy
sinB;  sin6; ()
Cq - C )

Tento vztah je ve fyzice zndm jako Snelldv zékon (Willebrord Snellius rozeng Willebrord
Snel van Royen, 1580 — 1626, Leiden, Nizozemsko; prvnim objevitelem tohoto zakona je
Abu Sa'd al-'Ala’ ibn Sahl, cca 940 — 1000, Bagdad).

Abychom byli zcela korektni, musime ovsem jesté dokdzat, Ze popsany stacionarnt bod
existuje a ze jde skutecné o globalni minimum. Dosadime-li do piivodntho vztahu pro
derivaci funkce t body 0 a d, zjistime, ze

t'(0) = 0 — d—0 ——L<O
clVaZ+ 02 c/b2+ (d—0)2 v+ dz

, d d—d d

t'(d) = — = > 0.
clvaZz+d? c/b2+(d—d)? clvVa2+d?

ProtoZe je t’(x) funkce spojitd na intervalu (0, d) a ukazali jsme, Ze ma v krajnich bodech
tohoto intervalu opa¢na znaménka, existuje (dle prvni Bolzanovy véty) takové x, € (0, d),
Ze t'(xo) = 0. Tedy stacionarni bod existuje. Spo¢téme nyni druhou derivaci funkce t
a pokusme se urcit, zda je na intervalu (0, d) konvexni, nebo konkavni.

a? b2
3 + 3
ci(a?+x3)2 ¢y [b? 4 (d—x)2)2
takze funkce t je na intervalu (0, d) konvexni. Odtud plyne, Ze stacionarni bod popsany
vztahem (1) je jedingm lokalnim minimem funkce t. Vzhledem k tomu, ze druha t” je na
(0, d) kladna, je na celém (0, d) funkce t’ rostouci. Navic jiz vime, Ze t(0) < 0 a t(d) > 0.
Funkce t tedy z bodu x = 0 klesa do bodu x = %o a z néj pak roste do bodu x = d.

Bod x = x¢ je tedy opravdu globalnim minimem funkce t a draha svételného paprsku je
popsana vztahem (1) spravné.

t"(x) = >0, Vxe0,d),
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(294) Chceme prestéhovat zebrik chodbou Sirokou p metrd, kterd se pravouhlou zatdckou mént

na chodbu Sirokou q metrl. Jak( nejdelsi zebrik lze touto zatackou pronést ve vodorovné
poloze? (Jeho Sitku zanedbejte.)

Reseni:

Nejprve zadany problém dikladné graficky zndzornime. Zeb¥ik je na obrazku 39 zna-
zornén modre. Prondsime ho ve vodorovné poloze, ale samoziejmé tak aby jeho stupy
sméfovaly dold, tim bude Sifka prondSeného objektu redukovana na nékolik centimetrd.
Ze zadani mame tuto Sitku pro jednoduchost zanedbat. Poznamenejme, ze je skutecné
efektivni nejprve vyresit takto zjednoduseny pfipad obecné a Upravy provadét az se zna-
losti jeho vysledku bud obecné, nebo uz pro konkrétni pfipad.

S >

Gomreane
O

>
[0,0] A=[a,0] X

OBRAZEK 39. Draha svételného paprsku.

Nejprve zdlraznéme souradnice vyznamnych bodu:

A =la,0] bod dotyku na vnéjst zdi vodorovné chodby,
B =1[0,V1?— a?] bod dotyku na vnéjsi zdi svislé chodby,
R =[p,q] roh chodby o kterg se miZe Zebfik zaseknout.

Pro ucely vgpoctu je tedy uzite¢né predstavovat si, ze zebrik neseme tak, ze jeho konce
drhnou po vnéjSich zdech zatdcky. Nasim tkolem je urcit takovou délku zebtiku 1, aby se
zebrik rohu R jen dotkl, ale nezasekl se.

Nejprve urcime rovnici primky, na které lezi zebtik. Jeji parametricky popis je (pomoci
bodii A a B):

X = a+ at,
y=0—+1P—a%t, teR.

Vyloucenim parametru t ziskdame obecnou rovnici

X Yy -
PRV
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pricemZ dotyk nastane pro [x,y] = [p, ql. Tj.
q

P
-t ———1=0.
a + 12 _ aZ
Je zfejmé, Ze plati
E ﬁ —1>0 zebrik projde bez dotyku,
P q Y b
4 ———-1<0 zebrik se zasekne.
a 12 — a?

Oznalme levou stranu piedchozich vztaht jako funkci f proménné a. Zeb¥ik projde zatac-
kou jestlize bude tato funkce nezaporna, pfitom proménnou a ma smysl uvazovat pouze
v intervalu (0,1). Tim jsme pfipraveni formulovat extremalnt tlohu:

_P q .
fla) = a + \/ﬁ —1 — muh, aec (O, ).

Najdéme stacionarnt body funkce f.

—
e
|
| s
o
0
I
vO

o
N
—_
—
N
[
f, %
—
Nl Nlw

—

-

I
= ©
wIN
—
—
N
|
o
)

N
Wl

o
Na)

1
S
(p3 +4q3)2
Protoze jde o délku, zajimad nas pouze kladn( vysledek (zdpornd hodnota navic nendlezi
do intervalu (0,1)). Ozna¢me nalezeny stacionarni bod

a

1
p3
0= 2 2.1
(p3+q3)2
Nynt ur¢eme pomoci druhé derivace zakfivent funkce f na intervalu (0, 1).
3 1
f”(a) — 2_]9 + quz _ aZ)Z + 3aq2(12 _ a2)2
a3 (12— a2)
Funkce f je tedy konvexni na celém intervalu (0,1), a bod a, je tedy bodem minima.
Nyni zbygva jen urcit maximalni moznou délku zeb¥iku. Dosadme bod ay do funkce f.
(p% +4qi)
— 1
l
K dotyku dojde, tedy zebfik bude nejdelsi mozny, jestlize f(ay) = 0. Odtud

>0, Vae(0,1).

flag) =

Za podminek a hodnot ze zadan( je nejvétst mozna délka Zebriku, ktery projde zatdckou,
(p3 +q3)3.
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I. 7. Diferencial funkce a Taylorova véta
Véta 26. Funkce f md v bodé x, diferencidl (je diferencovatelnd v xy) pravé tehdy, kdyz existuje
vlastni derivace f'(xo). Pritom plati
df(xo)(h) = f'(xo) - h, piSeme téZ df(x) = f'(x) dx.
Pro dostatecné malé h platt:

f(xo +h) = f(xo) + f'(x0)h, 167 f(x) = f(xo) + ' (x0) (x — Xo) pro x — Xo.

Véta 27 (Taylorova véta). Necht md funkce f v okoli bodu x, vlastni derivace aZ do radu n + 1

pro néjaké n € N U{0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati tzv. Taylordv vzorec

! " (n)
100 = 1) + 0 tx ot 0 g T e,
(n+T1)
kde R.(x) = ETLT({??(X - XO)TH_]»

pricemz & je vhodné cislo leZici mezi xo a x. Chyba R, (x) se nazyvd zbytek

/Zbytek uvedeny v Taylorové vété je v tzv. Lagrangeové tvaru, coz neni jedind moznost jeho
vyjadrent.
Pokud v Taylorové vzorci vynechame zbytek, obdrzime tzv. Tayloriv polynom.

Pokud v Taylorové vété polozime xy = 0, ziskame tzv. Maclaurindv vzorec, resp. tzv. Maclauriniyv
polynom.
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343

(295) Urcete df(xo)(h) pro f(x) = vxZ+ T ax, = 1.

Reseni:

Nejdiive musime vycislit derivaci funkce f(x) v bodé x, tj.

X xo=1 ]
f'(x) = W —,
() x2 + 1 V2
proto dle definice platt
2
df(1)(h) = gh.
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(296) Pomoct diferencidlu funkce priblizné urcete v/382.

Redeni:

Nejdiive musime zvolit vhodnou funkci f(x), jejimZz vycislenim obdrzime /382. Zvolime
f(x) = v/x (druhou moZnou volbou by mohla byt nap¥. funkce g(x) = v/382). Nyni musime
zvolit vhodny bod x¢. Tento bod musi byt zvolen tak, abychom byli bez problémU schopni
vycislit funkct f(x) v tomto bodé. Navic, tento bod by mél byt nejblizsi mozng k zadané
hodnoté, abychom se dopustili co nejmensi chyby. Proto zvolime xy = 400 a h = —18
(aby platilo 382 = x¢ + h). Potom vycislime funkci a jeji derivaci v bodé x, tj.

Xo=— 1 Xo= 1
flx) = vx 5020, f(x) = 030

2Vx 40
Nynt pomoct diferencidlu funkce obdrzime

£(382) = (400 — 18) = v/382 ~ 20 — Jl—i —19,55.
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345

(297) Pomoci diferencialu funkce ptiblizné uréete v/36.
Regeni:
Zvolime f(x) = ¥/x, xo = 32 a h = 4. Potom

flx) = /% S72, (%) 1 x l

Tsvk 80
Tedy pomoct diferencidlu funkce dostaneme
4

f(36) =f(32+4) = V36 ~2+ — =2,05.

80

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

346 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(298) Pomoct diferencidlu funkce priblizné urcete arctg 1, 1.
Resent:

Zvolime f(x) = arctgx, xo =1 a h =0,1. Potom

xo=1 TC 1 xo=1 1
f(x) = arctgx T ' (x) =T s >
Tedy pomoct diferencidlu funkce dostaneme
nm 0,1 m
f(1,1):f(1—|—0,1):arctg1,1zz ’2 :Z—i—O,OS.
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(299) Pomoct diferencidlu funkce priblizné urcete In1,3.
Reseni:
Zvolime f(x) =lnx, xo =1 a h=0,3. Potom
flx) =lnx %50, f(x)=-"%"1,

Tedy pomoct diferencidlu funkce dostaneme
f(1,3) =f(14+0,3) =n1,3~0+1-0,3=0,3.
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(300) Pomoct diferencidlu funkce ptiblizné urcete sin(—0,22).
Reseni:

Zvolime f(x) = sinx, X

0 a h=-0,22. Potom

xo=0

f(x) = sinx 500, f/(x) = cosx % 1.
Tedy pomoct diferencidlu funkce dostaneme

£(—0,22) = f(0 — 0,22) = sin (—0,22) ~ 0+ 1-(—0,22) =

—0,22.

© Petr Zemanek & Petr Hasil

http://www.math.muni.cz/~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

|. 7. DIFERENCIAL FUNKCE A TAYLOROVA VETA 349

(301) Napiste Taylorav polynom pron =4, xo =1 a f(x) =xlnx.
Resent:
Nez sestavime TaylorGv polynom, musime vycislit funkct a vSechny potfebné (tj. az do
Ctvrtého fadu) derivace v bodé x, tj.

f(x) = xlnx %50,

£(x) = lnx + 175" 1,

F(x) = 1 %] 1,
X
" T xo=1
f (X)—_; 9"') _]>
f(4)(x):£3"9;12
X
Proto nyni dle definice platt
1 1 2
xlnx:0+1~(x—])+z(x—])z—i(x—1)3+m(x—1)2:
_ 1 2 ] 3, | 4
—X—1—|—§(X—1) —E(X—” —I-E(X—U
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(302) Napiste TaylorGv vzorec pro n =2, xo = 1 a f(x) = arctgx.

Resent:

Nejdrive vycislime funkci a prvni dvé derivace v bodé x, a také spocitdme (ale nevycislime)

tretl derivaci, tj.

f(x) = arctgx 2

f'(x) =

f(x) =

" (x) =
Proto nyni plati
arctgx:g—lr%(x—]) —%(x—l)z

-1 7T
Z)
Xgli] 1
14+ x2 2’
_ZX X():]
(1+x2)?
2(3x*—1)

(1+x2)°

1

2
2)

682 —2
"%

(EZ+1)3(X_1)3>

kde & lezi mezi x a 1.
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(303) Urcete maximalnt chybu v aproximaci z Prikladu 302, kde x € (0,9;1,1).
Resent:
Chyba je urcena vgrazem

2
-2
Rz(x):66‘E (x—1) 0,9<&<1,1.

(&2 4+1)
Musime tedy vhodné omezit viraz [R,(x)| a tak urcit maximalni chybu aproximace. Nejdfive
se zaméfime na Citatele, tj.

662 2| | la+ bl <lal+[b|| <6lEF+2<6-1,17+2=9,26.
Jmenovatele omezime takto
6(87+1))| =6 (&% + 1)2 > 10,86, nebof jisté plati & +1>0,9+1=1,81.
Proto nyni mizeme psat

687 —2 9,26
6(&241)3 10, 86
Maximdlnt chyba aproximace Taylorovgm polynomem druhého stupné je 0,0009.

IRy(x)| = (x—1)P < I(x— 1) <0,8526-0,1° = 0,00085 = 0, 0009.
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(304) Vyjéadrete funkci sin %7 pomoci mocnin x — 2.

Reseni:

Takovéto vyjadient je mozné pomoct Taylorova polynomu. Ze zadani plyne, Zze xo = 2 a ze
musime polynom sestavit v obecné podobé, nebot nebyl zadan stupen aproximace. Proto
. XTU xp=2
f(X) = Sun T XQ"* 1,
T XTU xo=2
f'(x) = = cos — 2570,

4 4
== () ()
" (x) =— (;)3 cos %T 230,

= () e’ ()

Z tvaru jednotlivgch derivact miZeme pro k € N U{0} odvodit
19) = (1) () sin 2  (5)

#2000 = (1 (7)™ cos T 0,

Proto hledany Tayloriv polynom je tvaru
- (B B ) G i () 2

4
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(305) Najdéte Maclaurintv vzorec pro obecné n a pro funkci f(x) = e*.
Resent:
Musime vycislit funkci a vSechny derivace v bodé x,, tj.
flx) = e =01,
f(x) = e* "1,
Navic, je zfejmé Ze plati f(x) = f'(x) = f"(x) = --- = fV(x) a f(xo) = f'(x0) = " (x0) =
... = fM(xy) = 1. Proto miizeme sestavit Taylordv polynom ve tvaru
S X" et
e":1+x+i+§+---+m+mxnﬂ,

kde & lezi mezi O a x.
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(306) Najdéte Maclaurintv vzorec pro obecné n a pro funkci f(x) = sinx.
Reseni:
Nejdrive vycislime funkci a vSechny derivace v bodé x,, tj.
f(x) = sinx %00,
(x) = cosx &1,
f’(x) = —sinx 030 0,
£(x) = — cosx & —1,
£ (x) = sinx "0 0.
Navic, je ziejmé, ze pro k € NU{0} plati

2 = (—1)*sinx %0 0,

£ — (—1)* cos x 30,
Proto mGzeme napsat
. N BN L xn L
simx =x =gy gt ED Ty O gy s

kde & lezi mezi 0 a x.
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(307) Najdéte Maclauriniv vzorec pro obecné n a pro funkci f(x) = cosx.
Resent:

Nejdrive vycislime funkci a vSechny derivace v bodé x,, tj.

f(x) = cosx &1,

. xo=0
f'(x) = —sinx % 0,
" (x) — _cosx ¥ -1,

£ (x) = sinx 250 0,
£ (x) = cosx "&° 1,
Navic, je ziejmé, ze pro k € NU{0} plati

2 = (—=1)* cos x %0 1,

£ — (1) sinx 2200,
Proto mGzeme napsat
2 4 Loxn L2
cosx = 1 —E—l—m—l- (1) 2! + (—1) On 2] cos &,

kde & lezi mezi 0 a x.
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(308) Uzitim Maclaurinova polynomu vypoctéte pribliznou hodnotu cisla e s chybou mensi nez
0,001.

Regenti:
Z Prikladu 305 vime, Ze plati

2 3 n 3
X° X X e
e =1+x+—+ "+ -+ = X!
Xyttt T e
coz pro x = 1 dava
R

1 1
TR TR =Y e B g DT

kde & € (0, 1). K tomu, abychom dosahli chyby mensi nez 0,001, musime vyfesit nerovnici
3
e

(m+1)!

<0,0001 =

v 3
< 0,0001 | protoze £ € (0,1)]| = e

= 3000<(n+1)! = n>5.

Proto musime pouzit Tayloriv polynom alespoii Sestého stupné, tj.

1 1 1 1 1
e:1+1+2—!+§+4—!+§+a:2,718055556.
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309) Pro jaké hodnoty x plati p¥iblizn(j vztah cosx = 1 — % s pfesnosti 0,00017?
J y X platt p Y 2 SP
Resent:
Z Prikladu 307 pro n = 2 vime, Ze plati

2

X
cosx =1— 5 + Ry(x),
4

kde Ry(x) = %‘!’55 a & lezi mezi 0 a x. Z omezenosti funkce cosx plyne, ze

lcos & x*  x*

4
X" cos & <X
< 2 <

24

Musime proto vyresit nerovnici

4

X
ﬁgo,oom = x'<0,0001.

Regenim tedy je x € (—v/0,0024, v/0,0024) = (—0,222,0,222), tj. [x| < 0,222 = 12°30".

=
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(310) Pomoci Taylorova polynomu pro n = 3 uréete ptiblizné +v/30.
Redeni:
Uvazujme funkci f(x) = ¥/x a polozme xo = 27. Vypoclteme funkéni hodnotu a vechny

potifebné derivace v bodé x,, tj.
x0=27

f(x) = Vx %" 3,
T xo=27 1
:m = 55
__2 w2
9/x5 2187’
m 10 x=27 10
PN =29 ™ 778
Nynt mizeme vypocitat pribliznou hodnotu

f'(x)

f”(x) _

10

1 __8 _10
3/%:3+ﬁ.3+%.3z+%-33£3,10725.
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(311) Pomoct Maclaurinova mnohoclenu trettho stupné, vyjadrete hodnotu cos1° (vysledek
uvedte na 6 desetinnych mist).

Re3eni:
Z Prikladu 307 vime, ze plati

cosx =1— %,
proto obdrzime
- i
cos17 = cos zo- =1 18202 = 0,999847.
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(312) Pomoct Maclaurinova mnohocdlenu trettho stupné, vyjadrete hodnotu sin2° (vysledek
uvedte na 6 desetinnych mist).

ReSeni:
Z Prikladu 306 vime, ze plati

proto obdrzime

7.[3
sin 2° = sin ]% - % — 2 = 0,034899.
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(313) Vypoctéte &islo log 11 s presnosti 107°.
Resent:
Zvolime f(x) = logx a xo = 10. Nyni vycislime funkci a jeji derivace v bodé x,, tj.

1,

xo=10

f(x) = logx "~

_ 1 xm0
~ xIn10 10ln 10’
1 =10 1

f'(x)

P ==Gm70 ~ “T0tmio
2 xe=10 2
f/// — Q\/\_}
X =Gmio N0
6 x=10 6
() = —— > %0 ©
) = =10 10410 10
Obecné mGzeme psat
L =1)! gm0 L (n=1)
fny — (et (M 010 gyt (=T
)= =00 o S YPET,
Tedy TaylorGv vzorec je tavru
1 _1 _2
logx =1+ or=s(x = 10) — FEHE (x —10) + 5 (x — 10)*+
1 (=1
e (T L (x—10)" + R,
o D g o 107 Ralx),
kde
|
Ra(x) = (~1)" (x —10)™!

(m+1)1EMn10
a & lezi mezi x a 10. Abychom dosahli pozadované presnosti, musime vyresit nerovnici

B 1 s 1T 1 s :

1

N £n+]<10_5ln10|56(10,”)| =
1 s

= T <107Wi0 =

= 10™'<10°W10 =

= (—n—1W10<n(10°n10) <5 =

ln (107 n 10)
=5 MM-I<——<-5 =

In10
= —Mmn<—4 = n>4
musime tedy pouzit Tayloriiv polynom alespon patého stupné, t;.
1 1 2!
1010 2-102(n10  31-105n10

31 41
B —1.041392752.
7070 Ts om0 - 04189275

log11 =1+
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II. Integralni pocet funkci
jedné proménné

II. 1. Zakladni integracni metody

Definice 28. Necht funkce f(x) je definovana na intervalu I. Funkce F(x) se nazgva primitivni
k funkct f(x) na I, jestlize plati F/(x) = f(x) pro kazdé x € L.
Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f(x) na I se nazgva neurcity integrdl z funkce f(x)

a znali se [ f(x)dx, tj.
Jf(x) dx :={F(x) : F(x) je primitivni funkce k f(x) na I}.
Zakladni vzorce pro integrovani (k € R):
J (f(x) £ g(x)) dx = Jf(x) dx + J g(x) dx,
Jk-f(x) dx = k-Jf(x) dx.

Integrovani elementédrnich funkct (a,b,k,C,,3 € R, a > 0, b # 0 jsou dané konstanty a C je
integracnt konstanta):

Xn+1
Jkdx:kx+C, Jx”dx: + C,
n+1
1
J;dx:ln!xH—C, Je" dx = e*+C,
a® .
Ja"dx=—+C, Jsmxdx:—cosx—I—C,
lna
. 1
Jcosxdx:smx—FC, dex:arctgx+C,
1 :
dex:arCSLmH—C, Jcoszxdx:tgx+C,
1 f'(x)
dx = —cotgx + C J—dx:l f(x)| + C.
JS.[HZ'X, Cog ) f(x) n| ( )|
1
Jf(x)dx:F(x)+C = Jf(ocx—i— B)dx:&F(ocx—HS)—FC.

Véta 29 (Integrovani per-partes). Necht funkce w(x) a v(x) majil derivaci na intervalu 1. Pak
plati
Ju(x) vV (x)dx =u(x) - v(x) — Ju’(x) -v(x) dx,

pokud alespori jeden z uvedenych integrali existuje.

363



364 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

u(x) v/ (x)

u(x) | v'(x) P(x)-ln"x In™x P(x)

P(x) - e P(x) ekx P(x) - logy x loggp x P(x)
P(x)-a* |P(x)| a* P(x) - arcsin(kx) | arcsin(kx) | P(x)
P(x) -sin(kx) | P(x) | sin(kx) P(x) - arccos(kx) | arccos(kx) | P(x)
P(x) - cos(kx) | P(x) | cos(kx) P(x) - arctg(kx) arctg(kx) | P(x)
P(x) - arccotg(kx) | arccotg(kx) | P(x)

TaBULKA 1. Jak volit funkce pfi integrovant per-partes (P(x) je polynom, k € R).
Véta 30 (Substitu¢ni metoda). Necht funkce f(u) md na otevi‘eném intervalu | primitivni funkci
F(u), funkce @(x) md derivaci na otevieném intervalu 1 a pro libovolné x € 1 je @(x) € ]J. Pak
md sloZend funkce fl@(x)l@’(x) na intervalu 1 primitivni funkci a plati

p(x)=u
"(x)d
| oo dx ‘MX) o

_ Jf(u) du = F(u) + C = Flo(x)] + C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 365

(314) Vypoctéte

dex.

S vyuzitim zékladnich vzorci obdrzime pfimo

Reseni:

2
X
dex-i—i—C.
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366 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(315) Vypoctéte

Reseni:

S vyuzitim zékladnich vzorct obdrzime primo
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 367

(316) Vypoctéte
J Vx dx.

Reseni:
S vyuzitim zékladnich vzorci obdrzime pfimo
32

2
= ]/2 = —_— = — 3
Jﬁdx Jx dx 3/2+C 3\/x + C.
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368 I.

INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(317) Vypoctéte
|
— dx.
I
Redeni:
S vyuzitim zékladnich vzorct obdrzime primo
1 2/3

JTﬁd": 2/3

X
Jx‘w dx = —

+cz§€/>?+c.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 369

(318) Vypoctéte

Je" dx.

S vyuzitim zékladnich vzorci obdrzime pfimo

Reseni:

Je_" dx = —e ™ +C.
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370 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(319) Vypoctéte
J 1 dx
x24+3
Regeni:

S pomoct Upravy mizeme vyuzit jeden ze zékladnich vzorci a obdrzime

Jde—1J 1 dx—]J ] dx = 1 arct X+C
43 323 <L>2+] BB
V3
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 371

(320) Vypottéte

1
J dx.
V4 —x?
Reseni:
S pomoct Upravy mizeme vyuzit jeden ze zékladnich vzorci a obdrzime

J 41—x2dX_J2F 1J 1

-3

dx = C.
X = arcsin = 3 +
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372 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(321) Vypoctéte

241
J3x+ dx.

x> +x+2
Reseni:
S vyuzitim zékladnich vzorct obdrzime pfimo

J 3x2+1

deZln‘x3+x+2}+C.

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 373

(322) Vypoctéte

2 X 7 4 2 2x
— 3si 2cos = + 3 — — — 3 .
J(coszx 3sin5x + cosz+3 2X+3—x 3X+2+2e3)dx
Reseni:
Aplikact zékladnich vzorcl ziskame
2 X 7 4 2 2x
— 1 2 — X _ —_ 2 3 =
J(coszx 3sin5x + cosz~|—3 2X+3—x 3x+2+ e3)dx

3 oox 3 7
—2tgx+§c055x+4sm§+ in3 +2Xln2

2 .
—4ln|3—x|—§1n|3x+2|+3e%+c.
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374 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(323) Vypoctéte
thz (au)du, a #0.

Reseni:

Postupngm upravovanim obdrzime

.2 2
) _ [ sin” (au) _ [ 1—cos” (au) B 1 B
th (““)d“—de“—JWd“—de“—J1d“—

:ltg(au)—u+ C.
a
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 375

(324) Vypoctéte
th (bs)ds, b #0.

Reseni:
Ze zakladnich vzorct ziskdme

i 1
th (bs)ds = J i:)r; ((EZ)) ds = 5 In|cos (bs)| + C.
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376 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(325) Vypoctéte

X
5 dx.
cos? x

ReSeni:
S vyuzitim metody per-partes dostaneme

X /
oix &
CosS~ X

u=x u =1

_ !/ __ 1
v=1tgx v = o

:xtgx—thxdx:

:xtgx—J X dx =xtgx + ln|cos x|+ C.

CosSX
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

377
(326) Vypoctéte
Jxlnxdx.
Re3eni:
Metodou per-partes ziskame
=1 r=1 2 2 2
Jxlnxdx v _ %x :, _; = X7[nx—J§d>c: %lnx—xz%—C.
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378 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(327) Vypoctéte
J(Zx — 1) Inxdx.

Reseni:
Metodou per-partes ziskame

u=Inx u = -
v =x? =2 -

1
X
X°—X v —

J(Zx— 1) Inxdx

1

:(xz—x)lnx—JJ—((xz—x)dx:(xz—x)lnx—J(x—de:

2

:(xz—x)lnx—x?—kx—kc.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 379

(328) Vypoctéte
J(xz +1)e ™ dx.

ReSeni:
S opakovanym vyuzitim metody per-partes dostaneme

42 I __
J(xz—H)e" dx |47 +,1 v _%7;
vVi=—e* v=e

u=2x u =x

Vi=—e* v=e"*

=—(x*+ 1)e"+J2xeX dx

=—(x*+ 1)e"—2xe"+J2eX dx =

=—(x*4+1)e*=2xe *+—2e *+C=—e¥(x*+2x+3)+C.
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380 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(329) Vypottéte

sz e dx.
ReSeni:
Metodou per-partes ziskame
_ u=x? u = 2x
JXZG 3 dx V:—% e73x vl:e73x =
T, 5 2 _ u=x u' =1
= —gxze 3X+§Jxe 3 dx b lax x| =
1 2 2 1 2 2
= —gxz e X —oX e —|—§ J e dx = —3 e X (xz + 3X + §> +C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 381

(330) Vypoctéte
J e*sinxdx.

Reseni:
Po dvojndsobném pouziti metody per-partes dostaneme
u=e" u =e*

v =—cosx Vv=sinx

Je" sinx dx

u=e* u =e"
v/ =sinx v =cosx

= —e"cosx—kje’%osxdx

= —e"cosx+ exsinx—JeXsinxdx,
coz znameng, ze jsme ve v(sledku obdrzeli stejn( integral jako v zadant pouze s opacnym
znaménkem tj.

1
Je"slnxdx: Ze" (sinx — cosx) + C.
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382 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(331) Vypoctéte
J cos’® x dx.

Re3eni:
S vyuzitim metody per-partes obdrzime

u=-cosx U =-—sinx
v=sinx V' =cosx

J cos? x dx

:cosx-sinx—i—l[sinzxdx:cosx-sinx—i-J(] —coszx) dx =

:cosx-sinx—l—JU —coszx) dx:cosx-slnx+x—Jcoszxdx,

tzn., ze ]
Jcoszxdx =5 (sinx-cosx+x)+ C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 383

(332) Vypoctéte
J arctg x dx.

Reseni:

Metodou per-partes obdrzime

1
J arctgx dx

1+4x2
v=x vi=1

u=arctgx u’ =

X 1 )
:xarctgx—JH—Xde:xarctngrzln\x +1\+C.
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384 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(333) Vypoctéte
J ln x dx.

Reseni:
Metodou per-partes obdrzime

Jlnxdx

u=Ilnx u =

—_

N o :xlnx—J1dx:xlnx—x+C.
= X =
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385

[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

(334) Vypoctéte
Jlnx
—dx
X
Resent:
Tento priklad je mozné Tesit jak substituct, tak i per-partes.
Per-partes:
r_1 —
I:Jln—xdx: u = u/ lnlx _
X v=lnx v =-
L
= lnzx—Jde =In*x—1
X
) ) In? x
= I=h'x—1 = 2=bhx = I:T—}—C
Substituct:
lnx t=1Ilnx 2 In?x
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386 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(335) Vypoctéte

J CcoS X dx.

1+ sin’x

Reseni:

S pomoct substitu¢ni metody ziskame

u=t+v1+t
CoS X t =sinx dt i
—dx| o :J— duz(]—kL)dt:Mdt —
J T+ sin?x dt = cos dx V1 + 12 Zd\u/1+t2_ N Vi+t2
tHV1+2 V1482
d
:JIu:lnlul—l—C:ln"H—\/]—l—t2‘+C:ln’slnx+ 1+sin’x| + C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

387

(336) Vypottéte
J' (T4 nx)*

Reseni:
Substitu¢ni metodou dostaneme

1+ nx)? t=1
Jﬂdx |dt:ln(7j(x :J(1+t)4dt:

(1+1t)°

X

+C=

(1+lnx)°

+C.
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388 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(337) Vypoctéte

J sinx - cos® x dx.

Reseni:
Substitu¢ni metodou obdrzime

U = CoS X
du = —sinxdx

Jslnx.cos5xdx :_JuSdu:_li_i_C:_cos X+C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 389

(338) Vypottéte

JxeXz dx.
Regeni:
Substitu¢ni metodou ziskdame
2 t = —x2 B 1 ¢ B 1 ¢ B 1 2
Jxe dx dt — —2x dx —zje dt——ze +C——§e +C
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390 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(339) Vypottéte

J(4— 7x)"0 dx.
Regeni:
Substitu¢ni metodou obdrzime
510 t=4—-7x| _ 1({.0, 1t" 1] N
J(4 7x)"° dx |dt:—7dx =5 t dt——?ﬁ+C——ﬁ(4—7x) + C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 391

(340) Vypoctéte
J V2x —5dx.

Reseni:

Pouzitim substitu¢ni metody ziskame

t=2x—-5
J\/Zx—de gt — 2 dx

1 t3/2

1 1

2
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392 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(341) Vypoctéte
J cos X dx
(2+sinx)2

Regeni:
Substitu¢ni metodou obdrzime
J CoS X t=2+sinx
(

:Jdt:_1+cz 1

— ke — 4 C
2 + sinx)? dt = cosx dx 2 t 2+s'mx+
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 393

(342) Vypoctéte
Jx3 e dx.

Reseni:

Kombinace substituce a metody per-partes déava

3 7X2 t:—Xz __1 _ t _
Jxe dx gt — —oxdx | = ZJ( t)e' dt =

1 ¢ u=t u =1 Tow T

—the dt V:et v,:et —zte —EJG dt =

—1tet—1et+C——1e_"2(x2+1)+C

-2 2 2 )
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394 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(343) Vypoctéte
Je‘/’z dx.

Reseni:
Kombinace substituce a metody per-partes déava

t=4/x
P =x

Je*/’z dx
2tdt = dx

:2Jtet dt

u
v

:Zte"—ZJ'et dt =2tet—2e'+C =2e*(v/x—1)+C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 395

(344) Vypoctéte

Jx arcsin x? dx.

Reseni:
Kombinace substituce a metody per-partes déava

2 1

t=x

1 u=arcsint u =
. 2 — _ . 1_+2 —
Jxarcsmx dx [ 4 = v dx 2Jarcstntdt | R y :\/] t
1 . 1 t w=1-—t2 1 . 1 dw
—ztarcsmt—zj\/]—__tzdt |dW:—2tdt —ztarCSlnt+ZJﬁ—
1w 1, o, .
:ztarCSLnt+ZT+C:§x arcsinx +§\/1 —x* 4+ C.

2

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

396

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(345) Vypoctéte pomoct per-partes i substitucni metodou

j VT dx.

Reseni:

Tento priklad lze Fesit dvéma zplsoby. Metodou per-partes obdrzime

_ /1 _ 2 I —2x
J\H—xzdx u=v1l—-x* u 2/1—2

vV=x v =

2 1—x2+1
dx = x/1 —xZ—J—dx:
V1—x2

[ x
=xV1—x2+

| vi—e

— ([ 1—% 1
* X (\/]—XZ \/1—X2) x

=x\/1—x2— |1 —xzdx+J
=x 1—x2+arcslnx—J\/1 — x2 dx,

J

dx =

t.
J\H —xzdx:% (x 1—x2+arcsinx> + C.

Vhodnou substituct dostaneme tent(z vysledek, tj.

v 1 —x2dx X =sint = [ V1 —sin’tcostdt =
dx = costdt
5> eyl t 1 . — arcsinx
= |cos“dt = "=sintcost+=+C==sintv1—sin"t+
J 2 2 2 2

1 1
:zx 1—x2+zarcsinx+C.

+C
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 397

(346) Vypoctéte
J max{1, x*} dx.

Regeni:
Pro [x| <1 plati
Jmax{],xz}dx = J] dx =x+ C.

Je-li [x| > 1, plati
3

Jmax{],xz}dx:szdx: X§+C.

Visledkem bude spojita funkce dana nasledujicim vztahem
%—%—FC pro x < —1,
Jmax{],xz}dx: x+C pro |x| <1,
x> 2
5+5+C pro x > 1.
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398 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

II. 2. Integrace racionalni lomené funkce

A t=x—%x| _ A _ _ .
.Jx——xodx dt — dn _J?dt—AlnltH—C—Aln|X—Xo|+C,
A t=x—xg A At
4 [ La="t o=
.J(x—xo)“ | dt=dx Jtn a1
A

= (1) (x — xg) +C, kden >2

.J Ax+B dx—éJ' 2x+p N t=x2+px+q n
x2+px+q 2 )/x*+px+q dt = (2x + p)dx
+(B—E>J ] dx =
2 X2 +px+q
A [dt Ap 1
== |- —— || —————=dx=Iht
ZJt+< Z)J(x—xo)2+azx nlt/+

__ X—Xo
a8
2 Ja (m) +1 | du=dx

a

:ln‘x2+px+q\+( —E) 1 J adu =In[x*+px + q| +

2 ) a2 u+1
Ap) 1
+( —7>E-a-arctgu+C:
2B—A —
:ln‘xz-l—px+q‘—i-Tp-arctgX XO—l—C;

.J Ax+B dX:éJ 2x+p N t=x*+px+q n
(x2 4+ px+q)" 2 ) (x+px+q)n | dt=(2x+p)dx
N
2 (x2+px+q)"
N P —
2 )t 2 [(x —x¢)? + a?]n
_ % e lpH St ( _ %) K, (x0,a), kden > 2,
pricemz K (xp, a):= IM;—)Z(MZ}H K dokoncent vjpoctu posledntho integralu je tfeba vyuzit
ndsledujict rekurentni formule
Knia (s, 0) = g5 (P Kl a) # g ).

X —X
Ki(xo, @) = — arctg O,
a a

coz ve specialnim pripadé (xo =0 a a =1) dava

2n—1 1 X
Kn )] A7 . 1\
(© H—Zn(x2+1)“

Kn+1 (0) 1 ) =

K;(0,1) = arctgx.
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 399

(347) Vypoctéte
J x>+ 1
——dx

x(x —1)3
Regeni:

J%dx:_J%Hjxd—X] +J(xix1)zzj(xd_x1)3 =

1 B 1
(x—1)22 x—1

+C.

=—Inlx|+2ln|x — 1] —
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400 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(348) Vypoctéte

x>+ x d
J(xz—n(xz—m *

Reseni:

J X3 +x dx——J dx _J dx +J % dx—l—J % e —
x2—1(x2=2) " Jx—=1 Jx+1 Jx—2 x+v2

:—ln!x—ll—ln!x—l—H—l—%ln‘x—ﬁ‘—l—%ln‘x%—ﬁ‘—l—C.
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE

401

(349) Vypoctéte

x84+ 2x — 1
v dx.
Regeni:
x4+ 2x — 1 dx 2 dx
—dx = dx =2 | —+=
J x> — x? x JXX Jx+3jx—1

2

+2J 2x + 1 +de_
3)x24+x+1 x2

2 2 1
:%—2[n|x|+glnlx—1|+§ln‘x2+x+1}—;—I—C.
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402 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(350) Vypoctéte

dx.

J 3x+7
x2 —4x +15

Reseni:

J 3x+7 3J 2x—4

AL NV I A
X —dx+15 T 2| x2—4x+ 15

:%ln‘xz—4x+15‘+13j

dx+]3jx2—4x+15 -

(x—22+11

13 dx

%lnx24x+15+ﬁjm
V11
13V11 [ dt
11 Jt2+1 -
13V/11

11

1
= ;ln ‘x2—4x+15‘ + —3arctg

V11

3
zzln‘x2—4x+15‘+

zgln‘x2—4x+15‘+ arctgt + C =

x—2
—— +C.
V11
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 403

(351) Vypoctéte

Jx3+2x+x—1
5 dx.
X2 —x+1
Regeni:
3 _ _
Jx +2x +x 1 JX—|—3 dx+J 3x—4 dx —
x2—x+1 x2—x+1
_x +3" 2x — 1 dx SJ dx B
-5 Y 21 " 2| N2, 3
2 2)x—x+1 2 (x—%) +%
2 3( 2x—1 10 d t=22
B e
2 2 ) xF—x+1 3 <£> 1 | dt=dx
V3
x? 3 2x—1 5V3 [ dt
= — — —d —_— — =
PEMRIRED s T Jt2+1
X2 3 2x—1 3
—?+3X+zumdx— arctgt—l—C—
x? 3., 5V3 2x — 1
:?+3x+zln|x —x+1‘—Tarctg 7 +C.
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404 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(352) Vypoctéte

J x dx
x4 —x3—x+4+1""7

Reseni:

J x dx—lJ dx _1J dx [t=x—1
x*—x3—x+1 " 3/ (x—12 3)x2+x+1 | dt=dx

_1Jdt_1J dx
R

= — 1 —1 2 arct X-l_%+C—
T3+ 33T -
1 2V3 2x + 1

3 1) 5 arctg 7 + C.
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 405

(353) Vypoctéte
X

J T xt2)0d 1 ax—3)

Reseni:

J X dX_LJd_X+in_X_1J;dX_
(2 +2x+2)(x*+2x—3) ~ 20)x—1 20)x+3 5)x2+2x+2

LY (ST M ]J a2 dx—J AT,
20 20 2/ x2+2x+2 X2+2x+2)

1 3 1 1 dx t=x+1

_%lnlx—ﬂ—k—ln|7€+3|——l”|X +2X+2|+ J(X+1)2+1 | dt = dx
1 3 1 dt

_%lnlx—ﬂ—k—ln|x—|—3|——ln|X +2X+2|+ Jm_

:;—Oln!x—1|+iln|x+3!—lln |x +2x—|—2|+1arctg(x+1) C.
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406 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(354) Vypoctéte

J‘ dx
X=Xt x4 x—1

Regenti:
J dx _1J’ dx _1J‘ 2x +1 _1J dx B
XS—x4+x3—x24+x—1 3)x—1 6)Jx+x+1 2)]x2—x+1
1 1 1 dx
:—lnlx—H——ln’xz-i—x-l—]‘——J—z:
; : 2) e
:—lnlx—H——ln‘xz—l-x—H‘—EJd—Xz ;/g =
3 6 3 <£> 11 dt:%dx
V3
1 1 ) V3 [ dx
:glnb(—”—gln’)( +X+]‘—ij:
1 T, V3
:§ln|x—1|—gln‘x —i—x—f—]‘—?arctgt:
1 1 2x — 1
:§In|x—1|—gln’X2+x+1‘—?arctg X\/g + C.
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 407

(355) Vypoctéte

Jx2+3x+2
— dx.
X2 +x+2
Regeni:
x2+3x+2 2x
— —dx=11d —dx =
sz—l—x—kz x J X+Jx2+x+2 x
_X‘i‘J 2x + 1 X_J dx B
N x2+x+2 x24+x+2
:x+ln‘x2+x+2|—J—dX2 =
(+ 17+
:x+ln‘x2—|—x+2|_?J—xz . ;ﬁd —
2x+1 X = —=dax
(%) +1 V7
27
:x+ln‘x2+x+2|——\/_J o
7 Jt2+1
=x+In|x*+x+2| - arctgt + C =
2 2x + 1
=x+In|x*+x+2| - —arctg==—— + C.
| | 7 arctg =
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408 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(356) Vypoctéte

J dx
(x2—6x+8)(x2+2x+2)°

Resent:

J dx _1_J dx _lJ dx n 1 J 4x 4+ 11 dx
(x2—6x+8)(x*+2x+2) 52)x—4 20)x—2 130)x2+2x+2

] ] ] 2x 42
— =4 — —lnjx—2 2 d
5y (M=l = 55 k= |+130< JX2—|—2x+2 X+ x2+2x+z>

] 1 2 7 -
_S—Zlnlx—4|——ln|x 2|—|——130ln‘x +2x—|—2‘+130 | dt = d
1 1 2 7 dt
= — —— 2|+ — 2 2 —_ =
52ln\x 4| ln!x |+13Oln‘x +2x + ‘+130Jt2+1
—llnlx 4|—lln|x Zl+iln‘x2+2x+2‘+ 7 rctgt =
52 20 130 730 79T
1 1 2 7
_ 4= 55 nbe— 2]+ < n | .
52lnlx | ln [x 2|—|—130ln‘x +Zx+2‘+130arctg(x+1)+C
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 409

(357) Vypoctéte

Reseni:

J X dx—J1dx+1J o —1J dx —1J .
x8—1 " 8)x—1 8)Jx+1 4)x2+1
1J V2x —2 ]J V2x + 2

+o — | YT k=
8 x2 +/2x + 1

7 = dx
X2 —V2x + 1 8

1 1 1
—x+§lnlx—1|—gln|x+1|—zarctgx+

Y] e T
8\ 2 Jx2—V2x+1 x2 —/2x + 1

1 QJ 2x +V2 dx—i—J dx B
8\ 2 Jx2+vV2x+1 x24+V2x+1/)

1 1 1
—x+§ln!x—1!—gln!x%—]]—é—larctgx%—

+£ln’x2—\/§x+1‘—]§J dx —

' (+—2) +
et VB g [

2
<x+‘/72> +%

1 1 1
:x+§ln|x—1|—gln|x+1|—£—1arctgx+

—I——\]/gln‘xz—\/zx—kl‘—%‘[ dx 5 tdt:—\/?/%;] —
(ﬁx—1> +1 = Veodx

——fln‘xz%—\/zx—k]‘—;lj dx . V(\;:_\/\Z/EZ] -
(VZx+1) 41 W= vad

1 1 1
—x—i—gln!x—ll—glnlx-i—]]—é—‘arctgx—i-

+£ln’x2—\/§x+1‘—gj dt

16 241
V2|, V2 [ dw
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410 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

1 1 1
—x+§ln|x—1!—gln!x+1|—é—larctgx+

2 2
+£ln‘x2—\/§x+1‘—£arctgt—
16 8
V2

2
—ﬁln‘x2+\/§x+1‘—%arctgw+C=

1 1 1
=x+§ln|x—]|—glnlx—Hl—Zarctgx—F

+\1/—6zln‘x2—\/§x+1‘—garctg (ﬁx—])—
V2

—ﬁln‘x2+\/§x+1‘—\§arctg (\/zx+1>+C.
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 411

(358) Vypoctéte

J x —4 dx
5x2 4+ 6x + 3

Regeni:
J x —4 dx—lj 10x + 6 X_éJ‘ dx B
52 +6x+3 10 ) 5x2+6x+3 5 |5x2+6x+3
1 23 [ dx
n‘ X +6x—|—3‘ 75 | x2+gx+§—’
1 23 ( d
:—ln‘Sx +6x+3‘ 2; %:
J(x+3) + 5
2 r t:5x+3
:—ln‘Sx —|—6x—|—3‘——3 d—xz ye —
J 5x+3 dt:ngX
(7) 4
236 [ dx
—ln‘Sx + 6% +3‘ =30 JtZ—H_

6
\/_arctgt—l—Cz

23v6 BVe 5x +3
30 9%

:lln‘Sx + 6Xx +3‘

:ltn\SX +6x + 3| — +C.
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412 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(359) Vypoctéte

J 2x 41 dx
(x2+4x+13)2

Reseni:

t=x%+4x+13
dt = (12x +4) dx

J 2x +1 X_J 2x+4 dx—3J dx
(x2+4x+13)2 | (x2 +4x +13)? (x2 + 4x + 13)2

x+2
T X2 44x+13 22 2 ldw=1dx| —
[ (:5)°+1] :
__;_3ijd—w_
X2 H4x+13 781 ) (mE+1)2
T LA B TR W
Ty ax 13 9\ 2T -
1 1 x+2 1 X2
=  __artgq—————3 4+ C=
ax+13 1877973 18(ﬁ>2+1+

3

I B x+2 1 x+38 e
T YT T s axy13 T T
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 413

(360) Vypottéte

J2X4+2X2—5X+1
x(x2 —x+ 1)

Reseni:

dx =

X4+ 2% —5x + 1 dx x+3 x—6
=t | dx |
x(x2—x+1) X x2—x+1 (x2—x+1)

:ln!xl+1jﬂdx+zjd—x
2)x2—x+1 2)x2—x+1
+1J 2x — 1 dx—HJ dx _
2) (x2—x+1)? 2 )] (x2—x+1)2
1 ) 7 dx
:ll’l’X|+zln|X —X+1|dX+—Jﬁ
(x—3)"+3

2
+1J 2x — 1 dx
2) (x2—x+1)?

t=x>—x+1
dt = (2x — 1)dx

11 dx B
2 J [( )z+ ]2

:ln!xl+lln|x2—x+1| dx+1—4jd—x2
2 3 (ﬁ) +1
V3

1T(dt 22 (1 dx T x—3
2]l 732 N7 3 2 i3]
(x=3)"+1 “(x—3) +3
T .5 7V3 ([ dw
:ln|x|+§ln|x —x—|-1|dx+TJW2+1

w
dw:%dx

W

J dx 1m x—1
T 9| /N2 T 3 —x+1
2t 9 <2x71> +1 3 x x+ 1

1 7
:ln!x|+§ln x> —x+1| dx+T\/§arctgw+

B 1 B 44J dx
Z(Xz — X+ ]) 9 Ix—1 2
(%7)

1 73 2x — 1
=Inlx|+ = n|x* —x+ 1| dx + —— arct
x|+ 5 n | 9= 75

3 +

1 _zz\@J du 11 x—3
2(x2 —x+1) 9 Jur+1 3 xE—x+1
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414 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

1 7V3 2x — 1
=1 —Iln|x*— 1/ d —— arctq ———
n|x|+2 n‘x X+ } X+ 3 arctg 7 +
22V/3 1 1x—4
— 9 arctgu—gm—l—C—
1 7V3 2x — 1
=1 —In|x*— 1/ d —— arct
n|x|+2 n|x*—x+1| dx+ 3 arctg 7 +

223 2x—1 1 11x—4
9 arctg V3 32 —x+1
2x—1 1 11x—4
V3 3 —x+1

+C=

+ C.

1
:ln|x|+zln‘x2—x+1} dx—?arctg
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[l. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 415

(361) Vypoctéte

J' 5x% — 12 dx
(x2—6x+13)2

dx 30x — 77
( 2

x? —6x + 13)
dx 2x—6 dx

_SJ(X HSJ x2—6x+13)2dx+13J(x2—6x+13)2_

J‘ 2x — 6 w=x>—6x+13

(x?2 — 6x + 13)2dX dw = (2x — 6) dx

_|_

:§‘[d—x—1—15‘[(1—‘/\)+]—3<1arctgx—3—|—1 x—3 >:
2t +1 w? 4 \4 2 2x2—6x+13

5 15 13 x—3 13 x-3
st g T e e e+ 13
5 x—3 15 13 x—3 13 x-3
=M T 13 16 T T e e 13
53 x—3 13x — 159

= =2 arct .
1699 3 T —exr13) ' ©

+C=

C =
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(362) Vypottéte

5lnx
3 o dx.
x(ln”x 4+ In“x — 2)

Resenti:

J 5lnx ‘= t=1Ilnx _J 5t dt —
x(x +lnix—2)  |dt=1dx| e+ -2

_J 1 N —t+2 dt—J 11 2t+2 3
) t—=1 2+ 2t+2

= dt =
t—1 2 tz—l—2t+2+t2+2t+2

o 1 2 1 S:t+1 o

=lnlt—1] 2ln(t +2t+2)+3j(t+1)2+1dt s — dt | =
1 5 1

—lnlt—1|—§ln(t +2t+2)+3J'mdS—

1
:ln|t—1|—zln(t2+2t+2)+3arctg(t—|—1)+C=

1
:ln|lnx—1|—zln(lnzx—f—Zlnx—l—Z)—|—3arctg(lnx—|—1)—|—C.
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 417

II. 3. Specialni integracni metody
e Integraly typu

700 v o ) a

tj. integraly obsahujicl proménnou x pod odmocninou, kde k e Nar > 2,...,1¢ > 2
jsou prirozena Cisla, fesime substituct t™ = x, kde n je nejmenst spole¢n( nasobek ¢isel
Tiy...,Tx. Pomocl této substituce prevedeme pivodni integral na integrdl z raciondlnt
lomené funkce.

e Integraly typu

Jf (6 Vax+b) dx,

reN, r>2 a,beR, Fesime substitucl t" = ax + b. Pomoci této substituce prevedeme
plvodni integral na integral z raciondlni lomené funkce.

e Integraly typu
ax+b
f ¥ d
J (X’ cx+d> %

kdere N, r>2, a,b,c,d € R a ad— bc # 0, feSime substituct t" = “;‘j:b Pomoci této

substituce prevedeme puvodm integral na integral z raciondlni lomené funkce.

e Integraly typu
Jf <x, v ax? + bx + c) dx,

kde b?—4ac # 0, tj. kvadratick] polynom nemé dvojndsobn( redln( ko¥en, fe$ime pomoci
tzv. Eulerovy substituce. Existuje nékolik variant téchto substituci, zde uvedeme nékteré
z nich:

i) jestlize a > 0 a kvadratickg polynom mé dva redlné kofeny x; < x;, obdrzime

,X—X X —X
vaxt +bx+c=+a- \/x—x1 2—\/_Ix—x]| 2

XXZ

co¥ s pouzitim substituce t* = prevedeme na integral z racionalnt lomene funkce;
i) jestlize a < 0 a kvadraticky polgnom ma dva realné koreng x1 < X2, obdrzime

vax?!+bx+c=+v—a- \/x X1)? =v—a-(x—x1) XZ_X,

X —X1 X —X1

co? s pouZitim substituce t? = XX p¥evedeme na integrdl z raciondlni lomené funkce;
iit) jestlize a > 0 a kvadraticky polgnom ma dva realné kofeny x; < x; nebo jestlize
kvadratick( polynom nema realné kofeny, mizeme pouzit substituci

vVax2 +bx+c=+ya -x+£t,

pricemz volba konkrétnich znamének je zcela libovolngd, ¢imz obdrzime integral z ra-
cionalni lomené funkce;
iv) jestlize ¢ > 0, mGzeme zavést substituci

Vax?+bx+c==+x-t++/c,

s jejiz pomoct prevedeme integral na integral z raciondlni lomené funkce.
e Integraly typu

Jxm(a + bx")Pdx, m,n,p € Q,
tedy tzv. binomicky integrdl, feSime jednou z nasledujicich substituct

i) jestlize p € Z, volime substituct x = t*, kde s je spolecny jmenovatel m a n;
i) jestlize m;” € Z, volime substituci a 4+ bx™ = t%, kde s je jmenovatel p;
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418 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

i) jestlize ™
n

e Integraly typu

+p € Z, volime substituci ax ™ + b = t°, kde s je jmenovatel p.

J sin™x - cos™ x dx,

kde m,n € Z feSime pomocti substituce
i) t =sinx, jestlize m je liché a n sudé nebo nula;
i) t = cosx, jestlize n je liché a m sudé nebo nula;
iii) t = cosx nebo t =sinx, jestlize m a n jsou licha cisla;
iv) jestlize m i n jsou suda Cisla, pripadné nékteré z nich nula, upravime v(raz pomoct

vzorce sin’x = 179922 neho cos?x = % a pokracujeme dale dle ziskaného
vysledku krokem i)—iv).
e Integraly typu
JR (sinx, cos x) dx,
resSime pomoci substituce
i) jestlize R(sinx,— cosx) = —R(sinx, cos x), volime substituci t = sinx;
i) jestlize R(—sinx, cosx) = —R(sinx, cos x), volime substituci t = cos x;

iit) jestlize R(—sinx, — cosx) = R(sinx, cos x), volime substituci t = tgx;
iv) jestlize nenastane ani jedna z predchozich moznosti, pouZijeme k feSent tzv. univer-
zdlni substituci:

X 2
t=1tg= x =2arctgx a dx =-——dt.
9; = 9 T+
Potom z obrazku
t
1
ziskame identity
X t X 1 , 2t 1—t?
SNt =—— = a ST =—= = Slhx =

2 1+t 2 i+t e ° T re
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 419

(363) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

Jx2+\/>_c+1

——dx.
X+ /X *

Reseni:

dt =

xX? +vx+ 1 t?=x th+t+1 th+t+1
LI AASLE - 2tdt=2| ——
J X+ /X dx|2tdt:dx J 24+t d J t+1

‘l 4 t3 2
:2J<t3—t2+t+t—) dt:2<t————|—t—+lnlt+1|>+C:

+1 4 3 2
x2 2Vx3
3

2

+x+2In|vx+1]+C.
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420 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(364) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J—1 +ﬁ_ﬁdx.

x + Vx5
Reéeni:
1 — 3 6 — 14+t —t2 1—t2 4¢3
dex P=x :J+_6t5dt:6J_+dt:
x 4+ /x5 ot’ dt = dx 16 4 15 t+1
1 t3
:6J P—2t4+2——— ) dt=6(——t*+2t—1Ilnlt+1])+C=
t+1 3

=2Vx—6vx+12Jx—6n |¥x+ 1|+ C.
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 421

(365) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J‘V)H—]—de
Vx+1—1 "
Regeni:
J\/x+1+1dx 2 =x+1 —Jt+12tdt—2jt(t+”dt_
Vxt1-1 2tdt =dx | ~ Jt—1 B t—1 B
2 2

:x+1+m&+¢+4m%&+1—ﬂ+c.
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422 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(366) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

Jl /X—de.
xVx—1

Regeni:
12 = x+l
x—1
T [x+1 i -1 —4t
— d = —+t = J t dt —
Jxvx—w bl I 21 (2—1)2
dx = — 1 dt

(t2-1)

'_J —4t? dt_ [ SR R T R
e+ =1 t—1 t+1 241 N
=—Ilnt—1/+Inft+1]—2arctgt+ C =

x+1
x—1

x+ 1
x —1

x+ 1

x —1 -1

— —ln +n 1 +C=

— 2arctg

=2In(vx+1—+vx—1)—2arctg Q+C.
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 423

(367) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J dx

x(vx+ Vx3)’

Reseni:
J dx t0=x _J 10t” dt—]OJ dt
XX+ va3) |10 dt=dx | 0+t T o+

T B SR
:10(lnlt!—l—l—l%—L—L—lnlt—FH)+C:
t 2t2 3t 4t
X 10 5 10 5
= n(]\(%_c_'_”m-f— ]W_s_\/§+3]\0/7?_2\5/)?+c-
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424

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(368) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J x4
IIx+1
Reéeni:
P =3x+1
J—X—H dx x = £
A1 -

3dx = 3t2dt

31
£1 4 3_
:J%tzdt — Jﬂtdt —

3

5 2 3
:%J@H&Qdt:l(1+¢ﬁ44>:1(1+4)+cz

3\5

3 \5

3 12 2
= (X; ) (3X5+1+1>+C=€/(3x+1)2-—x; +C.
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 425

(369) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J]—\/x+1dx
T+x+1
Redeni:
1—V 6 — — 3
Lk LN R I L L
14+ x+1 ot° dt = dx 1+ 12
—1
:6J —t6+t4+t3—t2—t+1+t— dt =
1+ 12
__6t7+6t5+6t4_6t3_6t2+6t+6j 12t 1 it —
7 5 4 3 2 214+t 1+t2 o
6t” 6t  3tt
:_7+?+7—2t3—3t2+6t+3ln‘1+t2]—6arctgt—|-C:

:—;\6/(x+1)7+g\‘s/(x+1)5—}—;Z\S/(x+1)z—2\/x+1 —3Vx+ 1+
6t +3ln‘1 +\3/x+1‘—6arctg x+1+C.
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426 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(370) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

1 /1
J—z +XdX.
X X
Regeni:
12 = Iix
1 /1 h —2t
LY LN X = 5~ = [(2—=1)%t dt =
XV x i (t2—1)2
dX — (tz_])z dt

243 2 /1 3
:—Jztzdtz——+C=—— X +C.

3 3 X
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 427

(371) Pomoct vhodné substituce vypoctéte
J dx
S x+2)7—39x+2—4

Reseni:

t=x+2
3t2dt = dx

_J 3t? dt —
e =-3t—4

J dx
V(x+2)2—-3vx+2—-4

3 48 3 48
—J(3—5( + )dt—3t—5ln!t—|—1!+gln!t—4!+C—

t+1)  5(t—4)
48
=3Vx+ —gln \3/x+2—|—1‘+€ln \3/x+2—4‘+C,
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428 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(372) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

[ime

Reseni:

_ \/1— 2 =x
J\/1+\fdX \/+f \/ 1+\/_X|2tdt:dx

V1 12 —
:J 2tdt—2J O+Ovi—t-vi-t,
T+t T+t
\/1—t2
J(W—tl )dt =
s ) t =sinhu
1 —t2+arcsint—2 dt | arcsint=u | =
J 1+t
P il
1—t2 4 arcsint—2 ]S—l,nudu:
J T4+sinu

1—t2+arcsint—2 | (1 —sinu) du=

J

=tv/1—t+arcsint—2u—2cosu+ C =

— tv/1 — € +arcsint — 2u — 2v/1 — sinffu+ C =

= /xV1 —x + arcsiny/x — 2 arcsiny/x —2V/1—x+ C =
= (vx —2) V1T —x—arcsin y/x + C.
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 429

(373) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J'\/vﬁ—1—\/x—1dX
VXF T+ =T
Regeni:
2
[I=veT,, e Xt [ VEER
VX +T1T+vx—1 2t dt = dx t—l—\/t_z—

t-VE-2 VB2 t-VE -2
t+ V22 t—\/tz 2 Vi

:zj(t_‘/tz_z>t\/tz_2t— e |
uw

dt =

] 22 2w

I o= 6( —t)4—ln‘\/tz—2—t‘+C:

X
<\/x—1—\/x+ )4 ln’\/x—1—\/x—|—1‘+C—
1

:16<(X_1) —4x =1+ r6(x 1) (x+1)—

—4(x =" (x+ 1)+ (x+1)2> —ln‘\/x—1 —\/x+1‘+C:

:11—6<x2—2x—|-1 —4x=1x+ N +6(x*—1)—

—4(x—1)‘/2(x+1)3/2+x2+2x+1) —ln(\/x—1 —\/X—i—]‘—i—C:

=%x2—%xvx2—1—ln‘\/x—1—Vx+1‘—%+€.
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430 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(374) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J‘ dx
T+vV—ad+x+2
ReSeni:
J d | polynom —x? + x + 2 mé reélné koteny 2,—1| =
T+V—xI+x+2 ’
t? =22
x+l et
_ r dx X_fz_;] :J (t211)2 dt —
T4+ (x+1)/5 X+]_6ﬁ T+ @t
—6t
dx = e >dt
r _ 2
_ 6ot o+ 1 dt:—6J t dt —
J(E2+T1)2 2 4+3t+1 (B+T1)(t2+3t+1)
(4 S5 2 4 V5 dt—
J\ 52t+3+v5 B+1 5 2t-3++5
44/51
:——\/_—l ‘Zt+3+\/_‘ Zarctgt——(——)l ‘—2t—3+\/§‘+C=
2 —
:—il 2\/ X 43+45 +—l \/ — 2arctg *ic
5 +1 +1
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[I. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 431
(375) Pomoct vhodné substituce vypoctéte
J dx
(x—DVE+x+1
Regenti:
polynom x? 4+ x + 1 neméd redlné koteny
VX +x+T=x+t
_ 42
J dx X = ;t—t]
2 _
(x—DVx2+x+1 x—1 =552
x+t= tzz—tJ]ﬂ
t_
2(t2—t41)
dx = = dt
—2(t2—t+1)
:J (2t—1)2 :J#dtzj _1 \/§ _1 \/§ dt —
. 2+ 2t -2 3t+1+v3 3—t—14+3

:—%?hﬂt+1+v§wk%§m+¢—1+»€w:

V3
=——1n

VE+x+1—x+1+3

+ C.

3

x— VX2 +x+T1—1+3
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[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(376) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

dx

Jx+\/x2—x+1'

ReSeni:
polynom x? —x + 1 nema redlné kofeny
dx VxXt—x+1=t—x
X+ Vx2—x+1 Xzzj B
22 —t4)
dx = (2t71)+2 dt
2_
S B Jtz—t+1dt_
21 21 - —_1)2 -
5t—1+t_§t—1 t(2t —1)
2 3 3 u=2t—1 3 3
J(t 2t—1+(2t—1)2> |du:2dt| ””+J( 2u+2u2) u
3 LC=

3 3 3
:zmw_zlnm_ﬂ:2[n!t|—zln|2t—1|—m
1

3
zzln’x+\/xz—x—H’——ln’2x+2\/x2—x+1—1‘— e
2 Ax +2Vx?2—x+1-2

http://www.math.muni.cz/~xzemane?2
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 433

(377) Pomoct vhodné substituce vypoctéte
dx

J (x+4)VX2+3x—4

Reseni:

dx
J | polynom x* + 3x — 4 mé redlné kofeny 1,—4 | =
(x+4)Vx2+3x—4
t? =2
41241 10t 2
:J dx =T :J =27 :J%“_”d _
(x+4) [x +4] /= H“f{)% (=) |2t 51—t
X = oy dt

_2 2 _2 2 _ 2 -1
_g.sgn(1—t)J1dt—5 sgn (1 t)t—l—C—g sgn(x—i—4)\/x+4—l—C.
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434 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(378) Pomoct vhodné substituce vypoctéte
J x dx
VXE+3x+2
Reseni:

d
Jﬁ | polynom x? + 3x + 2 méa redlné koteny —1,—2 | —

2 _ x+1
v = x+2 5
2t2-1 2t°—1 2t
. x dx X =3 t2 o -2 (1—t2)2 dt —
= — B =|— 71 =
Vg e | x+2= el
X = dt

1t2
C(2aee-np-¢ [ 42-2
_“ (]_t2)3 " dt—sgn(1—t)det_
] 1 3 3
= 1 — 12 — =
sgn (1 -t (2(t—1)2+2(t+1)2 2(t+1)+2(t—1)>dt
] ] 3

:59n(]—t2> (— — zlnlt—|—1|+3lnlt—1|>+C:

26—1)  2(t+1)

1 2t t+1
:sgn(]—tz) — —%l 'tt]>—|—c

x+1 1
Xx+2x+2

(t+1)2

[t —1]
[t + 1]
— +
[t?2 — 1

=sgn (x + 2) —3sgn(1—tz)ln +C=

x+1 1
XxX+2x+2

= sgn (x + 2) —3sgn (T—t) In

41

= \/X2+3x+2—3sgn(x+2)lnL+C:

res]

VIx+ 114+ /Ix+ 2
=vVx2+3x+2—3sgn(x+2)1l x + 2|
gn ( < NTES] VIx

=vx?+3x+2—3sgn x—l—Zln( Ix + 1|+ Ix+2 >+C.
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY

435

(379) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

dx
Jx+\/x2+x—1'

Reseni:

polynom x* +x — 1 ma realné koteny —

VX24+x—1=x+t
J dx _ 24
X+ Vxt+x—1 :tzzt,t,”
x4+t=-"t="0
1-2t
(2 ¢
dx = =555 dt
(t2—t—1) 2
= dt=|[1- —
(B+T1T—t2+t+1)(1-2t) t+2
:t—Zln|t+2l—%ln t—%'+C:

=vVx2+x—1 —x—Zln‘\/xz%—x—l —x+2‘—%ln

+

S

1
2

z<t]—%>> "

Vx4 x—1 —x—l‘+C.

2
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436 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(380) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J dx
V—dxZ +16x — 15

Regeni:
dx dx
= olynom xZ +x — 1 mé reélné koteny 2 a 2 | =
J¢—4x2+16x—15 Jz [ ax— B3 [ poly y3azl
tZZ ;_§
:J dx :J dx x = 3 :J“”—Z‘t)zdt:

2/G-) (=3 ooy fin | x-i=ah Zgat

2 2 (x—3) - )

1 5—2x
:_Jt2+1 dt = —arctgt + C = —arctg Zx—3+C°

© Petr Zemanek & Petr Hasil

http://www.math.muni.cz/~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 437

(381) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J Ix(7 + 5x*)?dx.

Resen:
Jde o binomicky integral.

JW(7+5X4)2dx |[p=2€Z=x=1t, dx=3tdt| =
= Jt(7 + 5t'%)23t%dt = 3Jt3(49 + 70t" 4 25¢*)dt
3 15 27 3t4 12 24
=3149t> + 70t 4+ 25t7dt = %(6864—245’( +50t7) + C

= 53—6x\3/>_<(686 + 245x* +50x%) + C.
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438 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(382) Pomoct vhodné substituce vypoctéte
J (2 +5%)?

4

dx.
3

Reseni:

Jde o binomicky integral.

2+ 5x)3
J%dX:JXi(Z—I—&cde |p=3€Z=x=t! dx=4tdt| =
X
= Jt_3(2 +5tM)3483dt = 4J(2 + 5t1)3dt =
2
= 4J8 + 60t" + 150t% + 125t'%)dt = 4 (St + 128 + ?ﬁ + 11—35

= 34—9%2(312 + 468x + 650x* + 375%°) + C.

t‘3> +C=
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 439

(383) Pomoct vhodné substituce vypoctéte
JX\/ 2 — 3y/xdx.

Redeni:
Jde o binomicky 'Lntegra'l
=1¢Z,™ M =4¢€Z

JX\/Z—S\/;dx ;\2 3\/__t2\/_ 2;2, _

—32\1/§dx = 2tdt, x~ 2dx = ——tdt

2—2\° 2—t2 [ 4 4 -
:J( 3 ) 2-3= (—gt)dt——ﬁj(Z—t)tdt:

4 i s 4 (8 12, 6, 1, B

= 34J8t 12t* + 6t° — t8dt = 34t (3 5t +7t 5t +C=
4 2

:_8_12 3\/_{2—%2 3vx) + 2 3vx)? 2 3\/_}
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440 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(384) Pomoct vhodné substituce vypoctéte
3 ] 4
J —\/—F‘/;dx'
VX
ReSeni:

Jde o binomicky integral.

1 m+l
deX_J 1 P=3FZ 5t =2l

7 X 2(1 +x7)2dx S1+xi=tx=EB-1%| =

dx = 4(t3 — 1)33t%dt
= J(t3 — 1) R128% (2 —1)3dt = 12Jt3(t3 —1)dt = 12Jt6 —t3dt =
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 441

(385) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

Reseni:

Jde o binomicky integral.

p=3:¢Z =1¢cZ
= 34 AxI =t x=9(t" +3)5,| =
dx = 42(t7 + 3) " 3t6dt

— J3(t7 +3)5t242(t + 3) 3todt =

2
= 126Jt8dt =14t +C=14 (%x% —3)7 +C.
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442 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(386) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

1
dx.
J V1+x*
Reseni:
Jde o binomicky integral.
e = [(1:4 %) Hx

p=—1¢gz2l =lgzmntlp=1_1l=0€eZ
S Ix 1=t x=(t"—1)7,
T4+ xt =t =4t = 1),
dx = —1(t* — 1)74t3dt

— [ (—3—1) (€= 1) Tt = | Gt =

tZ
:_J(t—])(t+1)(t2+1)dt:_Jt

ENES

1 1
4 2
1T t4+1 t241

(Inft—1]—In|t+ 1|+ 2arctgt) + C =

[In(Vx4+T1—=1)—In(v/x*+1+1)+2arctg(v/x* +1)] + C.

Bl = A=
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY

443

(387) Pomoct vhodné substituce prevedte binomicky integral na integrdl z raciondlni lomené

funkce.

J vV 2x2 + xdx.

Resent:

J\/sz + xdx = J Vx(1 4+ 2x)dx

P=1 ¢t = 4L +p=2¢€Z
= IxT+2=tx=(t*—2)",
14 2x = t?’x =t?(t* —2)7T,

dx = —2t(t> — 2)2dt

— J(tz )2t — 2) 2 (—2t) (12 —2) 2dt = —zJ .
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444 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(388) Pomoct vhodné substituce prevedte binomicky integral na integrdl z raciondlni lomené
funkce.
Jxxs/ 8 — 7x3dx.

Resent:

fo/ 8 — 7x3dx

p:%QZ,mTH:%QZ,mTH—I—p:‘I €L
S8x 3 —7=8,x=2347)3,
§—7x3 =t =t38(3 +7)7",
dx = —2t2(t3 + 7)"3dt

1

- JZW +7) 328 +7) 5 (<2 +7) Sdt = —SJ ( L
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 445

(389) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J cos® x - sin® x dx.

Reseni:

5 .2 . 202 a2 t =sinx B
Jcos X - sin xdx—JU sin”x)” cos x - sin® x dx dt — cosx do
N2 .2 5 4 p t3 t5 t7
=| (1=t Pdt=| (" —2t"+t°) dt=——-2—-+—-+4+C=
3 5 7
B sln3x_25ln5x+ s'ln7x+C
3 5 7 '
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446 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(390) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J cos® x - sin® x dx.
Reseni:

t =sinx
dt = cosxdx

. . 2 .
JCOSSX csintxdx = J (1— smzx) cosx - sin* x dx

2 ts t7 t9
:J(] —*) t4dt:J(t4—2t6+t8) dt=o—2-+5+C=
5 7 9
B s'mSX_ZS'Ln7x+sin9x+C
= . 5 .
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY

447
(391) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J dx
sinx’

dx sinx t = cosx
- ——dx .
Sin'’x stn” x dt = —Sun de

_J_ dt _J dt
1= Je-1
b3t |

J ) dt= k1= Sk 14 C=

1 1
2ln!cosx—1|—Elnlcosx—l—]l—l—C—Zln

—1
CoS X ‘+C

cosx + 1
2sin?

2 cos?

NIx

No[=

+C=%ln\tgzg}+C=tn\tg§|+c.
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448

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(392) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

dx.

J] + 4 cos?x + 3sin’x

Reseni:

sin® x
J —— dx
1+4cos?x + 3sin“x

t?+4-5
:J 214 dt:J(1_5

CoSX
2

= COSX — > arct

dt = —sinxdx

+ C.

_J t2—1 dt —
) T+42 4332

5 t
dt=t—zarctgz +C =

2 2
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 449

(393) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J dx
1+ sin’x

Reseni:
t=1tgx 1
J dx . t J s, J‘ 1J
_ sSinX = = = —dt:— —dt:
. 2 V142 2 2 2 1
1 +sin“x dx:]ltzdt T+ 1% 1+ 2t 2245
1 t 2
== 2arcth+C:£arctg (ﬁtgx) + C.
2 - 2
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450 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(394) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

. 4
sin” x
J 2 dx.
cos?x
Regeni:
sin*x t=1tgx i 1 t
= 2)\2
J—4dx dx — ?dt ZJ(HT”1—2‘“:J1—2‘“:
COS™ X — 112 m +t +t

1 t3
= 2— = — —
—J<t 1+t2+1)dt 3

3
= _tggx —tgx + arctg (tgx) + C

t+arctgt +C =

3

tg—x—tgx—FX—FC.

3
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 451

(395) Pomoct vhodné substituce vypoctéte
5
— dx.
J4 + sinx x
Reseni:

t=1tgx

Jde sinx = 24, —J > 2 dt—JLdt—
4 +sinx dx:%ﬁt B N R R o T

B J dt _§J dt_ 54t
2] +5+1 2] i+ 4B 2V15

1 4t + 1 2v/1 4tg5 +1

_Oarctg t+ C:ﬁart L+

— —+ C
NN 3 YT

5
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452 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(396) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J dx
2 —cosx
Regenti:
t=1tqg2
J dx dx:i;dt _J e _J— _gJ dt
+ - 2 - - —
2 —cosx SXZ}I—g 2_% 3t2 1 3 tz_,_%
21 2vV3
=§Iarcth+C:—\3/_arctg(ﬁtg%)+C
3 V3

© Petr Zemanek & Petr Hasil

http://www.math.muni.cz/~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 453

(397) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

sinx
J—dx.
14 cosx
Regeni:
sinx t = cosx dt
J]—l—cosxd |dt:—sinxdx __J1+t__ln“+t’+C—_ln“+COSX’+C.
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454

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(398) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

3
C0S” X
—dx.
J 2—sinx

Regenti:
cos® x t = sinx (1t
2 —sinx dt =cosxdx| | 2—1t

2

:2t+?+3ln!t—2|+C:25inx+

sin

3
dt—J<2+t+t_—2) dt =

2x

+3ln|sinx — 2| + C.
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 455

(399) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

sinx
_dx.
sinX — cos x

ReSeni:
i 1
J ' sinx dX:J tgx dx :J t dt —
sin X — cos x tgx — 1 t—11+¢2

B t B : 11—t B
_J(t—U(tz—H)dt_J(t—] +2t2+1> dt =

1 1/ 1 2t ,
——ln|t—]|+z(—§det+Jdtt —|—]) =

t=1tgx
dx = 15 dt

1+t2

1 1
ln|t—1|—Z‘t2—|—1|—|—§arctgt—|—C:

N == N

1
ln|tgx—1|—Zln‘tgzx+1|—|—§—|—C.
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456

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(400) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

JZ—sinx
——d
2+ cosx

Reseni:

— X
, 2
2 —sinx dx = 7z dt
2+ cosx = 1=t
COS X COSX = 172
L2t
sinx = 75

242t +1—t2 1+ ¢2
2 _ 1
tr—t+ )dtzzj

_J 24222t 2

:4J(1 + ) (2 +3

—J AT
243

V3

dt
4Jt2—|—3

:Jidt—i_iJL
t2+3 3 (L>2+1

X.

2
:J ~ e 2 dt =

2+ 5 14

2+t t
——dt—2 | ——dt =
t©2+3 J1+t2

t
2| ——dt=
J1+t2

t
2 dt =
J1+t2

ln‘t2+3’—|—iarctg\/_ In|1+t*|+C=

V3

tg 3
ln‘tg +3‘ ln‘tg +1‘+ arctg —= + C.
V3
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 457

(401) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

J ,1 dx.
sin x

Re3eni:

Tento priklad je jednim z mala prikladd, které lze feSit jingm zplsobem nez univerzalni
substituci t = tg 3, ale pravé vyuziti této substituce je nejvghodnéjsi. (Porovnejte s P¥i-
kladem 391.)

J ,] dx
sinx

1+t2 2 | x
_J o H—tzdt—J{dt_“"J‘Hc_lnltgiHC'

t=tg3

2
dx—mdt
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458 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(402) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

1
J 1+ sin2x dx.

Re3eni:
Tento priklad je moZné Fesit substituci t = 2x a nasledné substituci z = tg 5. Vyhodné&jsi
je ale nasledujict zptsob.

J‘ 1 dX_J‘ 1 N t=tgx B
T+sin2x ] 1+ 2sinxcosx dXZ—p:tzdt B
1 1 1
= dt:J—dt:——+C:— +C
t i 2 2
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY

459

(403) Pomoct vhodné substituce vypoctéte

1
—dx.
J2+sinx x

Resent:

1
—d
J2+slnx x

t
1 2 1
_J2+JL1+ﬂd Jt2+t+1dt

IR AR LT A

t+ 1=y J 1 V3, 2V3
S B iy e b S
2tg%+1
_W3 2T 23 93+1, ¢
2 V3 2 V3
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460 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(404) Pomoct vhodné substituce prevedte dan( integrdl na integral raciondlni lomené funkce.
J' sin®x
-5 Ux
sinx + 2 cosx

Reseni:

t:t%§
dx:mdt

J sin?x J sinx
—————dx = | ———— dx
sinx 4+ 2 cos x 14 2 cotgx

2t 2
1+255 1+ (1T+t2)2(14+t—12)

_J 442 "
(1 +12)2(t — 558) (1 — 155)

Poznamka 31. Po rozkladu na parcidlni zlomky, integraci racionalnich lomenych funkct

a vraceni substituce vyjde

85 V5 .
o= ?arctgh [?(Ztg 3= 1)]

2 2tg3—1

+C.
5 tg’3+]1
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 461

II. 4. Urcity a nevlastni integral

Urcity integral

Véta 32 (Newtonova—Leibnizova formule). Necht f(x) je integrovatelnd funkce na intervalu (a, b)

a necht F(x) je jeji primitivni funkce. Pak plati, Ze

Véta 33 (Metoda per-partes pro urcity integral). Necht funkce u(x) a v(x) maji na intervalu
(a,b), derivace u'(x) a v'(x), které jsou na tomto intervalu integrovatelné. Pak plati

b b
J u(x)Vv'(x) dx = u(x)v(x)1° —J u’(x)v(x) dx.

Véta 34 (Substituéni metoda pro urcit] integral). Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu
(a,b). Necht funkce @(x) md derivaci @'(x) na intervalu («, ), kterd je na tomto intervalu
integrovatelnd. Ddle necht plati a < @(x) < b pro x € (&, B) (tzn., Ze funkce @(x) zobrazuje
interval (x, ) do intervalu {(a,b)). Potom plati (pfesnéji ,z existence integrdlu nalevo plyne
existence integrdalu napravo a jejich rovnost”)

B ©(B)

| tromnema=| rwae

« o(a)

Nevlastni integral

Definice 35. Urcity integral fz f(x)dx se naz{va nevlastni pokud alespon jedno z ¢isel a,b je
rovno +oo, nebo je funkce f(x) neomezend na uzavieném intervalu (a, b) (tedy alespori v jednom
bodé intervalu (a,b) ma funkce f(x) singuldrni bod — nemust jit nutné vzdy o krajni bod a nebo

b, ale singularni bod maZze leZet i uvnitf intervalu (a, b)).

Definice 36. Necht existuje lim._,o F(c) = I, I € R. Pak fekneme, Ze nevlastni integrdl

f:oo f(x) dx konverguje a jeho hodnota je 1. Tedy

c—+00 a c—+00

+o0 C
J f(x)dx = lim Jf(x)dx: lim F(c),

a

kde F(c) := [ f(x)dx. V opatném piipadg, tj. kdyz lime_.o F(c) je nevlastni nebo neexistuije,

fekneme, ze nevlastni integral HOO f(x) dx diverguje.
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462 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(405) Vypoctéte

Resent:
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 463

(406) Vypoctéte

Regenti:
1 t=x—1 , .
2_ 3 dtZZXdX _1J 3 _1 i _1 _1 __l
Lx(x 1)° dx 0w-1 | =3 _1t dt_2 i 0 1) =%
1~~0
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464 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(407) Vypoctéte

7T

J3 tg? xdx.

]

Reseni:

w3

3 3 SanX dt = cos12xdX
H t
J tg? xdx = ,[ dx | SINX =

oY
A
o)
o
®
N
=
ﬂ
Lo
N
I

¢ 4
b

ENERAIE!

p

V3o V3 1
— t — —
3 3

= [t —arctg t]‘\/g = %\/g—
3

NER
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 465

J] e + ] dx
o \e+3  cos?x '

Vyuzijeme aditivity integrdlu a pro prehlednost zadany integrdl rozdélime na dvé casti.

(408) Vypoctéte

Resent:

t=¢e*
[t e dt =e*dx |
' oez"+3X 1~e N
0~ 1
s =4
3(§
€ 1 (¢ 1 ds = —=dt
Jt2+3dt§J< >2 dt |, 2| =
1 (L) 49 V3
V3 1~ L
V3
V3 [V 3 =
—?J]S SZ+]ds ?[arctgs]%—
—ﬁ arct ig—T—t
E 973 76 )
1

Celkem tedy

] e~ 1 V3 eVv3 m
dx=L+1,=— tg—— ——= | +tgl.
JO <e2"—|—3+c052x) x=hth =g lardg Ty 6] 1
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466 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(409) Vypoctéte
b
J sgnxdx, a,beR,a<0,b>0.

Regeni:
(—T)dx +

sgnxdx = Tdx = [x]° + [x]§ = a + b.

8 —c
Pe——o
O
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 467

(410) Vypoctéte
1
J n [x|dx.
—1

Resent:

1 0 1 1
J n [x|dx :J ln(—x)dx—i—J ln xdx :ZJ ln xdx
1 —1 0 0

u = u=x
! 1

v=lnx v =2
X

=2(1n1—lim(alna) = 1+0) = -2~ lim(alna) [0- oo | =

a—0 a—0

1
=2 ([xlnx](')—J 1dx) =2 ([xInx]§ — [x]§) =

0

l
=2 —lim—= | =| " 2 —lim(—a) = —2.

a—0 - a—0
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468

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(411) Vypoctéte

Reseni:

t=x-—3
JOO 1 dt=dx | _
o (x—3) 00~ o0 |
0~ =3
<1 T 400
—J3t?dt——z[t 1% =
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL

469

(412) Vypoctéte

o0 1
dx.
Jo vVx+2
Regeni:
t=x+2
Jm 1 dx dt = dx
o Vx¥2 | o000
0~ 2
1
=| —=dt=2Vt5=
2 WVt ?
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470 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(413) Vypoctéte

ResSeni:

t=x
00 ,—/x _ 1
e dx dt——zﬁdx _
1 \/7_( o0 M OO

1T~ 1

= ZJ e tdt =2[—e =

=2 ( lim et —e") i.

t—oo
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 471

(414) Vypoctéte

J"o dx
0 x2 +1
Reseni:
L " _T_ 7= larctgx]y” = XangOarc‘[gx— arctg0 = g —0= g
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472 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(415) Vypoctéte

Reseni:

J dx =[lnx]7"= lim lnx—InT=00 = integrdl diverguije.
1 X X—00
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 473

(416) Vypoctéte
J sinx dx.

Reseni:

(o9}
J sinx dx = [~ cosx];” = — lim cosx + cosO limita neexistuje = integral diverguje.
0 X—00
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474 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(417) Vypoctéte
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL

475

(418) Rozhodnéte o konvergenci nasledujictho integralu vzhledem k ¢islu o« € R

J x* dx.
1
Resent:

Bud o« = —1, potom

1
J —dx = [Inx]{°
1 X

Nyni uvazujme « # —1, potom

00 Xoc+1 oo 1
J x*dx = =
1 (X+1 1 (X"‘]

lim x**! — 1) .

Pro o > —1, tj. a+ 1 > 0, plati lim,_,,o x**! = 0o. Déle, pro « < —1, tj. a« + 1 < 0, plati

limy oo Xx*t1 = 0. CoZ znamenéd

o0 diverguije,
J x*dx = :
1 ot

x> —1,

o< —1.
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476 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(419) Rozhodnéte o konvergenci nasledujictho integralu vzhledem k ¢islu o« € R

1
J x*dx.
0

Reseni:
Rozdélme problém na tfi pripady.
() x>0
V tomto pfipadé nent integrdl nevlastni a mGzeme snadno spocitat, ze
1 1
J x*dx = ——.
0 o+ 1
(i) x=—1
Pocitejme

1
J x Tdx = [lnx]é =InT— lim lnx=0— (—00) = 0.
0 x—0t

(i) o < 0,00 # —1
Pocitejme
1

1 o+1
J x"‘dx:{x 1 =
0 0(+1 0

] 1 lim x*" = {OCLH’ o>,

T a1 ot 1x—0r 00, a<-—1.

Celkem tedy

1 1
wax: w >
0 o0, 0(§—1
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 477

(420) Rozhodnéte o konvergenci nasledujictho integralu vzhledem k ¢islu o« € R
J e™ dx.

0

Resent:

Bud o = 0, potom

Nyni uvazujme « # 0, potom

& 1 <
J e dx = [— e“"} = — < lim e* —1) )
0 X 0 X \x—oo

Pro o > 0 platt limy_s €% = 00. Déle, pro « < 0 plati limy_,o, €** = 0. Coz znamena

o0 {diverguje, x>0,
J e™ dx =

0 -1 o < 0.

o)
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478 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(421) Rozhodnéte o konvergenci nasledujictho integralu vzhledem k ¢islu o« € R

[e%s) l o
J (Inx) dx.
. X
Re&eni
t=1Ilnx
Joo (lnx)* i dt = J—(dx B Joo = PE (418) diverguje, o > —1,
e X 00~ 00 1 — o<1,
e~ 1
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 479

(422) Vypoctéte
r" dx
;X X2

Reseni:

J‘”d_x_r"d_x_r LA S R
X X2 () )\ T2 N
1 T T

oo o B -
= |:—;:|1 —[arctgxh —O+1—(E—Z> —1 Z
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480

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(423) Vypoctéte

Reseni:

2

—0—2 lim = —2[

x—o0 eX

x? e dx.

u=x u=1\|
v=—e X vV =e|
e ¥ dx =

lim e_"—1> = 2.
X—00
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 481

(424) Vypoctéte

°° arctgx
dx.
L 21
ReSeni:
arctgx =t
~ 1 B s 2 2 2 2
J arctgxdX de_ﬂdt :Jztdtz t* 2_7[__”_:31_
1~ 7

4
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482 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(425) Vypoctéte

J‘x’ dx
oo €T

Regeni:
t =e*
° dx © ex dt = e* dx *  dt Tt
0 ——  dx = = [arctg ]y = —=.
J_oo ex+e J_oo e +1 00~ 00 Jo w1 - et =3
—00 ~ 0
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 483

(426) Vypoctéte

Resent:

2
d
J & _ [ln x]g =Iln2—limlnx =00 = integrdl diverquje.

0o X x—0
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484

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(427) Vypoctéte

Resent:

1—x2=t

—2xdx = dt
1~0
0~ 1

dx
32
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[1. 4. URCITY A NEVLASTNI INTEGRAL 485

(428) Vypoctéte

(e} XZ
J_oo w1 dx.
Re&eni:
t=x3
< X2 dt = 3x2dx 1 (> dt 1 w 1ym 7 7
wam I [ o —gjootm dt=3lretgt™, =3 (5-(-3)) = 5
—00 v —00
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(429) Vypoctéte
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(430) Vypoctéte
r x2—x+1
o x—1

Regenti:
2.2 2 1 2
Judx:J x—l—L dx:J x—l—L dx-l—J x-l—L dx =
x—1 0 x—1 0 x—1 1 x—1

0
2

X T 2
:[——Hnlx—]l} +[——|—ln|x—1l] =
0 2 1

2
(X 4 e
—Xlgp_ (j—i—lnlx—]I) +O+§+O—Xlg}1+ <7+lnlx—1|> =
1 1
=5+ (—o0) +2— 7 (—oo) = integrdl diverguije.
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(431) Vypoctéte

Resent:

J] dx_JO dx+J]dx_ 7’ N 17"
X2 o x| x|, x]y

1 1
=—lim-——1—-1T+ lim — =00+4+00—2 = integrdl diverguje.

x—0— X x—0t X

Rozdélent na dva integrdly je nutné, neboft jinak

1 1
1 X X]_4

coz je zaporny vysledek pro integral z kladné funkce, cozZ je spor.
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(432) Vypoctéte

J‘z dx
; xlnx’
Regenti:
, t=1Ilnx -

d =1 "< dt
J _X dt xdx :J —:[[nt]gnzz
;xlnx | 1~0 o t

2~1n2

=1In(ln2) — tlmg) Int=1In(ln2)+00 = integrdl diverquje.
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(433) Vypoctéte

Regeni:
t=1
0 ex dt:—idt e u=t u =1 —o0 >
J — dx x2 ——J te' dt v o | =—[te'] +J et dt =
X 0~ —o0 4 v=e' v e -1 »

—1 ~ —1
oo —oo ) t 1 , 1 2

—[tet} : +[et] , =— lim — —~4 lim et—— =_C
- - t——0c0 e e t——o0 e e
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(434) Vypoctéte
b dx
W VX2 — a2 )

Resent:

t=x+vx?—a?
Jb dx dt = (1 + —ﬁ%fj dx _ Jb+ bz_azldt _
a x? — a? a~a t

b~ b+ Vb2 —a?
> N )
= [lnltl}bJr 7 <b+\/b2—a2>—lna=lnw.

a

a
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(435) Vypoctéte

o0
2
J x 1 e™ dx, neN.
0

Regeni:
t=x2
*° = ] oo — [— n—1
J 20 0 gy dt = 2x dx :_J metgr | Y t,t u ,ntt _
) 0~ 0 2 J, =—e vi=e
00 ~> 00
1 00 o0
== ([—t”et]o +nJ t" et dt) =
2 0
n — gn—1 [ _ n—2
=—J letgp [TV M (n ‘)t _
2 0 V=—e vV =e
n n—-1 _—t = n-2 -t
:EO t" e +(n—1)J' t" e dt)z =
0
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II. 5. Aplikace integralniho poctu

Geometrické aplikace
e Urcity integral
b
S = J If(x)] dx

lze geometricky interpretovat jako obsah plochy podgrafu funkce f(x) v intervalu (a, b).
e Obsah obrazce ohrani¢eného uzavienou krivkou o parametrick(ch soufadnicich x = @(t)

ay=1(t) prote (xp)

B B 1 B
sz—J xp(t)cp'(t)dtzj cp(t)w'(t)dt:—J [p(0) (1) — (1) @'(t)] d.

Kfivka je orientovana kladné, tzn., ze plocha lezi nalevo od krivky.
e Obsah plochy vymezené grafy funkci f(x) a g(x) v intervalu (a,b) vypocteme pomoci
urcitého integralu

b
s — J £(x) — g(x)| dx.

a

e Délka grafu funkce f(x) pro x € (a,b)

b
I:J VT T PO dx.

e Délka krivky zadané parametricky x = @(t) a y =P (t) prot € («, B)

B
1= j Vo O + WP dt.

e Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f(x), x € (a, b) kolem osy x

b
V= T[J 2(x) dx.
e Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f(x), x € (a,b) kolem osy y

b
V= ZT(J xf(x) dx.

e Objem rotacniho télesa, které vznikne rotact plochy vymezené krivkou zadanou parame-
tricky x = @(t) ay =YP(t) pro t € (&, 3) kolem osy x

B
V= rcj V(L) - @' (1) dt.

e Objem rotacniho télesa, které vznikne rotact plochy vymezené krivkou zadanou parame-
tricky x = @(t) ay =YP(t) pro t € («,3) kolem osy y

B
v:ZnJ £ () @(t) @ (1) dt.

e Obsah pldsté rotaéniho télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f(x), x € (a,b)
kolem osy x
b
Q= 27‘(J f(x)y/ 1+ [f'(x)]? dx.
e Obsah pldsté rotacniho télesa, které vznikne rotact plochy vymezené kfivkou zadanou
parametricky x = @(t) a y =(t) pro t € («, ) kolem osy x

8]
Q= ZWJ W)/ o (OF /(07 dt.
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Fyzikalni aplikace
Funkce s(t) udava délkovou hustotu v bodé [¢@(t),P(t)] pro kfivku zadanou parametricky
x=@(t)ay=1YP(t), t € (&, ). Potom M vyjadiuje hmotnost kfivky a

Sy S«

M’ M
jsou soutadnice jejtho téZisté, kde Sy a Sy jsou tzv. statické momenty kfivky vzhledem k ose x,
resp. y. Pak plati

rp
M= | s(t)/[o/(t)]2 + [b'(t)]2dt,
rB
Se=| s(w(t)vIe (1) + [’(t)]2dt,

Jx

B
Sy = | s(t)e(t)y/Ie/(t)]>+ [/(t)]?dt.

Jx

Necht nyni funkce s(x) udavd délkovou hustotu v bodé [x, f(x)] pro kiivku grafem funkce f(x),
x € (a,b). Potom plati

b
M= | s(x)/1+ [f'(x)]2dx,

b
Sy = | s(x)f(x)\/T1+ [f'(x)]? dx,

Ja

b
Sy = xs(x)y/1+[f(x)]?dx.

Ja

Funkce S(t) udavd hustotu obrazce vymezeného k¥ivkou zadanou parametricky x = o@(t)
ay=1Y(t), t € («, ). Potom M vyjadiuje jeho hmotnost a
Sy S«
M’ M

jsou soufadnice jeho téziste. Pak plati

Necht nynt funkce S(t) udava hustotu obrazce vymezeného kfivkou uréenou grafem funkce
f(x), x € (a,b), a osou x. Potom M vyjadfuje jeho hmotnost a

Sy S
MM
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jsou soufadnice jeho téziste. Pak plati
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(436) Urtete obsah plochy vymezené grafy funkci f(x) =x* +x —3 a g(x) = —x? — 2x + 2.
Resent:
Nejdrive musime urcit prisecik obou funkci, tj. vyfesit rovnici f(x) = g(x), tzn. ze

5
2 4+3x—5=0 = xlz—zaxzzl

51

—W:: 1 : 2 3
T

5

Navic, v intervalu (—2,1) plati g(x) > f(x), proto hledanj obsah vypo¢teme s pomoci
nasledujictho integralu

1 1
:J [(x*=2x+2) = (x*+x—=3)] dx=| (-=2x*—3x+5) dx =
5 5
2 2
[ 3¢ ) L2 3 o (B0 75 25\ 343
1 3 2 _%_ 3 2 5 8 2 ) 24
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(437) Ur&ete obsah plochy ohrani¢ené kiivkami x* +y?> =2 ay = x%
Resent:
Nejdrive musime urcit prisecik obou funkci, tj.

y—i—y2:2 = yYyi=—2ay,=1.

Vzhledem k podmince y = x* je pro nés zajimava pouze hodnota y,. Potom x; = —1

a x; = 1. Navic, na intervalu (—1,1) plati v/2 —x2 > x?, proto hledan( obsah dostaneme
pomoci integralu

X X ek
S=|1(v2—x2—x“)dx=2|=+v2—x?+ arcsin (—) ——} =
L < ) { V2 3 1o

2
:2(]+arcsm ———O> 5 E.
2 4
Pri vgpoctu jsme vyuzili ndsledujict mtegral
J\/ 2—x?dx f} __coss”:jt :J\/Z—Zs’mzt\/zcostdt =

Zﬁj\/l —sinzt\/zcostdt=2jcosztdt |c052t:2c052t—1 | =

2 2

—sintcost—l—arcsin(x)—l-C— 1—X2+arc5Ln<X>+C—
V2 V2 V2
:g 2 —x? + arcsin (%) 4+ C.

:2J(1c052t+%) dtzJ(cosZt—F]) dtzlsln2t+t+C:
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(438) Urcete obsah oblouku cykloidy x =t —sint,y =1—cost, t € (0,2m).

Resent:

Dosazenim do vzorce pro obsah plochy mezi parametricky zadanymi kiivkami obdrzime
27 27

S :J (1 —cost) (1 —cost) dt :J (1 —2cost+ coszt) dt I cos’t = % +%cosZt | =
0 0

3 1 3 1 an
:L (§—2cost+zc052t) dt = {zt—ZSint—i—ZsinZtL = 371,
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(439) Urcete, v jakém poméru déli kiivka P : y?> = 2x plochu kruhu K : x* +y* = 8.
ReSent:

Zadanti je zndzornéno na nasledujicim obrazku.

Z obrdzku je ziejmé, Ze ve stejném poméru, jako déli parabola kuh, délt horni vétev pa-
raboly y = v/2x horni palkruh y = v/8 — x%. Pro v{pocet budeme potiebovat soufadnice
priseciku horni vétve paraboly a horntho pllkruhu. Poznamenejme, ze nds zajima pouze

v

prisecik v |. kvadrantu, coz nam umozni volnéjst tpravy.

y=y,
V2x = /8 —x2,
2x =8 —x?,
x>+ 2x —8=0,
x = 2.
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Prisecik méa tedy soufadnice [2,2]. Nyni spocitdame obsah ¢ervené vyznacené plochy.

2 V8 V8
S:J \/2_7<dx+J \/8—x2dx:£[x§}i+J V8 —x?dx =
0 2

) 3
v x:\/gsint
rv38 . lug
=§+ 8 — x2dx dx = V8 cos tdt =§+J2\/8—851n2t\/§costdt=
3 J2 \/g“""%: 3 x
2~ 7
8 (2 8 17 2t
:§+d:8cosztdt:§+8J':—+czos dt =
4 q
8 : 8 sin2t] 2
—§+4J'ﬂ1+c052tdt—§+4{t+ 2 }n—
4 4
8

T 1 2

Z rovnice kruhu vidime, Ze jde o kruh o poloméru v/8. ProtoZe ervend plocha mé obsah
%+, zbytek horntho palkruhu mé obsah 47— (% 4 m) = 3m— 2. Hledang pomér je tedy

(r3) (o3

(9t —2) : (3t +2).

neboli
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(440) Odvodte vzorec pro vypocet plochy elipsy s poloosami a a b.
ReSeni:
Obecné rovnice zadané elipsy je tvaru

x2 X2

Tato rovnice zadava implicitné funkci hornt a dolnt pullelipsy. Priklad vyresime tak, ze si
z rovnice elipsy explicitné vyjadrime funkci hornt palelipsy a pomoci ni pak spocitdme
obsah ctvrtiny elipsy, ktera se nachazi v I. kvadrantu.

y

b

Hornt pllelipsa je dana funkci

XZ
f:y:b\l1—?.

Interval, na kterém tato funkce zadava ctvrtelipsu v I. kvadrantu je x € [0, al. MGZeme
tedy pocitat

> =sint
a 2 a 2 o
§:J b\/de:bJ \/de dx-acoﬂstdt _
4 0 aZ 0 C12 awz
0~~0

s s

i b i
= ab‘[2 v/ 1 —sin?t cos tdt = asz cos’ tdt = %Jz 1 4 cos 2tdt =
0

0 0

ab {H s'mZt] i _abm
2 2 |, 4

Vzorec pro obsah elipsy s poloosami a a b je tedy
S = mab.
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(441) Uréete délku grafu funkce f(x) = nx pro x € (v/3,1/15).

Reseni:

Dosazenim do vzorce dostaneme

AR 1 V15
JV3 x V3

t2 —1

1 1 1

r4 2 4 2 42_1 1
— t—ttdt:J t_dt:J v-I+1

4 1 1
> > 1 1
= 1 I t=|t+=Ilnjt=1—=lnlt+1]] =
d( +t—1 t—H)d [+2ln| | 2ln| - IL

2 =x*+1

VI5 T2 2t dt = 2x dx

X dx \/ng =
V15 ~ 4

4 1
L( +t2_1)

4

=4+—m3——m5—2——m1+%m3=2+m3—%m5

2 2 2
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(442) Urcete délku oblouku cykloidy x =t —sint, y =1—cost, t € (0,2m).
Resent:
Aplikacl odpovidajictho vzorce obdrzime
27 27
1= J \/(slnt)2+ (1 —cost)*dt = J V2 —2costdt | 1—cost= Zsln2§ | =
0 0
Viys

27
:2J s'midt:{—llcosi} = 8.
0 2 2],
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(443) Urcete délku oblouku fetézovky f(x) = acosh >, = [-1,1].
Reseni:
Pripomenme, Ze plati

e*x—e ¥

sinhx = 7 cosh?x — sinh?x = 1.
1
:J 1 —FSthz >dx —J \/ cosh? >dx | cosh je vSude kladny | =
—1
= cosh dx = [asmh } ,=a (S'th % —sinh %1) =
—= a ]E 1:)_
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(444) Vypoctéte délku oblouku kiivky f(x) = In & e “ pro x € (1,2).
Resen:
Nejdrive vypocCteme a upravime vyrazy potiebné pro v(pocet integralu, tj.

—2e* / edx —|—2 ezx —1—1 1 4 e
f’ = + [f'(x = .

(ex +1

Proto mGzeme spoéitat
2

1+ e N e LI LI
L e ]d —Jz <62X_1—|—62X_])dx:{—x+§ln|e —1]+§ln]e —1‘}1:
e? +1

2 2
(L2410 (6" —T) + 1 —tn (€2 —1)) = —1 +1n L :2)_(‘2 ) (e 1) =1 = o =,

l

pricemz jsem vyuzili nasledujici dva integraly

e I [ S B T

ex —1 [ dt =2dx 2)et—1 2 ])et—et el dt =du
:%Juzdliu:%J<_&+ﬁ) du:—%lnlul—F%lnlu—]H—C:
:—%t+%ln|et—1}—|—C:—x—l—%ln‘e2"—1‘—l—C;

J%dxhtzidx :;Jtd_t] Slnft—=14+C= Ln\eZX 1|+ C.
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(445) Urcete objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f(x) =1+ %sin 3x,
x € (%, %), kolem osy x.

Reseni:

[T ‘| 2
V=mn (1+Zsin3x) dx =

[ . 1 2 .2 1
= 1+sm3x—|—£—15m 3x | dx |sm 3x=§(1—cos6x)| =

EL
= ° (1+sin3x+%(1—cos6x)) dx =
137

—7T—X—] 3x+]x—] _6X7_33ﬂ2_
= 3cos sin . =g

T
8 48 3
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(446) Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotact podgrafu funkce f(x) = # x € (—1,1),
kolem osy x.

Reseni:

15 15

Ponévadz? funkce f(x) je sud4, mizeme spocitat polovi¢ni objem na intervalu (0, 1). Proto

! T \? 1 1T x 7 o1 7
V=2 —— ) dx =2m|=arct - | =2n(=4+-) == 2

TCL (1+x2> X ﬂ{zarch+21+xz]o n(8+4> 4(7t+ )s
nebot

1 2 i 398 1 1 x 1 1 x
J(H——Xz) dx = Kz(o,])—EK](O,])+§H_—)(2—§aFCth+§H_—)(2+C
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(447) Urcete objem télesa, které vznikne rotact prvniho oblouku cykloidy x =t —sint, y =

1 —cost, t € (0,2m), kolem osy x.

Reseni:

P27

V=mn| (1—cost)*(1—-cost) dt:ﬂj

Jo
P27

(1 —cost)’ dt =

=7 (1—3cost—|—3’>coszt—cos?’t)3 dt =

Jo

2

nebot platt

1 2
Jcosztdt:J‘—'—LSt t=

2

Jcos%dtzj(] —slnzt) dt |

3

u
=u——+C=sint—

3

sin’t

) 3 3. .
=7 t—3Slnt+—t+ZSln2t—Slnt+

21
] = 1t (27t + 3m) = 57,
0

sin 2t

+ G;

u=sint B 2 B
du:costdtl —J(1—u) du =

+ C.
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(448) Najdéte vzorec pro vypocet objemu komolého kuzele s polomérem podstav 11,1, a vjskou
v. Jaky je objem ,nekomolého” kuzele?

Re3eni:

Komoly kuzel lze vytvorit tak, Zze nechdme rotovat lichobéznik s vrcholy
0,0, 0], [v1l, [0,m]

kolem osy x.

=
%
o

—
— ~
Ay
A ’ L}
4 1
/ ~‘ ll “
4 ‘ ] r
’ 1 1 2 4
| P ' :
I 1 '. H 1
[ » 1 1 >
T 1 1
I
1 I 1 H
\ ! \ ' X
) I} 1 H
' ’ [} H
% ’ [} H
L PR 1 ’
.'...n . U
-~ ‘
~...... “ 'I
] (4
...=~.‘_’¢

K vjpoctu oviem potiebujeme funkéni predpis pfimky dané body [0,7¢] a [v,1;]. Ten
najdeme ve smérnicovém tvaru y = kx + ¢. Dosazenim bodu [0, ;] do rovnice pfimky
ithned dostaneme, ze ¢ = r;. Pomoci této znalosti a dosazenim bodu [v,7;] do rovnice
pfimky dostaneme smérnici k = 211 Usecka, jejiz rotaci vznikne plaét studovaného
komolého kuZele je tedy dana predpisem

T, —T
y= zv 1x+r1, x € (0,v).

Nynt pouzijeme znamy vzorec

Y o 2
V:nJ <r2 r1x+r1> dt.
0 Y

Umocnim zavorky a jednoduchou integract polynomu obdrzime vysledek

1
V= gm)(r% + 111 +13).

Obycejny kuzel je specidlni ptipad kuzele komolého s nulovgm polomérem jedné podstavy.
Tedy polozime-li napt. r; = 0,1, = 1, ziskdme vzorec pro objem ,obycejného” kuzele ve
tvaru

Vi = smrtv.

3
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(449) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f(x) = 2|sinx|, x €

(0, 27), kolem osy x.
[ // I

Oba oblouky cykloidy jsou stejné, mizeme se omezit pouze na interval (0, 7), proto

Reseni:

&

) 2cosx =1
Q:Z-zﬂJ (25inxy/T T dcostx) de | 20X =0E)
0
TC ~s —2

2

2
:—471J2‘2\/1+t2dt:8j \/1+t2dt:87tBln‘t+\/1+t2‘+§ 1+t2] -
0 0
:8(%ln(2+\/g>+\/g):47tln(2+\/5)+87t\/§.

Pri vgpoctu jsme vyuzili ndsledujict vgpocet primitivni funkce

V1+t2dt t_: sinh = | cosh®udu |cosh2u:2cosh2u—1 | =
dt = coshudu
_1J’cosh2u+1du_l s'thZu_l_u LC—
2 2 2 2 -
sinhu coshu u
Zf—l-z—kc |cosh2u—slnh2:1 = coshu = V/sinh®>u + 1 | =
vt +1 inh
_ ; +arcs;n u+C.

Navic, pfimgm vjpoctem ovérime, ze

1
arcslnhuzzln‘t—k \/tz—l-]‘.
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eX —e %

2

_ o X x _) —2x
ln‘y+\/y2+1‘:lne - +\/e 4+e +1

l _+\/ﬁ
=In
2 4

Z definice plati sinhx = . Polozme sinhx = v, potom

eX—e ¥ (ex+e)?
:l_ =
S I 7
X _ A—X X —X
ST e = In|e*| = x = arcsinhy.
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(450) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotact podgrafu funkce f(x) = 4+x, x € (—4,2),
kolem osy x.

Reseni:

2 2
Q:sz (4+x)\/1+1dx:2\/§7{J (4 +x) dx =
—4 —4
vk 4 16
=2V2n 4x+? =2V2n 8+z16—7 = 36V2m.
—4
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(451) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotact kardioidy (srdcovky) x = 2 cos t — cos 2t,
y = 2sint —sin2t, t € (0, ), kolem osy x.

Reseni:

T

Q=2m| (2sint—sin2t) \/(—ZS'mt +2sin2t)* +

Jo
T

=2m| (2sint—sin2t) V8v/—sintsin 2t — cos t cos 2t dt

Jo
7t

=271t| (2sint—sin2t) V8vT — cost dt—Z\/_ﬂJ

JO

7T

=48 | sint (1

Jo

— VEn “T] —4fﬂ<

— cos t)3/2 dt

25/2

2

0
u=1-—cost

0~ 0

(2cost — 2 cos2t)* dt =

sin2t = 2sintcost
cos 2t = cos?t —sin’t

2sint (1 — cost)3/2 dt =

o 2
du =sintdt :4\/§7_[J' 232 du —
0

7T~ 2

— avBriavz= 2y
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(452) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotact prvntho oblouku cykoidy x =t —sint,
y=1—cost, t € (0,2m), kolem osy x.

Reseni:

27
Q :ZWJ (1 —cost)\/(l —cost)? +sintdt =
0

27 27
:ZWJ' (1—cost)\/zx/1—costdt:2\/§7'fj (1 —cost)¥?dt |1—cost:sln2§ =
0 0

, , cos%zu
[LTT 7T l . E —
= 2V27 2ﬁsln3idt=8ﬂj 1—cos23 slnEdt 2Sln2dt du =
Jo 2 0 2 2 0~ 1
270 ~~ —1
1 37 1 1 4
=—8712u1 (1—u?) du=16ﬂ{u—%}]=167t<1—§+1—§)=%7t.
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v

(453) Vypoctéte soufadnice té7isté homogenni pilkruznice x* +y? =12,y > 0.
ReSeni:

Podle prislusn(ch vzorcli obdrzime

rTT TU
M=o \/(—r sint)? + (rcost)’ dt = GTJ dt = mor,
Jo 0

7T s
Sy =0l rsin t\/(—r sint)? + (rcost)’ dt = O'TZJ sintdt = or? [ cos t]] = 2077,
Jo 0

LT TU
S,=0| rcos t\/(—r sint)? + (rcost)’ dt = O‘T‘ZJ costdt = or? [sint]] = 0.
Jo 0
Proto soufadnice tézisté jsou

T= {L,ZWT - {o, ﬁ] .
7T0T 70T s
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V VeV

kde délkova hustota v bodé s(x) v bodé [x(t), y( )] je prlmo amérnd x-ové souradma bodu

Resent:

Podle prislusn(ch vzorcli obdrzime

M = : kacosgt\/(Sa cos?t (—sin t)2> + (Saslnztcost)zdt =
Jo

T

2
=] ka (:os3’t\/9a2 cos* tsin’t + 9aZsin® tcos2 tdt =
J O

= | kacos® t\/cos2 tsin’t (cos? t + sin? t) dt =

Jo
i cost=u .
:3kazj2 cos* tsintdt —sm_tdto du :—3kaZJ udu =
0 2 1
0~ 1
5 0
— 3ka? |2 | = -3ka? 3k“
5 |
S _Jg 3ka® cos* tsin tdt = 3ka® | —— sm4t+it+ sin 8t : =
o 0 N 128 128 1024 0 -
37 3 3m
—3kad T —3kad 2
= 3ka’ g5 = 3ka’

kde jsme vyuzili nasledujict primitivni funkce

ncosztdt— t —I—SmZt
J 2 4

i 2t=u 1
2 2
cos” 2t dt |3dt q | chos udu =

+C,

8

N —

(E+sm2u) C—% sm4t+c’
1

sin*t cos* t dt |cosZt:2coszt—1 | =

2
J (1 — cos 2t)% (1 cos 2t)* dt =

J 16
1 = 1 indt 1
16J'(1—2cos.22’c—l—cos42t) dt 331J’£czd :ﬁ(t—t—sul1 +2Jcos4udu>:
1 1 (1
:—6—45Ln4t+3—2‘[[—1(1—FcosZu)2 du=— a sm4t+mJ +2c052u+c0522u) du=
1 1 11 1 sindu
- — U4 ——sin2u+ — [ =
645Ln4t—|—128u—|-6425m u+]28 <2 3 +C =
3 1 .
mt—msm4t+]ozgsm8t+0
Dale plati
u=cost ) 0
z — G 8 k 3
Sy:J23ka3’cos7tslntdt s s :—3ka3j W du = —3ka’ {”—} _ Ska
0 o 1 1 814 8
T

2

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[1. 5. APLIKACE INTEGRALNIHO POCTU 517

VVev

T =

3ka® 5 a33_7't 5 1 _[5a 15ma
8 3ka?’ 256 3ka?| | 8’ 256 |°
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(455) Vypoctéte soufadnice tézisté trojuhelniku s vrcholy O =1[0,0], A =[0,1] a B = [2,0].

Resent:

0.8
0.6
0.4

0.2+

45 o a5 [ 15 2 25

4.2

VVewv
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V VeV

Yy =2sin3x, x =0, x = a osou x.

ReSeni:
5 2 ~ 4
M:GJ 2sin3xdx = 0 [—cos3x]§ = 50,
0 3 3
S —10Jg4sin23xdx—20 x _sinéx) _ om
20, N 2 12 ] 3°
5 2 z 2
Sy = O‘J3X25in3XdX: §0[sin3x—3xc053x]03 = %T’
0
kde jsem vyuzili
.2 t=3x _] .2 _] 1 1 .
Jsm 3x dx dt = 3dx —§Jsm tdt_§J(§_ECOSZt dt =
t  sin2t X  sin6x
"¢ 12 ‘T2 O
, u=x u' =1 o 1 B
stm3xdx v:—%cos.%x V' — sin 3x ——gxc053x+§Jcos3xdx_
+C.

—1x cos 3x + 1 sin3x + C = % (sin 3x — 3x cos 3x)

7o |2om3 om3 - 55
| 9 40’ 3 40| Le’4l°
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y = 6x —x? a osou x.

Reseni:

6 376

M:aJ (6x —x?) dx:6[3x2—%} — 5 (108 —2-36) = 360,
0 0

6

1T [ 2 T [ 1 736 12x* X 648
Sy=-0| (6x—x%) dx == 2123 +xY) dx = =0 | T — =2
ZO'JO(X x*)" dx 20‘L(36X 12x° 4+ x*) dx 20{3 7 +50 =0y
6 6 3 476
Sy:GJx(Gx—xz) dx:GJ (652 — ) dx:c[@—x—] = 1080.
0 0 3 4 0

V VeV

18
-3y

© Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[1. 5. APLIKACE INTEGRALNIHO POCTU 521

(458) Vypoctéte souradnice tézisté rovinného obrazce ohrani¢eného cykloidou x = 3(t —sint),
y=3(1 —cost), 0 <t < 2ma osou x.

Reseni:
27t

27 "
M = O'J 3(1T—cost)3(1—cost) dt = 9GJ (1 —cost)* dt 0 9647 = 270Tm,
0 0

1 27t 5 27 27t 3
Ss==0| 9(1—cost)"3(1—cost)dt=—o0| (1—cost)’ dt=
2 2

27 [T 3
270J (1 —3cost+3cos’t—cos’t) dt PRy
0
Pray) 270 t—351nt+3(cost sln’H—t)—slnt—S'lngt 27r—270(57'c)— ]357T0‘
2 2 3 1, 2 -2 ’
27
Sy:GJ 3(t—sint)3 (1T —cost)3 (1 —cost) dt =
0
27
:270‘J (1—2cost+coszt)(t—slnt)dt:
0
27
:270‘J (t—sint—Ztcost+2costslnt+tcoszt—cosztslnt) dt =
0
t? : 2, t :
=270 ?+cost—2tsmt—2cost—cos t+§(cost-smt+t)—
t cos’t t? cos3t]?” 1 1
—= (- - - =270 (2t + 2 + — —* — - | = 27037
2( 5 +2) 310 0< + +4 us 1 o037,
k ¢emuz jsme v poslednim integralu vyuzili
5 u=t u' =1
JtCOS tdt PE. (447) 4 . . 5 _
= 5(cost-sint+1t) Vv =cos't
1 1
:Z(cost-sint+t)—zj(cost-sint+t) dt =
1 1 2t 2
zz(cost-sint—l-t)—Z(—coz —?)—I—C,
[ u=t u' =1 . . .
tcostdt . ] =tsint— |sintdt =tsint+ cost+ C,
J v=sint v =cost
[ ) u=cost u? cos? t
JCOStsmtdt|du:—sintdt| —Judu——7+C—— > +C,
r _ 3 3
2. u=cost N ! _w __cost
Jcos tsmtdtldu:—sintdt|_ Ju du = 3+C— 3

Proto souradnice tézisté jsou dany

2703m* 135m0 ] . 5
270 ' 2-270m| 20

-7
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