
Prvńı 4 př́ıklady jsou z úloh pana Panáka.

Př́ıklad 1. Marek, Petr a Zuzka si házej́ı mı́čem. Každý z chlapc̊u hod́ı balón s pravděpodob-
nost́ı 1/3 druhému a s pravděpodobnost́ı 2/3 Zuzce. Zuzka rozděluje balóny se stejnou
pravděpodobnost́ı oběma chlapc̊um. Popǐste pohyb balónu jako Markov̊uv proces. S jakou
pravděpodobnost́ı se po dlouhé době bude mı́č nacházet u Zuzky?

Př́ıklad 2. Uvažujme následuj́ıćı populaci nezmar̊u, kteŕı se dož́ıvaj́ı tř́ı měśıc̊u. Každý ne-
zmar splod́ı mezi prvńım a druhým měśıcem života tři nezmárky, stejně tak mezi druhým
a třet́ım měśıcem života. Nezmaři stář́ı do jednoho měśıce neplod́ı. Třetina nezmar̊u po
dovršeńı druhého měśıce života umı́rá, po dovršeńı třet́ıho měśıce umı́raj́ı všichni.

Napǐste Leslieho matici modelu r̊ustu této populace a zjistěte, na jakém poměru mezi
jednotlivými věkovými skupinami se populace ustáĺı. Na jaké hodnotě se ustáĺı př́ırustek
populace?

Př́ıklad 3. Uvažujme následuj́ıćı situaci: Roztržitý profesor s sebou nośı deštńık, ale s prav-
děpodobnost́ı 1/2 jej zapomene tam, odkud odcháźı. Ráno odcháźı do práce. V práci chod́ı na
oběd do restaurace a zpět. Po skončeńı práce odcháźı domů. Uvažujme pro jednoduchost, že
nikam jinam po dostatečně dlouhou dobu profesor nechod́ı a že v restauraci z̊ustává deštńık
na profesorově obĺıbeném mı́stě, odkud si ho může následuj́ıćı den vźıt (pokud nezapomene).

• Uvažte tuto situaci jako Markov̊uv proces a napǐste jeho matici. (Je vhodné za časovou
jednotku vźıt jeden den.)

• Určete vlastńı č́ısla této matice a vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu 1.

• Určete pravděpodobnost, že se profesor̊uv deštńık nacháźı ráno v restauraci.

Př́ıklad 4. Uvažujme následuj́ıćı model bujeńı byrokracie: poč́ıtejme, že každý úředńık má
mı́sto na 30 let. V prvńıch a posledńıch deseti letech v úřade úředńık nevytvář́ı nová mı́sta.
Naopak v druhých deseti letech úředńık vytvoř́ı v pr̊uměru 2 nová úřednická mı́sta. Žádné
úřednické mı́sto nezaniká. Popǐste, jak bude r̊ust úřednický aparát (poroste asymptoticky jako
jistá geometrická řada). Na jakém poměru se ustáĺı poměr počtu nových, středně starých a
starých úředńık̊u?

Př́ıklad 5. Předpokládejme, že máme model daný následuj́ıćım předpisem:

1.
mk+1 = 2mk + nk; nk+1 = mk + 2nk

2.
mk+1 = mk − nk; nk+1 = −mk + nk
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Jaký stav bude za 5 let, jestliže počátečńı stav je m0 = 100 a n0 = 150. Kolik je nk −mk?
Stabilizuje se tento model na nějaké hodnotě?

Př́ıklad 6. V republice žije 10 milion̊u obyvatel. Republika je rozdělena na tři části Č, M a
S. Předpokládejme, že se obyvatelé mezi těmito částmi stěhuj́ı takto:

1. 10% z Č se stěhuje na M a 20% se stěhuje do S; 10% z M se stěhuje do Č a 10% do
S; 20% ze S se stěhuje do Č a 10% na M

2. 10% z Č se stěhuje na M a 10% se stěhuje do S; 50% z M se stěhuje do Č a nikdo do
S; 50% ze S se stěhuje do Č a nikdo na M

3. 10% z Č se stěhuje na M a 10% se stěhuje do S; z M ani ze S se nikdo nikam nestěhuje

Rozhodněte, jak se budou chovat počty obyvatel v jednotlivých částech republiky v dlouho-
dobém pr̊uběhu.


