Reseni tieti pisemky
Skupina A, B

Priklad ¢. 1:

0
0 1
a) Cast wuz byla v zadani: flll]|= ol Déale lehce umime  spocitat
0
1

1 0 1
0 0 0
0 1 -1 _
fliof|=f~f||1|-|1]||= 7 lo = 1 A nakonec podle toho, co jsme pravé
1 1 0
0 1 -1
1 1 0
1 1 0
1 -1 2
spocitalije f||O[|=f||0|-|0]|= - = :
1 1 0
0 1 1
0 -1 1

Skupina B se 1i8i pouze v a), postup je obdobny a vysledek je stejny.

b) Protoze hledime matici f znamena to vzit prvni (druhy a tfeti) vektor ze standardni baze,

4837

zobrazit ho zobrazenim f a podivat se jaké ma soufadnice ve standardni bazi:

0 0
1 5 5 1
fl10 = 0 = ol coz presné odpovida obrazu vektoru | O | v zobrazeni f. Tedy
0 0
2 1 . 1
0 0 1
2 1 -1 . L :
dostavame f__ = . Jind moznost jak ziskat tuto matici je f, = f -(Id) ,
E4€3 0 0 463 &4y 73
11 -1
1) (0
kdejebaze y =|| 0|, |1 |1]]| Tedy
1)1
110 4 (110
1 01 100 1 01 10
f, =1, -(d), =f, -(id). = 10 1 1] = |-10 1]|=
€483 &4y ( )753 &4y ( )537 1 1 0 1 1 0
1 10 1 1 -1
0 01 0 01



X

€) Najit pfedpis znamend najit obraz libovolného vektoru | Yy . Opét lze vyuZzit linearitu

z
zobrazeni f:
0 0 1 Z
X 1 0 0
f =f|xO0|+y 1l|+2O0 -—x2 + 1 +z_l——2X+y_Z
Y= y Moo 1| z
Z 0 0 1
1 1 -1 X+y—-12
d)
1111°(00 1
0111 2 1 -1
fo., =@d),, - f,. =@d),., -f. . = : =
3 4 4¢3 4 4¢3 O 0 1 l 0 O 1
0 0 01 11 -1
1 -1 0 0Y (00 1 —2 -1
0 1 -1 0 2 1 —1_ 2 1 -2
0 0 1 -1 00 1| |-1 -1 2
0 O 0 1 11 -1 1 1 -1
0 C 0
a a 0 a 2a+b-c 0
e) Kerf=4|bl||fl|b]]|= =4l b = . Tedy fesim homogenni
0 C 0
Cc Cc c
0 a+b-c 0

systém 4 linearnich rovnic o tfech neznamych ¢=0,2a+b—-c=0,c=0,a+b—-c=0
00 1 11 -1

pomoci fadkovych Gprav matice sytému: . Z matice odeétu feSeni

o
-
o O O

o O

a=b=c=0. Tedy jadro je Ker f =

2
0
1
0
0
0



P a a P a
mt =4 13[b|erest| b= 1=t [b|[[abceR}=
c c c
S S
0 0 1
1 0 0
2 1 -1
flal0|+b/1|+c/0]|||abceR}= A, +b0 e la,b,ceR =
0 0 1
1 1 -1
0) (O 1
2111]]-1
Span ol
0|0 1
1)\1)({-1

A protoze uz z vypoctu jadra vime, ze vSechny tfi tyto vektory jsou linedrné nezavislé, tvoii
bazi obrazu zobrazeni f. (Kdyby nebyly linearné nezavislé, tak bychom z nich néjakou bazi
vybrali.)

Priklad ¢. 2:

Hledame soutadnice vektoru v bazi, tedy hledame koeficienty takové, ze, kdyz nimi vyndsobime
prvky baze a tyto ndsobky secteme, dostaneme zadany vektor. Hledame a, b a ¢ tak, aby

1-3x+x* =a- (1+ x? )+ b-(2+x)+c- (X +x° ) Po upravach dostavame rovnost dvou vektoril

1-3x+x* = (a + Zb) + (b + C)X + (a + C)X2 . Dva polynomy jsou stejné, jestlize maji stejné

koeficienty u stejnych mocnin X. Tedy dostdvame systém tfi linearnich rovnic o tfech neznamych

(musi mit pravé jedno feseni, jinak by S nebylabaze): 1=a+2b, —3=b+c, 1l=a+cC.Resime
1 2 0|1 1 2 0|1 1 2 011

napiiklad maticové: |0 1 1| -3|(~|{0 1 1 [-3|~|0 1 1 |—-3/|. Odecteme feseni
1 0 1|1 0 2 -1]0 0 0 -3| 6
3
a=3,b=-1c=-2. Tedy hledané soufadnice jsou [1—3X+X2]ﬁ =|-1].
-2

Skupina B se pocitd uplné stejné (jen se meni prava strana Vv matici systému) a vyjde
-1
2
h+3x+x]ﬂ: 1
2

Priklad ¢. 3:

Jedna se o ovéreni podminky neprazdnosti M, ovéieni uzavienosti na soucet vektord (tedy, Ze soucet
libovolnych dvou vektort zM je opét vektor z M) a uzavienosti na skalarni nasobky (tedy, ze



libovolny skaldrni nasobek vektoru z M je také prvkem M). (Pfi¢emz posledni dvé podminky jsou
ekvivalentni s podminkou VX,y € MVa,beR:(ax+by)e M )

0 0
1) M je neprazdna, nebot’ obsahuje naptiklad matici (0 Oj . (Skupina B stejné.)

10 01
2) Druha podminka neplati. Uvazim naptiklad matice [0 OJ a [0 Oj, které patfi do M,

11
protoze spliuji podminku, aby do ni pattily. Ale jejich soucet je matice (O O] , ktera do M

10 0 0
nepatii, protoze 1-1 0-0. (Skupina B uvazi napi. matice [0 Oj a [1 Oj )

a b
3) Tteti podminka plati, tak to dokazme. Necht’ je matice ( dJ € M, tj. plati ab=cd. Necht’
c

ka kb
kc kd

a b _
e M, tj. plati
c d

. . , a b
dile je keR libovolné. Pak matice K =

e M, protoze je
c d

ka-kb=k?ab =k?cd =kc-kd. (Skupina B: Necht je matice (

. : _ a b ka kb _
cb=bd. Necht' dile je k € R libovolné. Pak matice K = € M, protoze je
c d kc kd

ka-kc=k?ac =k?bd =kb-kd.)

Priklad ¢. 4:

Dosadim vektory do determinantu a spocitam jej. Pokud bude determinant roven 0, pak jsou vektory
linearné zavislé. Pokud bude rizny od 0, budou linearné nezavislé a budou tvotit bazi.

1 01 2 0 1

1101 11 O1 % 1 Ll oL 1 3

1300l 1 3 0 0 =141 3 0|=/1 3 O =1‘2 3‘=3—6=—3¢0
01 -2 2 3 0

2 1 2 2 0 1 0 -2

V prvnim kroku jsme udélali fadkové Upravy podle prvniho fadku, abychom pod nim vynulovali tieti
sloupec (kde bylo hodn¢ nul). V druhém kroku jsme podle toho sloupce, ktery jsme nulovali, udé¢lali
La Placetv rozvoj. Poté jsme tento dvoukrokovy postup zopakovali a nakonec Saarusovym pravidlem
spocitali determinant 2x2. (Skupina B ma pouze matici transponovanou, tedy vysledek je uplné
stejny.)



