MB101 — Matematika I P. Hasil, K. Vopatova

verze: 4. kvétna 2008

1 Kombinatorika

1.1. Kolik podmnoZin lze vytvorit z n-prvkové mnoZiny? [2"]

1.2. Maém 6 jablek a 3 hrusky, chci udélat salat z péti kusd ovoce, aby tam byla nejméné jedna hruska.
Kolika zptisoby to 1ze udé¢lat? [120]

1.3. V podniku pracuje 18 muzti a 16 Zen. Kolika zptsoby lze vybrat 7 zamé&stnanct tak, aby mezi nimi
byli a) 4 muZi a 3 Zeny, b) 6 muzd a 1 Zena, c) asporti 4 Zeny?
[a) 1713600, b) 297 024, c) 2309 008]

1.4. Kolika zplsoby lze rozmistit 7 kuli¢ek a 2 kostky do deviti ptihradek? [289575]

1.5. Rozepiste vSechny moznosti rozdéleni 3 pfedmétl do 3 prihradek, uvazujte rozlisitelné i nerozlisli-
telné pfedméty i prihradky.

1.6. Kolik riznych péticifernych ¢isel s riznymi ¢islicemi je moZno sestavit z ¢islic 1, 2, 3,4, 57 [120]

1.7. Na piskovisti si hraji 4 déti, dohromady maji 10 modrych, 15 Cervenych a 8 zelenych kuli¢ek. Kolika
zpusoby si je mohou mezi sebou rozdélit tak, aby kazdé dit€ mélo alespon jednu kulicku od kazdé barvy?
[1070160]

1.8. Kolik anagramti lze vytvorit z pismen slova ANAPURNA, resp. VEVERKA?
[3 360, resp. 1 260]

1.9. Urcete koeficient u ¢lenti x2y*22, xy®z polynomu P(z) = (2 — 5y + 2)8. (1050000, 0]
1.10. Kolik existuje surjektivnich zobrazeni mnoziny {1, 2,3, 4,5} na mnoZinu {a, b, c}? [150]

1.11. Kolika zpisoby lze do tii riznych obdlek rozmistit pét stokorun a pét padesatikorun tak, aby Zadna
obalka neztstala prazdna? [336]

1.12. Kolika zpisoby miZeme do péti dilka rozdélit po jedné kouli, mame-li k dispozici 4 bilé, 4 modré
a 3 zelené koule? [230]

1.13. Urcete pocet riznych vét, které vzniknou presmyckami ve vét€ "Ema ma maso".
[podle "pochopeni” zadani: 288, 1 728, 30 240, 10 080]

1.14. Na kolik nejvyse a nejméné ¢asti déli rovinu n ¢tverct (obvodi)?
[min: n + 1, max: 4n? — 4n + 2]

1.15. Na kolik &4sti d&lf rovinu n pfimek v obecné poloze? [5(n? +n+2)]

1.16. Jaky je nejvyssi pocCet Casti, na které je rozd€len (tffrozmérny) prostor n rovinami?
[%(n?’ +5n+ 6)]
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1.17. Urcete soucet
a) 1+3+5+--+(2n—-1), [n?],
b) 2422423 +... 427 [2(2™ —1)]

1.18. Odvod’te soucet pro Sp(n) = 12 422 +32 4 ... + n?
[w]

1.19. Urcete pocet feseni rovnice 1 + x2 + x3 + x4 = 9 VN, resp. v Ny.
[56, resp. 220]

1.20. Urcete pocet Ctyfcifernych ¢isel, kterd maji ciferny soucet roven 4.
[20]

1.21. Pfi dominu si 4 hraci déli 28 kostek mezi sebou rovnym dilem. Kolika zplisoby to miZe byt prove-
deno?

(3531

1.22. Kolika zptisoby lze rozdélit do deseti ocislovanych pfihradek Ctyfi stejné modré koule a Sest stej-
nych bilych kouli, jestlize kazda prihradky musi byt obsazena?
[210]

1.23. Kolik (riznych) dhlopii¢ek méd konvexni n-thelnik?
[ n(n273) ]

1.24.  Ctyfi déti hrajici si na piskoviiti nasly Sest hlinénych a étyfi sklenéné kulicky. Kolika zpiisoby si je

mohou rozdélit? Jak to dopadne v pripadé, kdy kazdé dité chce mit aspon jednu kulicku od obou druht?
[2940, 10]

2 Diferenc¢ni rovnice

2.1. Najdéte feseni diferencni rovnice y,, 1o = 2y, +n, které spliiuje poc¢atecni podminky y; = 2, yo = 2.
[yn = SE22 (V2" + 52 (—v2)" —n 2]

2.2. Najdéte feSenf diferencni rovnice ¥, +2 = Yn+1 + 2y, + 1, které spliluje pocateéni podminky y; = 2,

v =2 = 327~ 5(-1)" — ]
2.3. Urcete posloupnost, kterd vyhovuje diferencni rovnici y,411 = %yn + 1 s pocate¢ni podminkou
y1 = 1. [y, =2(3)" — 2]
2.4. Urcete posloupnost, kterd vyhovuje diferencni rovnici 2y,42 = —Yp+1 + Yn + 2 s pocatecnimi
podminkami y; = 2a y; = 3. [yn =4(3)" + (1) +1]

2.5. Urcete redlnou bazi prostoru feseni homogenni diferencni rovnice ¥,+4 = Yn+3 + Ynt1 — Yn.

i) = 1yk) = .y = cos(27), yi) = sin(257)]

2.6. Naleznéte feSeni ndsledujici diferenéni rovnice pxyi2 — zkt1 + (1 — p)xr, = 0. Proved’te diskuzi
feSeni vzhledem k parametru p. p=1:op=cit+ecmp#l iz, =c+ 02(1%”)"]
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2.7. Najdéte feSeni diferencni rovnice x4 + x5 = 0. [z, =ci cos(%) + ¢ sin(”—;)]

2.8. Vyfeste diferenéni rovnici: z,, + Tp_1 — 22,2 = 2n. [z, =c1 + c2(—2)" + %2 + %"]

2.9. Urcete prostor feSeni nehomogenni diferencni rovnice a také prostor feSeni pfislusné homogenn{
diferencnf rovnice x,+2 = 4xn+1 — 4z, + n. Dile napiste explicitné jedinou posloupnost, kterd fesi
nehomogenni rovnice a vyhovuje poc¢ate¢nim podminkdm x; = 1, o = 2.

[H:{c12" + con2™}, N : {c12™ + can2™ + n + 2}, PP : {—%2” + %nQ" +n+2}]

2.10. Napiste podminky pro parametry a, b, c tak, aby prostor feSeni homogenni diferencni rovnice
axpyo +brpy1 +cx, =0

byl prostorem periodickych posloupnosti. [napf. b? < 4ac]

2.11. Najdéte feseni nasledujicich rovnic

® Tpi1 =22, [, = c2™]
¢ Xpi1 =22, +1 [z, = 2™ — 1]
® Tni1 = —3x,+2n [, = c(=3)" + %n — é]
o 2,1 =4z, +4n? -1 [z, = 4™ — %nZ _ %Tl _ %]
® T,y = %xn, r1 =1 [%(%)n]
® X, 1 = %mn+2,x1 =2 [4(%)n_4]
® Tpio=—Tpi1+ 2T, [p =c1 - 1"+ o+ (—2)"]
o o =4z, — 4z, 20 =3, 21 =2 [z, =3-2" —2-n-2"]
® T,io0—2Tp41 = 22,
[z, = c1(1+14)" + c2(1 — i)™, nebo @, = ¢1(V2)" cos(ZE) + c2(V2)" sin(ZF)]

e v, =31, 1—2x, o+2" -n,xp=1,01 =2 [, =4—3-2"4+2".n(n—1)]

3 Pravdépodobnost

3.1 Klasicka pravdépodobnost

3.1. Hodime n-krat po sob¢ kostkou. Jaka je pst, Ze alespon jedenkrat padne Sestka? [1—- (%)n]

3.2. Urcete nejvyssi mozny pocet hodl n z predchoziho prikladu tak, aby pst, Ze nepadne Sestka, byla
Vetsi neZ pst, Ze Sestka padne alespoi jednou. [3]

3.3. Vurné je 10 kouli — 7 bilych a 3 erné. Vytdhneme jich 5, jaka je pst, Ze to budou pravé 3 cerné a 2
bilé? [1/12]

3.4. Dvacetkrat nezdvisle na sobé hazime 3 mincemi. Urcete pst, Ze alesponl v jednom hodu padnou 3
lice. [0.9308]

3.5. Z 50 vyrobkd, z nichz 20 je kazovych, vybereme 10. Jaka je pst, Ze mezi vybranymi vyrobky bude 6
dobrych a 4 kazové? [0.2801]

3.6. Kolik pokusti s pstip =1 — e% musime udélat, aby pst alesponi 1 uspéchu byla alesponi 1 — e%?

[3]
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3.7. Sekretatka ma rozeslat pét dopist péti riznym adresatim. Dopisy vkladd do nadepsanych obalek
ndhodné. Jakd je pst, Ze alespon jedna osoba dostane dopis urceny pro ni? [0.6333]

3.8. Ze sacku s péti bilymi a péti modrymi koulemi ndhodné vytdhneme 3 koule (nevracime). Jaka je pst,
7e dvé budou modré a jedna bila? [0.4167]

3.9. Néhodné vybereme piirozené ¢islo mensi nez 10°. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude sloZeno pouze
z cifer 0, 1, 5 a zaroveni bude délitelné péti? [161/99999 = 0.0016]

3.10. Z klobouku, ve kterém je 5 bilych a 6 Cernych kouli, ndhodné vytahujeme koule. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze druhd vytaZzena koule je Cerna? [6/11]

3.11. Kolik lidi musi byt minimaln¢ ve skupiné, aby byla pravdépodobnost, Ze dva z nich maji narozeniny
ve stejny den, vétsi nez 1/2? [23]

3.12. Urcete pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami padne soucet 7.

[1/6]
3.13. Jevy A, B, C jsou nezédvislé a majf stejnou pravdépodobnost 0.1. Uréete P(AU B U C)
[0.271]
3.14. 'V urné je Sest kouli s ¢isly 1, 2, ..., 6. Koule vybirdme ndhodné a nevracime. Jak4 je pravdépodob-
nost, Ze v Zddném tahu nebude ¢islo koule shodné s poradim tahu?
[0.3681]

3.2 Podminéna pravdépodobnost

3.15. Jakd je pst, Ze pfi hodu dvéma kostkami padly dvé pétky, vime-li, Ze soucet ok je délitelny peti?
[1/7]

3.16. Urna obsahuje n kouli (bilé a Cerné) a vime, Ze byla naplnéna takto: n-krat bylo hozeno kostkou,
kdyz padla 6, vlozili jsme bilou kouli, jinak ¢ernou kouli. Z takto naplnéné urny byly postupné vytaZeny

2 koule, pficemZ po prvnim tahu byla koule vracena zpét. UrCete pst, Ze obé tazené koule jsou Cerné.
3 ;

0o L2 () (3) (3)"

3.17. Jaka je pst, Ze pii hodu dvéma kostkami padne soucet 5, vime-li, Ze ani na jedné z nich nepadla
trojka? Jsou jevy A: "ani na jedné 3" a B: "soucet 5" nezavislé? [2/25, nejsou nez.]

3.18. Urna byla naplnéna takto: Ctyfikrat bylo hozeno minci, kdyZ padl lic, byla vloZena Cerna koule,
kdyZ rub, tak bila. Postupné z této (promichané) urny vybereme dvé koule, pfi¢emz po prvnim tahu kouli
do urny vratime. Jaka je pst, Ze ob¢ taZené koule jsou bilé? [5/16]

3.19. Systém se skldda z r sériové zapojenych ¢lankd, pfi¢emz pro zvySeni spolehlivosti je -ty ¢lanek
sloZen z n; paralelné spojenych blokid. Ozna¢me A;; j-ty blok v i-tém ¢lanku, vime, Ze bloky jsou stochas-
ticky nezdvislé a pst, Ze budou fungovat, je p;;. Jaka je pst, Ze cely systém bude OK? [Hf=1 [1 —

[T, (1 = pig)]]

3.20. Systém je tvofen dvéma nezdvislymi bloky A; a As, pst, Ze blok funguje je 1, resp. 2. Urlete
pst, Ze systém bude pracovat spravng, jsou-li bloky zapojeny a) sériové, b) paralelng.
[2) ¥1 - 92, b) F1 + 2 — VU1 - V2]
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z vz

3.21. 'V urné jsou ¢tyfi listky s oznacené ¢isly 000, 110, 101, 011. UvaZujme ndhodné jevy A; (i = 1,2, 3)
— ndhodné vytaZeny listek ma na i-tém misté 1. Jsou tyto jevy nezdvislé?
[po dvou jsou nezavislé, po tfech nejsou nezavislé]

3.3 Geometricka pravdépodobnost
3.22. Dvoumetrova ty¢ je ndhodné rozdéléna na tfi dily. Urcete pst, Ze alespoii jeden dil bude nejvyse 20

cm dlouhy. [0.51]

3.23. Dva kamaradi se domluvili, Ze se setkaji na urc¢itém misté. Pfitom kaZdy z nich pfijde na misto
nezdvisle na druhém v ndhodném okamziku mezi 19. a 20. hodinou, pocka 20 minut a jestlize se druhy

béhem této doby nedostavi, odejde. Jaka je pst, Ze se setkaji, resp. Ze prijdou soucasné? [5/9, resp. 0]
3.24. Ze &tverce s vreholy [1,1], [—1,1], [-1, —1], [1, —1] ndhodn& vybereme bod M se soufadnicemi
[€, ). Ur&ete pst, Ze kvadratickd rovnice 2 + £z + 1 = 0 ma redlné kofeny. [13/24]

3.25. Proti (dostatecné velké) siti se ctvercovymi oky — 8 x 8 cm je kolmo vrZzen micek o praméru 5 cm.
Jaka je pst, Ze proleti bez doteku sité? [9/64]

3.26. Dve firmy dovazi do obchodu zboZi. Néklad 4cky pfijizdi (ndhodné) mezi patou a osmou hodinou
ranni. Odbaveni ndklad’acku trvd 40 minut. Urcete pravdépodobnost, Ze jeden bude muset ¢ekat nez bude
odbaven druhy.

[0.3951]

3.27. Stiilime na ter¢ o priméru 60 cm. Jakd je pravdépodobnost, Ze zasdhneme stfedovy kruh o priméru
5 cm? (Ter¢ zasdhneme jisté.)

[0.0069]
4 Geometrie v roviné
4.1. Urcete prusecik piimek p a ¢ danych rovnicemi
p:x=1—ty=2+2t, q:x=2s,y=1-—s.
[[2,0]]
4.2. Spoditejte velikost thlu, ktery sviraji vektory u = (4,3) av = (3, 2). [cosp = 51—\/%]

4.3. Otocte bod [3, 1] o thel 7/2 v zdporném smyslu (ve sméru hodinovych rucicek) kolem pocétku.

[[17 _3]]
4.4. Zrcadlete bod [3, 1] podle osy prochézejici po¢dtkem a bodem [1, 1]. [[1,3]]

4.5. Je dan trojihelnik AABC: A=[1,1], B=[3,2],C =[2,3].

a) Urlete, které strany trojihelniku ABC, jsou viditelné z bodu P = [4, 4]. [BC

b) Otocte trojihelnik o 60° v kladném smyslu kolem pocatku.
[A = [172\/5 1+2‘/§],B’ — [372\/5 2+3\/§]’ O = [27;\/5

2 ’ 2

3 )

3+§\/§M

¢) Zrcadlete trojihelnik ABC podle pfimky p : x —y = 1.
[A” =[2,0], B =[3,2],C" = [4,1]]

d) Spocitejte obsah tohoto trojihelniku. [SA = %]



MB101 — Matematika I P. Hasil, K. Vopatova

4.6. Které strany Ctyfihelniku daného body [1,4], [2, —1], [3,3] a [4, 1] vidi pozorovatel stojici v bodé
[7,2]? [nevidi stranu [2, —1], [1, 4]]

4.7. Zrcadlete dseCku danou body A = [1,3], B = [—1, 3] podle pfimky y = —=z.
[A/ = [737 71}7B/ = [735 1]]
4.8. Urcete volA, kde trojihelnik je ohrani¢en pfimkami
p: [0,1]+¢-(1,2), q:[2,3/2]+s-(1,-3/2), r:[1,-1/2]+2-(-2,—1/2).
[volA = T]

4.9. Rovnostranny trojihelnik leZici cely v prvnim kvadrantu je dén vrcholy [1,0] a [0, 1]. Urlete soufad-
nice tfetiho vrcholu. [[#, %} ]

4.10. Z po&itku [0, 0] (rovina R? se standardni soustavou soufadnic) je vyslan laserovy paprsek ve sméru
(3,1). Dopadne na zrcadlovou piimku p: [4,3] + ¢ - (=2, 1), poté se odrazi (thel odrazu je roven thlu
dopadu). V jakém bod€ dopadne odrazeny paprsek na primku ¢: [7,—10] + s - (—=1,6)? [v Zddném)]

4.11. Spocitejte obsah trojihelniku daného pfimkami:
p: [1,00 +¢(2,1), q:[2,8]+s(1,3), r:[4,—1]+u(2,—4).
[Sa = 10]
4.12. Napiste souradnice vrcholi trojihelniku, ktery vznikne oto¢enim rovnostranného trojihelniku s té-
Zi$tém v bodg [0, 0] a vrcholem v bodé C' = [0, 1] 0 90° kolem bodu S = [1, 0].
(4" =[3/2,—V3/2—1], B’ =[3/2,V3/2-1],C" = [0, —1]]

4.13. Co vznikne slozenim dvou stfedovych soumérnosti podle riznych stfedd?
[posunuti o vektor v = 2(Se — S7)]

5 Relace a zobrazeni

5.1. Co lze fici o relaci "byt potomkem", kterou uvaZzujeme na mnozing 1idi?

5.2. Urcete, zda jsou nésledujici relace reflexivni, symetrické, antisymetrické, tranzitivni, Gplné.

e aob < 5la—b,a,b€Z, [R,S,T]
e A=1{-2,-1,0,1,2},a,b € A, apb < a®> —a=1* - b, [R,S,T]
e apb = (a=bVa=b+1),a,beZ, [R, Ats]
e a,beN,aobs a<h, [R, Ats, T, U]
e a,beNaogbsa-b=2k—1,keN, [S,T]

e [z,y] € NxN,
[T1,y1]0lx2, 2] & (1 < 22) V (1 = 22 Ayt < Y2),

[R, Ats, T, U]

e kruZnice k; v R? je v relaci o s kruZnici ko v R2, jestlize ky leZ{ uvniti ky, pfi¢emz jsou povoleny
spole¢né body,

[R, Ats, T

e A = piimky v roving, poq < p L q,Vp,q € A, [S]

o zoy < | —y| =3nebox =y, Vr,y €N, [R,S]

o zoy & |x| > |y|,Vr,y € Z. [R,T,U]
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5.3. Urcete, zda jsou ndsledujici relace na mnoZiné M ekvivalencemi. Pokud ano, popiste piislusné tridy
rozkladu.

e M=N,z~y<s NSD(z,y) > 1,
e M=N,z~y<nsn(z,y) >1,
o M={f,f:R—=R} f~gedreR: f(z)=g(),

5.4. Zjistéte, zda zobrazeni f je injektivni, surjektivni, popf. bijektivni:

o f(x) =22 12€Z, [neni]
o f(x) =222 €N, [Z,S, B]
o f:RI = RY, 2 2%, RI = [0,00), [1, S, B]
oxER—{O},f:xH?’”’Q;‘l, [1]
e z € R}, v+ [z] (celd &st &isla z), [neni]
of:R%R,xr—W“i;? [, S, B]

1

5.5. Jsou ddna zobrazeni f, f(z) = 2z — %, g, g(x) = 2z + 1. Urlete ndsledujici zobrazen{

L
o (fTtog (), Bz -1
o (fog) (), 32— 2]
e (go f)(x). [32+ 2]

5.6. Jsou ddna zobrazeni f,g: Q — Q, f(z) =3z — 4, g(x) =2z + % Urcete nasledujici zobrazen{

fog)(x), [62 + 1]
go f)(z), [6x — ]
fog) (), [£52]
ftog ) (x). (2551

5.7. Popiste néjaké usporadani pfirozenych Cisel, které neni dobré.

5.8. Uvazujme relaci a < b < a® < b®. Ukaite, 7e jde o ostré usporadani (tranzitivni, asymetrické) na
N, které neni Uplné. Naleznéte minimalni prvek, jestli existuje. [1]

6 Vektory a matice

6.1. Zjistéte, zda jsou dané vektory linedrné nezavislé

e u=(1,2,1),v=(2,3,1),w=(1,3,2), [LZ]
o u=(1,2,3),v=(0,1,1),w=(4,3, 1), [LNZ]
o u; =(1,1,2,3),ue = (0,1,3,1), us = (2,1,3,1), ugy = (—1,1,2,3). [LZ]

6.2. Z vektori v; = (1,0,0,1), v = (1,1,1,1), v3 = (2,1,2,3), v4 = (1,0,1,0), v5 = (2,3,1,2)
vyberte nejvétsi moznou linedrné nezavislou podmnozinu vektort. [napf. vy, va, v3, V4]

6.3. Vyberte z nasledujicich vektorl co nejvice linedrn& nezdvislych u; = (1,2, —3)%, upy = (2, -1, 3)7,
us = (_37 47 _9)Ta Uy = (67 07 1)Ta Us = (47 1a _2)T [napf Uy, uz, ’LL4]
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6.4. Jsouuvedené prvky linedrné nezavislé?

¢ 2 +24+3=02+1=020"+3r+1=0,22-3=0v Rsfz], +,), [LZ]
1 2 1 1 2 3

°A:<1 2)’B:<O 1)’02(1 3)V<Mat2x2(z)’+")’ [LZ]

o Lo l-a2+a—2"vRefa, +, ). [LNZ]

6.5. Urcete konstantu k tak, aby polynomy kx? + x + 2, —22% + kx + 3 a 2% + 2x + k byly linedrng
zé&vislé v prostoru (Ro[z], +, -). (k1 =—1,kos = Lg/ﬁ]

6.6. Ovéite, zda vektor u = (7,2, —2)T ndlezi do mnoZiny M.

M = Span((1,0,-1)",(2,1,0)",(0,1,2)",(1,1,1)", (5,2, -1)")

[nenaleZzi]
6.7. Sesklddejte matice tak, aby $ly vyndsobit, a vyndsobte je
1 3
1 2 -1 3
1 21 =20 11
S I B Sl FE RS BCE
0 2
[B-C- Al

6.8. Vypoctéte inverzni matice k maticim
11 2
2 10

6.9. Rozhodnéte, zda existuji inverzni matice k nésledujicim maticim, jestlize ano, pak tyto inverze vy-
poctéte
1 01 1 0 1
A=|(3 3 4], B=1(|3 2 4
2 2 3 2 2 3
[ano, ne]

6.10. Urcete hodnost matice

1 2 3 16 4 2 1

A=12 1 2], B:(5 7), C=13 2 1

1 -1 -1 2 21

[h(A) = 2, h(B) = 2,h(C) = 2]
6.11. Spocitejte determinant matice
13 - 2005 1 TR 3 4 ¢
A=15 0 1|, B= , C= , D=5 9 1
6 3 2 01 3 2 2 7 1 4 9 4 —4
5 0 2 -1 3 2 71
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6.12. Vyfeste rovnice

r—1
2—x 5

-3,

1,z

z+1
2x

= —1+/3i = 2(cos 2 £ isin

6.13. Urcete matici adjungovanou k matici

A:

-2
r—3

1—2x
-1

-
-1

2
a b
) 02
—6
[A*= | —4
2

-1

5

6

);xl :_1;332 :3,.%'3 :2]

3 3
4 —4 ,B*(_d
5 -1 ¢

6.14. Pomoci Gaussovy eliminacni metody naleznéte feSeni soustavy rovnic

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

201 + x9 —x3 — x4 = —3
T4 — o+ T3 — T4 = —2
3x1 + 3x3 — dxry = -8

721‘1 — X2 +4L’3 - 21’4 =0

Pomoci Cramerova pravidla vypocitejte feSeni soustavy rovnic

Reste soustavy rovnic

Reste soustavu rovnic

204+ 3y —z=4

3r—y+z2=1

20 —y—2z2=2
—-111 2 30
-210 3 2 4
—11]2 1 -1 4
2 -1 1 -1 1
2 —1 0 -3 2
3 0 -1 1|-3
2 2 =2 5] —6

-1
-210
-1

SIES
S
Il
N[ =
ﬂl\z
I

[z =

0

0

Reste soustavu rovnic v zdvislosti na parametrech c a d, proved’te diskuzi feSeni

c—1
c+1

Cc

—c -3
—-c—3| =5
2 d—1

=b
L)

[z = (—1+4b,b,3b,3b),b € R]
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6.19. Naleznéte LU-rozklad matice

-2 1 0
A=|-4 4 2
-6 1 -1

1 0 0 -2 1 0

[L=12 1 0|, U=|0 2 2]]
3 -1 1 0 01
6.20. A jesté jeden LU-rozklad:

6 -2 0
M=19 -1 1
3 7 5

7 Vektorové prostory a linearni zobrazeni

7.1. Ovéite axiomy vektorového prostoru u nasledujicich mnoZin (s uvedenymi operacemi):

e V=C,(a+bi)+(c+di)=a+c+b+d)i,a (a+bi)=a-a + (a-b)i,
o IV = Matsys, s¢itdni matic, ndsobeni matic redlnym &islem,
e V=RNzay="F a0z :=2%Vo,ycV,VaeR,

o V=A{(z9)} (&,9) + (,0) = (z +u,y +v), k- (z,y) = (2kz, 2ky),
o V={(1,2)},(1,2)+ (L,w) =1,z +w), k- (1,2) = (1, kz),

e VV C Mataxo(R), matice typu ( ) s¢itani matic, ndsobeni matic redlnym c¢islem,
. V:(Cg[ ] = {Zo +2’1$+22$ ,20,%21,22 € (C}nad(C

a 0 o s . . , . P
o V= { ( b c) ,a,b,c € R}, s¢itani matic, ndsobeni matic redlnym c¢islem.

7.2. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoZiny s operaci + tvoii vektorovy prostor nad télesem redlnych cisel

e Ctvercové matice fadu n X n nad R, [ano, dim = n?]
.1 . s . n(n+l)
e symetrické matice fddu n X n nad R, [ano, dim = —5—]
e invertibilni matice fadu n x n nad R, [ne]
. L C . -1
e antisymetrické matice ¥adu n x n nad R. [ano, dim = %]

Jestlize ano, urcete jejich dimenzi a popiSte n€jakou jejich bazi.

7.3. Rozhodnéte, zda polynomy nad redlnymi Cisly stupné nejvyse k tvoii vektorovy prostor. JestliZe ano,
napiste né¢jakou jeho bazi a urcete jeho dimenzi. [ano, dim =k + 1]

7.4. Je to podprostor (vektorového) prostoru (R? +,-)?

a) pfimkaz =y, [ano]
b) pfimkay = x + 1, [ne]
¢) prvni kvadrant (v€etn€ hrani¢nich polopiimek). [ne]

7.5. Napiste néjakou bazi vektorovych prostorii V; = R3, Vo = Mataxa(R), V3 = Py — polynomy
stupné€ nejvyse 2.

10
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7.6. Urlete bdzi a dimenzi vektorového prostoru komplexnich &isel a) (C, +, R, -), b) (C,+,C, -)
[a) B = {1,i}, dim = 2,b) B = {1}, dim = 1]

7.7. Uvazujme komplexni Cisla jako vektorovy prostor nad redlnymi Cisly — scitani vektord je s¢itani
komplexnich ¢isel. Ukazte, Ze Cisla 1 + 17 a 1 — ¢ tvofi bazi tohoto prostoru a napiSte souradnice ¢isla 5 — 24
v této bazi. [(3/2,7/2)]

7.8. Tvoii vektory (1,1,1)7, (1,2,0)" a (1,3,1)T bdzi R3? [ano]

7.9. Dopliite mnoZinu M tak, aby byla bazi prostoru V:

L4 M = {(_la 17O7O)T? (07 _1a la 0)T7 (Oa Oa _17 1)T}7 V - R4,
[libovolny jeden z vektori ey, es, €3, e4]

.M{G })G (2))(; é)},VMatgxg(R). [nap. <8 é)]

7.10. Je to linearni zobrazeni?

o L(u)=a-u, [ano]

o L(uy=a-u+1, [ne]

cos —sin Uy
sinp  cos¢ U2
[ano]
7.11. Ovéite, Ze zobrazeni L je linedrnim zobrazenim, a napiSte matici, kterou je reprezentovano.
u + 3U2 + 2’LL3

L(u) = [ bug + ug + 6ug
2us + usg

7.12. UrcCete jadro (Ker f) a obraz (Im f) zobrazeni f daného matic{
1 2 3
2 00

7.13.  Urgete soufadnice vektoru (2,3, —1)T = w, v bdzi

u=((1,1,1)7,(1,2,007,(1,3,1)7).

[wy = (2a 37 _1)T]

1 -1 1
7.14. Najdéte matici pfechodu od bdze e = (1,7, 2%) kbdziu = (1,z+1,1—22). [[0 1 0 |]
0 0 -1

7.15. Najdéte matici pfechodu v R? od bdze u = ((1,2)7,(-2,3)") k bazi v = ((3,1)7,(2,1)7).

-3 -8
[(5 11>]

11
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7.16. Napiste matici A reprezentujici linedrni zobrazeni L: R? — R3, L(u) = 2ujv; — (u1 +us2)vs, kde
u=(up,uz)T avy = (1,2, -1)7, vy = (1,0,1)7,

1 -1
e ve standardnich bazich R? a R3, [l 4 0 1]
-3 -1
—4/3 —2/3
e v bazich a = ((1, nT, (o, I)T) af= ((2,1,1)T, (1,2,-1)T, (0,0, l)T). [l 8/3 1/3 |1
0 0

7.17. Napiste matici zobrazeni f: R® — R2, f(x1,70,73) = (21 + 219 — 3w3,271) v bézich u =

((1,2,0)7,(=2,1,0)7, (3,1, -1)"), v = ((2,1)7,(0,2)7). [A“’”:<—51//24 _02 411>]

7.18. Matice zobrazeni f: R® — R3 v bdzi o = ((1,0,1)7,(0,1,1)%,(1,1,0)%) je tvaru

-1 0 -1
Asa=10 1 1
-1 1 0
-2 10
Urcete tvar matice zobrazen{ ve standardni bdzi. [Ace=1-1 2 0]]
-1 10
7.19. Je ddna matice zobrazeni A, ., urete matici tohoto zobrazeni v bazi v.
1 -1 0 1 -1 2
Ace=10 1 1), v=([1],{1],(0
2 0 0 0 1 1
-1/4 2 -3/4

[A,,=| 5/4 0 7/4]]
3/4 -2 9/4

7.20. NapiSte matici zobrazeni:

e zrcadleni podle roviny prochdzejici pocatkem a kolmé na vektor (1,0, 1),

e otoleni o tihel 8 kolem osy prochézejici pocatkem se smérovym vektorem (0, —1,1).

7.21. Urcete, jaké linedrni zobrazeni zadavd matice

8

Jaké zobrazeni matice Q? reprezentuje? [Q? = Rotgpo, Q1 = Rotsgo, Q2 = Rotaige]

o = O
= N O

7.22. Najdéte matice () takové, Ze

M‘%MM—A
w

|
o
N———

12
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8 Vektorové prostory se skalarnim soucinem

8.1. Jsou ndsledujici vektorové podprostory prostoru R* kolmé?
U = Span((1,2,3,0)", (1,-1,0,0)7), V = Span((2,2,-2,5)").

[ano]

8.2. Jsou matice nésledujici matice ortogondlni?

I S
A — [ cosa sin « B— 1 711 8 o f f 7@
“ \—sina cosa/’ _001’ e ‘g ¥
V3 V6

[A: ano, B: ne, C: ano]

8.3. UrCete Cisla a, b tak, aby matice A byla ortogonalni

1 8

g7y

A= 2 b =

P4 o7 4

9 9 9
[o=~5.b= 3]

8.4. Pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizac¢niho procesu urcete ortonormalni bazi prostoru
V= <(1’ L1, )7 (15 2,1, O)v (la 1,2, 3)a (07 1,0, 0)>

[B = {%(17 ]-a ]-7 1)& %(Oa 1707 *1)a \/%(*Sa 1, 17 1)3 %(Oa 17 727 1)}]

8.5. Urdete ortogonalni bazi prostoru R? pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu z bize
u = ((15 2, 1)Tv (07 1, 1)Tv (27 -1, l)T)
[vi = (17 2, 1)T> V2 = (71/27 0, 1/2)T7 U3 = (4/37 74/37 4/3)T]

8.6. Urcete projekci vektoru u = (3, 1) do prostoru W = ((1,0)). [pw (u) = (3,0)]
8.7. Urcete projekci vektoru v = (1, —1,2,1)7 na prostor

W = Span((1,2,1,0)",(~1,0,1,0)", (1,—1,1,0)").
[pw (v) = (1,-1,2,0)7]

8.8. Urcete kolmy pramét vektoru (0, 0, 7) do podprostoru generovaného vektory (1,2,1), (—2,1,1).

8.9. Najdéte n&jakou ortonormélni bazi vektorového podprostoru V' v R? daného rovnici 22 — 3y +2 = 0.
1

[napf. vy = —=(1,0,-2),v2 = \/%(6,5,3)]

8.10. Urcete cos ¢, kde ¢ je odchylka dvou sousednich stén pravidelného osmisténu.
[cosp = 1/3]

8.11. Urcete odchylku rovin o a p.
0:[1,0,2] +t1(1,=1,1) + £2(0,1,-2), 0: [3,3,3] + s1(1,—2,0) + s2(0,1,1).
[ =7/3]

13
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8.12. Zjistéte, zda body [0, 2,1], [-1,2,0], [-2,5,2] a [0, 5, 4] leZi v jedné roviné. [ano]

8.13. Zjistéte, zdabod [2, 1, 0] leZ{ uvnitf konvexniho obalu bodi [0, 2, 1], [1,0, 1], [3, —2, —1] a[-1,0, 1].
1l

8.14. Je ddn rovnobéZnik [0,0,1], [2,1,1], [3,3,1], [1,2,1]. Uréete bod X = [z, 2, x3] na piimce

p: [0,0,1] + ¢(1,1,1) tak, aby rovnobéZznostén urfeny danym rovnobéZnikem a bodem X mél objem
roven 1. []

8.15. Je déna krychle (standardni oznaceni) ABC DA’ B'C' D'. Urlete odchylku vektori AB’ a AD’.
o =m/3]

9 Vlastni ¢isla a vektory

9.1. Spocitejte vlastni ¢isla a urcete prislusné vlastni vektory matic

12 50 50 1 -1
A_<3 4)’ B‘(? —16)’ C‘(? 5)’ D_(l 1)'

[A: Ay = 1EY38 B =50 = —16,C: Ao = 5,D: Ao = 1 +1]

9.2. Spocitejte vlastni Cisla a urcete pfislusné vlastni vektory matic

5 1 1 2 2 1
A= -1 PR B = PR SR C = _51 42 _1
U SRS S L 1 -2 5
5 T3 6 3 T3 3 - -
[A: A = 3,u1 = (1,1,1), Ao 3 = 2,up = (=2,1,0),uz = (—1,0,1)]
B: A2 =1,u; = (=2,1,0),u2 = (—1,0,1), \3 = —1,uz = (1,2,1)]
[C /\1 =2 , Uy = (1, 1, 1),/\273 = 6,u2 = (—1,07 1), ( 2,1,0)

9.3. Spocitejte vlastni ¢isla matic, urcete jejich algebraickou a geometrickou ndsobnost

2 1 -1 13 -28 3 5’4 711 88

A=lo1 2|, B=|4 -8 1|, 0=
00 1 -1 4 1 vzl
-17 —6 -1 0

[A: Al =2,an: 17gn: la)‘273 :27an:2agn: 1]
[B: M 23 =2,an =3,gn =1]
[C:Ai234=1an=4gn=2]

s X%z s Xz

9.4. Spoctitejte vlastni &isla matice A. Pak spoéitejte vlastni ¢isla matice A~! a porovnejte je s vlastnimi

Cisly matice A.
1 -3
= 2

A2 =+iV5, 12 = iﬁ]

9 3 _1
ISRt
4 4 4
0o 0 2

[/\1 = 3,U1 = (—1,1,0),)\273 = Q,UQ = (1,0, 1),U3 = (3,1,0)]
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9.6. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

1 -1 1
A=[-1 1 1
-1 -1 3
Jaky tvar bude mit matice v bazi tvofené vlastnimi vektory matice A?
2 00
[)\1’2:2,’111:(—1,1,0),’112:(1,071),)\3:1,U3:(1,171),AH: 0 2 0 ]
0 0 1
9.7. Diagonalizujte matici A.
210
A=10 1 1
0 0 3
2 00
[A=10 1 0]]
0 0 3

s ¥z

9.8. Napiste priklad dvou matic, které maji stejnd vlastni ¢isla a stejnou mnoZinu vlastnich vektort,
a presto jsou rizné.

10 Modely a procesy

10.1. UvaZujme Leslieho model rlstu pro populaci krys, které jsou rozdéleny do tif v€kovych skupin:
do jednoho roku, od jednoho roku do dvou let a od dvou do tfi let. Pfedpokladejme, Ze se Zadna krysa
nedoziva vice nez tfi let. Primérnd porodnost v jednotlivych vékovych skupinich pfipadajici na jednu
krysu je nésledujici: v prvni skupiné je to nula, ve druhé i tfeti skupiné dvé krysy. Krysy, které se doZiji
jednoho roku, umiraji aZ po druhém roce Zivota (tj. imrtnost ve druhé skupiné je nulovd). UrCete imrtnost
v prvni skupiné, vite-li, Ze dand populace stagnuje.

[1/4]

10.2. UvaZujme populaci nezmart, ktef{ se doZivaji tif mésicti. Kazdy nezmar splodi mezi prvnim a dru-
hym mésicem dva malé nezmarky, stejné tak mezi druhym a tfetim mésicem Zivota. Mladi nezmafi (do stai{
jednoho mésice) neplodi. Polovina nezmart po dovrSeni druhého mésice umird, po dovrSeni tfetiho mésice
umiraji vSichni. Napiste Lesliecho matici nezmaiiho modelu a urcete na jaké hodnoté se ustali pomér mezi
vékovymi skupinami a na jeké hodnoté se ustali piirastek populace. B+vV5:1++5:1,
415/5 = (,62]

10.3. UvaZzujme populaci lososich samicek, kterou 1ze roz€lenit na tfi vékové skupiny. Z prvni skupiny
prezije 5 %, z druhé skupiny prezije 10 %. Kazd4 samicka tieti vékové skupiny snese 200 jiker. Jak se tato
populace chova?

[stagnuje]

10.4. M¢jme dan zjednoduseny model populace sykory konadry (lat. Parus major). Populace je rozdélena
do ¢tyt vékovych skupin: vajicko, mladé v hnizd€, 1étajici mladé a dospély jedinec. Je zndmo, Ze vajicek
byva znicena polovina a mlad’at uhyne (v obou skupindch) Etvrtina. Par dospélych sykorek snese 16 vaji-
¢ek. NapiSte matici modelu, urete pfirtistek populace a pomér mezi vékovymi skupinami.

[prirdstek 20% za obdobi, pomér 66 : 27 : 17 : 10]

15
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10.5. Mg&jme ddnu populaci ve mésté a na jeho predmésti. Pfedpokldda se, Ze se kazdy rok 40% obyvatel
mésta piestéhuje na pfedmésti a naopak 30% obyvatel se z pfedmésti prestéhuje do mésta. Jak se ustali
pocet obyvatel ve mésté a na predmésti?

[mésto: 43%, predmésti: 57%]

10.6. Zkoumdme "svéhlavou" vyrobni linku. Pozorovanim jsme zjistili, Ze pokud je linka v daném obdobi
v provozu, tak v ndsledujicim obdobi bude v provozu v 50 % piipadd a ptjde do opravy v 50 % piipadu.
Pokud je linka v opravé, pak v ndsledujicim obdobi ztistane v opravé v 75 % piipadd, zpét do provozu
pijde jen v 25 % pripadd. Jaka je pravdépodobnost, Ze linka bude v provozu?

[33%]

10.7. Zemé Oz je velebena pro mnoho véci, ale nikoli pro dobré pocasi. Nikdy nenastanou dva slune¢né
dny za sebou. KdyZ je slune¢no, mize druhy den jak snézit tak prSet. Kdyz prsi nebo snéZi, bude druhy
den (se stejnou pravdépodobnosti) stejné. Pokud to vypadd, Ze se po desti, resp. snéhu zméni pocasi, jen
v poloving pripadi bude slunecno. S jakou pravdépodobnosti byvéd v zemi Oz slune¢né pocasi?

[0.2]
11 Analyticka geometrie

11.1.  Urcete prinik podprostort U = ((1,1,1),(—2,3,0)) aV = ((1,—1,5),(3,2,-1))
[UNV ={((15,5,11))]

11.2. Najdéte pricku mimobézek p: [1,1,1]+¢-(2,1,0), ¢: [2,2,0]+s- (1,1, 1), kterd prochdzi bodem
M =11,0,0]. [[1,0,0] +t(4,5,3)]

11.3. Najdéte osu (tj. pticku, kterd je kolmd na ob&é mimob&zky) mimobéZek p: [—3, —1,1]+t- (4,2,0),
q:13,3,1]+s-(-1,-1,-1). [[3,2,1] + u(—1,2,-1)]

11.4. Urete cos ¢, kde ¢ je odchylka pifmek p, ¢ danych v R? obecnymi rovnicemi

p: —2x+y+z=1,z+3y—4z =25,
g:x—y=-2,2 =6.

[cosp = %]

11.5. Urcete osu mimobé&Zek p: [3,0,3] + ¢(0,1,2) ag: [0,—1, —2] + s(1, 2, 3).

11.6. Urcete prinik pfimky p s rovinou «
p:[0,0,7]+t(1,-3,5), «:[0,5,3]+s1(1,2,1) 4+ s2(—2,1,1).
[P=[-1,3,2]]
11.7. Parametricky vyjadfete priinik rovin o a 7 v R3
0:2x+3y—2+1=0, 7:x—2y+5=0.

[[-17/7,9/7,0) + ¢(2,1,7)]
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