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Úvod a motivace

Diferenciálńı rovnice je rovnice, ve které se vyskytuje neznámá
funkce spolu se svou derivaćı (či derivacemi vyš̌śıch řádů).
Diferenciálńı rovnice slouž́ı k modelováńı fyzikálńıch proces̊u,
vyskytuj́ı se v ekonomii, biologii, chemii, atd.

Př́ıklad

Př́ıklady fyzikálńıch proces̊u, které jsou modelovány diferenciálńımi
rovnicemi.

(a) Neznámá funkce je u = u(x) (poloha bodu na p̌ŕımce),

m . u′′ = F (x) (Newtonův zákon).

(b) Neznámá funkce je u = u(x , t) (teplota v bodě x na p̌ŕımce
v čase t),

α2 . uxx = ut (vedeńı tepla na p̌ŕımce).
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Př́ıklad

(c) Neznámá funkce je u = u(x , t) (vychýleńı v bodě x na p̌ŕımce
v čase t),

α2 . uxx = utt (vlnová rovnice).

(d) Neznámá funkce je θ = θ(t) (úhel v čase t),

θ′′ + α sin θ = 0 (matematické kyvadlo).

(e) Neznámá funkce je Q = Q(t) (množstv́ı radioaktivńıho
materiálu v čase t),

Q ′ = −k Q (radioaktivńı rozpad).
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Otázky k zamyšleńı

1. Jak poznáme, že daná diferenciálńı rovnice v̊ubec má řešeńı?
(otázka existence řešeńı)

2. Je toto řešeńı jediné? (otázka jednoznačnosti řešeńı)

3. Kolik řešeńı existuje?

4. Jak naj́ıt toto/tato řešeńı? (metody řešeńı diferenciálńıch
rovnic)

5. Jak určit chováńı p̌ŕıpadných řešeńı, aniž by bylo nutné danou
diferenciálńı rovnici vy̌rešit? (kvalitativńı vlastnosti řešeńı
diferenciálńıch rovnic)
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Př́ıklad

Diferenciálńı rovnice x y ′ + y = 0 má řešeńı y = C
x pro libovolné

C ∈ R, protože

y ′ = (Cx−1)′ = − C

x2
⇒ x y ′ + y = x

(
− C

x2

)
+

C

x
= 0.

Tedy tato rovnice má nekonečně mnoho řešeńı.

Definice

Řešeńı diferenciálńı rovnice je funkce y = y(x) (p̌ŕıpadně funkce
y = y(t), y = y(x , t), apod.), která splňuje danou diferenciálńı
rovnici.
Řešeńı diferenciálńıch rovnic se obvykle najdou pomoćı integrováńı,
a proto budou obsahovat integračńı konstanty. Tedy tzv. obecné
řešeńı (tj. všechna řešeńı) dostaneme jako množinu danou těmito
konstantami. Řešeńı dané tzv. počátečńımi podḿınkami, nap̌r.
y(x0) = y0, se nazývá partikulárńı.
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y(x0) = y0, se nazývá partikulárńı.
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Př́ıklad

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice z Př́ıkladu je

y =
C

x
, kde C ∈ R.

Řešeńı této diferenciálńı rovnice splňuj́ıćı počátečńı podḿınku
y(1) = 1 je y = 1

x (tohle je tedy partikulárńı řešeńı).

Př́ıklad

Matematicky lze každý p̌ŕıklad na výpočet primitivńı funkce
(neurčitý integrál) chápat jako diferenciálńı rovnici y ′ = f (x),
p̌ričemž hledaná neznámá funkce y se vypoč́ıtá jako y =

∫
f (x) dx ,

tedy p̌ŕımým integrováńım.
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Diferenciálńı rovnice 1. řádu

Definice

Řád diferenciálńı rovnice je řád nejvyš̌śı derivace, která se v rovnici
vyskytuje.

Nyńı se budeme podrobněji zabývat deferenciálńımi rovnicemi 1.
řádu. Tj. jsou to rovnice tvaru

y ′ = F (x , y).

(a) Rovnice y ′ = y 2 má nekonečně mnoho řešeńı (tedy obecné
řešeńı) y = 1

C−x , C ∈ R, definovaných na (−∞,C ) a na
(C ,∞) a řešeńı y = 0 definované na celém R.

(b) Rovnice y ′ = 3 3
√

y 2 a počátečńı podḿınka y(0) = 0 má
řešeńı y = 0 a y = x3 (a také libovolnou jejich navazuj́ıćı
kombinaci). Tedy existuje nekonečně mnoho řešeńı.
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řešeńı) y = 1

C−x , C ∈ R, definovaných na (−∞,C ) a na
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Rovnice se separovanými proměnnými

Speciálńımi p̌ŕıpady této diferenciálńı rovnice jsou rovnice se
separovanými proměnnými a rovnice lineárńı, kterým se budeme
bĺıže věnovat.

Definice (rovnice se separovanými proměnnými)

Jedná se o rovnici tvaru

y ′ = f (x) . g(y),

tj. pravá strana z obecné rovnice je F (x , y) = f (x) . g(y), tj. je to
součin funkce proměnné x a funkce proměnné y (odtud je název
této rovnice).
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Př́ıklad

(a) Pro diferenciálńı rovnici

y ′ =
x2

y . (1 + x3)
je f (x) =

x2

1 + x3
, g(y) =

1

y
,

a proto se jedná o rovnici se separovanými proměnnými.

(b) Rovnice y ′ = x + y neńı rovnice se separovanými proměnnými
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Pokud naṕı̌seme derivaci y ′ jako pod́ıl diferenciál̊u dy
dx , tj. y ′ = dy

dx ,
potom lze rovnici se separovanými proměnnými p̌repsat na tvar

dy

dx
= f (x) . g(y), ⇒ 1

g(y)
dy = f (x) dx ,

odtud název – separované proměnné. A tuto posledńı rovnici
vy̌reš́ıme integraćı na obou stranách – na levé straně podle
proměnné y a na pravé straně podle proměnné x , tj.∫

1

g(y)
dy =

∫
f (x) dx + C .

Integračńı konstantu lze žrejmě brát pouze jednou, nap̌r. tedy na
pravé straně. Dostáváme tedy následuj́ıćı tvrzeńı.
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Věta (O řešitelnosti diferenciálńı rovnice se separovanými
proměnnými)

Jsou-li funkce f : (a, b)→ R a g : (c , d)→ R spojité a g(y) 6= 0
na intervalu (c , d), potom má počátečńı úloha

y ′ = f (x) . g(y), y(x0) = y0

právě jedno řešeńı, které je dáno implicitně p̌redchoźım vztahem.
Konstanta C se urč́ı z počátečńı podḿınky y(x0) = y0.
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Př́ıklad

Pro diferenciálńı rovnici z Př́ıkladu máme

dy

dx
=

x2

y . (1 + x3)
⇒ y dy =

x2

1 + x3
dx

⇒
∫

y dy =

∫
x2

1 + x3
dx ⇒ y 2

2
=

∣∣∣∣ 1 + x3 = u
3x2 dx = du

∣∣∣∣
=

1

3

∫
1

u
du =

1

3
ln |u|+ C =

1

3
ln |1 + x3|+ C

⇒ y 2 =
2

3
ln |1 + x3|+ C .
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Př́ıklad (pokračováńı)

Pokud je nav́ıc zadána počátečńı podḿınka y(0) = 2, potom
dosazeńım do vypočteného vztahu za x = 0 a y = 2 dostaneme
rovnici 4 = C , a tedy partikulárńı řešeńı je

y =

√
2

3
ln |1 + x3|+ 4

(ve výše uvedeném vztahu bereme kladnou odmocninu, protože
hodnota y(0) = 2 > 0).
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Některé daľśı typy rovnic lze jednoduchou substitućı p̌revést na
rovnici se separovanými proměnnými. Nap̌r. diferenciálńı rovnice
tvaru

y ′ = f

(
y

x

)
se pomoćı substituce u = y

x (Pozor, u = u(x) je funkce proměnné
x!) p̌revede na rovnici se separovanými proměnnými. Skutečně,
protože je (podle pravidla pro derivaci součinu)

u . x = y ⇒ u′ . x + u = y ′ ⇒ u′ . x + u = f (u)

⇒ du

dx
x = f (u)− u ⇒ 1

f (u)− u
du =

1

x
dx

a posledńı uvedená rovnice má separované proměnné (x a u).
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Př́ıklad

Vy̌rešte diferenciálńı rovnici

y ′ = 1 +
y

x
.

Řešeńı

Volbou u = y
x , neboli y = u . x , dostaneme y ′ = u′ . x + u a po

desazeńı do rovnice

u′ . x + u = 1 + u ⇒ u′ . x = 1 ⇒ du

dx
. x = 1

⇒ du =
1

x
dx ⇒

∫
du =

∫
1

x
dx ⇒ u = ln |x |+ C .

Zpětným dosazeńım za proměnnou u pak dostaneme hledané řešeńı

y

x
= ln |x |+ C ⇒ y = x ln |x |+ C x , C ∈ R.
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Př́ıklad
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Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Jedná se o rovnici tvaru

y ′ = a(x) y + b(x)

tj. pravá strana z obecné rovnice je F (x , y) = a(x) y + b(x), tj. je
to lineárńı funkce vzhledem k proměnné y .

Lineárńı diferenciálńı rovnici lze jednoduchým způsobem vy̌rešit.

homogenńı rovnice

Rovnice je tzv. homogenńı, tj. b(x) ≡ 0. Potom se jedná o rovnici
y ′ = a(x) y , což je rovnice se separovanými proměnnými

dy

dx
= a(x) y ⇒ 1

y
dy = a(x) dx ⇒

∫
1

y
dy =

∫
a(x) dx

⇒ ln |y | =

∫
a(x) dx + C ⇒ |y | = e

∫
a(x) dx+C = e

∫
a(x) dx . eC

⇒ ±y = e
∫
a(x) dx . eC ⇒ y = e

∫
a(x) dx .

(
± eC

)︸ ︷︷ ︸
lib. konst.

⇒ y = C e
∫
a(x) dx , C ∈ R. (1)
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Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu
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nehomogenńı rovnice

Rovnice je tzv. nehomogenńı, tj. b(x) 6≡ 0. V tomto p̌ŕıpadě se
nejprve celá rovnice vynásob́ı vhodnou funkćı µ(x) (tzv.
integračńım faktorem), aby po úpravách vznikl výraz pro derivaci
součinu. Integračńı faktor je funkce

µ(x) := e−
∫
a(x) dx .

Tedy plat́ı

y ′ − a(x) y = b(x) ⇒
[
y ′ − a(x) y

]
. µ(x) = b(x) . µ(x)

⇒ y ′ . e−
∫
a(x) dx − y a(x) . e−

∫
a(x) dx︸ ︷︷ ︸(

y . e−
∫
a(x) dx

)′ = b(x) . e−
∫
a(x) dx

⇒ y . e−
∫
a(x) dx =

∫
b(x) . e−

∫
a(x) dx dx + C

⇒ y = e
∫
a(x) dx

[ ∫
b(x) . e−

∫
a(x) dx dx + C

]
, C ∈ R.
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Elementárńı diferenciálńı rovnice Aplikace lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Věta (O řešitelnosti lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu)

Jsou-li koeficienty a(x) a b(x) spojité funkce na intervalu (a, b),
potom má počátečńı úloha

y ′ = a(x) y + b(x), y(x0) = y0

právě jedno řešeńı, které je na celém intervalu (a, b) definováno
p̌redchoźım vztahem. Konstanta C se urč́ı z počátečńı podḿınky
y(x0) = y0.

Vid́ıme tedy, že na rozd́ıl od nelineárńıch rovnic, které maj́ı
zaručenu existenci a jednoznačnost řešeńı pouze na okoĺı bodu x0,
jsou lineárńı diferenciálńı rovnice jednoznačně řešitelné na celém
intervalu spojitosti pravé strany rovnice.
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právě jedno řešeńı, které je na celém intervalu (a, b) definováno
p̌redchoźım vztahem. Konstanta C se urč́ı z počátečńı podḿınky
y(x0) = y0.

Vid́ıme tedy, že na rozd́ıl od nelineárńıch rovnic, které maj́ı
zaručenu existenci a jednoznačnost řešeńı pouze na okoĺı bodu x0,
jsou lineárńı diferenciálńı rovnice jednoznačně řešitelné na celém
intervalu spojitosti pravé strany rovnice.
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Př́ıklad

Vy̌rešte diferenciálńı rovnici

y ′ = −3y + x .

Řešeńı

Protože je y ′ + 3y = x , je integračńı faktor

µ(x) = e
∫

3 dx = e3x .

Potom plat́ı

y ′ e3x + 3y e3x = x e3x ⇒
(

y . e3x
)′

= x e3x

⇒ y . e3x =

∫
x e3x dx + C

∣∣∣∣ u′ = e3x u = e3x

3
v = x v ′ = 1

∣∣∣∣
=

1

3
x e3x − 1

9
e3x + C ⇒ y =

1

3
x − 1

9
+ C e−3x , C ∈ R.
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Bernoulliova rovnice

Některé daľśı typy rovnic lze jednoduchou substitućı p̌revést na
rovnici lineárńı. Nap̌ŕıklad tzv. Bernoulliova rovnice

y ′ = a(x) y + b(x) y r

se pomoćı substituce u = y 1−r (Pozor, u = u(x) je funkce
proměnné x!) p̌revede na rovnici lineárńı.

Př́ıklad

Vy̌rešte diferenciálńı rovnici

y ′ = −3y + x y 2.
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Řešeńı (Bernoulliova rovnice)

Jedná se žrejmě o Bernoulliovu rovnici s r = 2. Substitućı
u = y−1 = 1

y dostaneme u′ = −y−2y ′ = y ′

y2 a tedy se daná rovnice
p̌revede na tvar

y ′ = −3y + x y 2 ⇒ y ′

y 2
= −3

1

y
+ x ⇒ u′ = −3u + x .

Posledńı rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice pro neznámou
funkci u(x). Z ďŕıvěǰśıho p̌ŕıkladu v́ıme, že jej́ı řešeńı je funkce

u =
1

3
x − 1

9
+ C e−3x .

Zpětným dosazeńım za funkci u pak dostaneme řešeńı původńı
rovnice

1

y
=

1

3
x − 1

9
+ C e−3x ⇒ y =

1
1
3 x − 1

9 + C e−3x
, C ∈ R.
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Daľśım trikem, který někdy může pomoci p̌revést danou rovnici na
lineárńı diferenciálńı rovnici, je záměna nezávislé a závislé
proměnné x a y . Tedy ḿısto hledáńı řešeńı jako funkce y = y(x)
jej budeme hledat jako funkci x = x(y). Výsledkem potom žrejmě
bude řešeńı zadané pomoćı inverzńı funkce.

Př́ıklad

Vy̌rešte diferenciálńı rovnici

y ′ =
1

y 2 − 2x
.
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Řešeńı

Tato rovnice neńı lineárńı diferenciálńı rovnice. Plat́ı ale

dy

dx
=

1

y 2 − 2x
⇒ dx

dy
= −2x + y 2,

p̌ričemž posledńı rovnice už je lineárńı diferenciálńı rovnice pro
neznámou funkci x = x(y). Tuto rovnici vy̌reš́ıme metodou
integračńıho faktoru, tj. µ(y) = e2y . Řešeńı je potom tvaru (po
dvojnásobné integraci per-partes v integrálu

∫
y 2 e2y dy)

x =
1

2
y 2 − 1

2
y +

1

4
+ C e−2y , C ∈ R.
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Řešeńı nehomogenńıch rovnic metodou variace konstanty

V p̌ŕıpadě nehomogenńı rovnice lze postupovat kromě metody
integračńıho faktoru rovněž (obecněji použitelněǰśı) metodou
variace konstanty :

Variace konstanty

Nejprve vy̌reš́ıme p̌ridruženou homogenńı rovnici.

Variace konstanty spoč́ıvá v nahrazeńı konstanty v řešeńı
p̌ridružené rovnice funkčńı proměnnou, tj. hledáme řešeńı ve
tvaru y = C (x) · e

∫
a(x) dx .

Po dosazeńı do původńı rovnice dostaneme
C ′(x) · e

∫
a(x) dx = b(x).

Odtud dostaneme řešeńı C (x) =
∫

b(x) · e−
∫
a(x) dx dx .

Poznamenejme, že v obou p̌ŕıpadech žrejmě poč́ıtáme tytéž
integrály, takže z výpočetńıho hlediska jsou oba postupy
ekvivalentńı.
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Plán p̌rednášky

1 Elementárńı diferenciálńı rovnice
Diferenciálńı rovnice 1. řádu
Rovnice se separovanými proměnnými
Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu
Variace konstanty

2 Aplikace lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu
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Aplikace lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Radioaktivńı rozpad

Radioaktivńı materiál se rozpadá rychlost́ı, která je p̌ŕımo úměrná
množstv́ı p̌ŕıtomného materiálu.

Tedy označ́ıme-li jako Q(t)
množstv́ı [věťsinou gramů] radioaktivńıho materiálu v čase t [rok̊u],
potom muśı platit rovnice

Q ′(t) = −r Q(t), kde r > 0 je konstanta úměrnosti.

Všimněte si, že materiálu žrejmě ubývá, tj. Q ′ < 0.

Př́ıklad

Rádium–226 má poločas rozpadu 1620 let. Najděte čas poťrebný
k tomu, aby se dané množstv́ı Ra–226 zmenšilo na 3

4 původńıho
množstv́ı.
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Řešeńı

Označ́ıme-li jako Q(0) := Q0 původńı množstv́ı Ra–226, potom
pro hledanou funkci Q(t), která splňuje (homogenńı) lineárńı
diferenciálńı rovnici Q ′ = −r Q, plat́ı (viz ďŕıve)

Q(t) = C e−rt ⇒ Q(0) = C e0 = C ⇒ C = Q0 ⇒ Q(t) = Q0 e−rt .

Nyńı urč́ıme konstantu r z informace o poločasu rozpadu:

1

2
Q0 = Q0 e−r . 1620 ⇒ ln

1

2
= −r . 1620⇒ r =

− ln 1
2

1620
≈ 0.000428 [let−1].

A nyńı urč́ıme hodnotu t, pro kterou je Q(t) = 3
4 Q0:

3

4
Q0 = Q0 e−rt ⇒ ln

3

4
= −rt ⇒ t =

ln 3
4

−r
≈ 672.4 [let].
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Výměna tepla mezi tělesem a okoĺım

Povrchová teplota tělesa se měńı rychlost́ı, která je p̌ŕımo úměrná
rozd́ılu teploty tělesa a okolńıho prosťred́ı (tzv. Newtonův teplotńı
zákon).

Označme teplotu tělesa v čase t jako Θ(t) [◦C] a teplotu
okolńıho prosťred́ı jako T [◦C]. Potom muśı platit rovnice

Θ′(t) = −k [Θ(t)− T ], kde k > 0 je konstanta úměrnosti.

Všimněte si, že pokud bude teplota okolńıho prosťred́ı vyš̌śı, než je
teplota tělesa (tj. pokud je Θ(t) < T ), potom je Θ′ > 0 a těleso se
bude zaȟŕıvat. Zat́ımco pokud bude teplota okolńıho prosťred́ı
nižš́ı, než je teplota tělesa (tj. pokud Θ(t) > T ), potom je Θ′ < 0
a těleso se bude ochlazovat.

Př́ıklad (Detektivńı kancelá̌r)

Je nalezena mrtvola, jej́ıž teplota je změ̌rena na 26.6 ◦C. O 3
hodiny později je jej́ı teplota 21.1 ◦C, p̌ričemž teplota okoĺı je 18.3
◦C. Určete čas úmrt́ı.
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Řešeńı

Při použit́ı výše uvedeného značeńı (pro čas t v jednotkách
[hodin]) máme T = 18.3,Θ(0) =
26.6 (teplota v čase nalezeńı mrtvoly),Θ(3) = 21.1, p̌ričemž
funkce Θ(t) splňuje rovnici

Θ′ = −k (Θ− T ) ⇒ Θ′ = −k Θ + k T .

Posledńı rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice pro neznámou
funkci Θ(t). Tuto rovnici vy̌reš́ıme metodou integračńıho faktoru
µ(t) = ekt a dostaneme
Θ = T + C e−kt = 18.3 + C e−kt , C ∈ R.
Konstanty C a k urč́ıme z informaćı o počátečńı teplotě a
o teplotě v čase t = 3 [hodiny].
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Řešeńı

26.6 = Θ(0) = 18.3 + C e0 = 18.3 + C ⇒ C = 8.3

a Θ = 18.3 + 8.3 e−kt , a dále

21.1 = Θ(3) = 18.3 + 8.3 e−3k ⇒ e−3k =
21.1− 18.3

8.3
≈ 0.337,

odkud −3k = ln 0.337⇒ k = − ln 0.337
3 ≈ 0.362. Tedy hledané

řešeńı je funkce Θ(t) = 18.3 + 8.3 e−0.362t .

Jak se urč́ı čas úmrt́ı? Urč́ıme čas t, pro který je Θ(t) = 37 ◦C
(teplota lidského těla). Tedy

18.3 + 8.3 e−0.362t = 37 ⇒ e−0.362t =
37− 18.3

8.3
≈ 2.253.

Odtud −0.362t = ln 2.253 a t = − ln 2.253
0.362 ≈ −2.24 a mrtvola tedy

byla nalezena p̌ribližně 2 hodiny a 15 minut po smrti.
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Př́ıklad (Mı́cháńı roztoku)

Vodńı nádrž o celkovém objemu L = 1000 [litr̊u] obsahuje Q0 = 0
[gramů] soli v počátečńım čase t0 = 0 [minut]. Do nádrže p̌ritéká
roztok o koncentraci soli c = 50 [gramů/litr] rychlost́ı v = 20
[litr̊u/min] a po řádném proḿıcháńı s vodou v nádrži z ńı vytéká
stejnou rychlost́ı (viz obr.). Určete množstv́ı soli Q(t) v nádrži
v libovolném čase t a limitńı množstv́ı pro t →∞.

Řešeńı

Označili jsme jako Q(t) [g] množstv́ı soli v nádrži v libovolném
čase t [min]. Potom Q ′(t) udává, jak rychle se toto množstv́ı měńı
a p̌ritom muśı platit, že

Q ′(t) =

(
rychlost, s jakou s̊ul

do nádrže p̌ritéká

)
−
(

rychlost, s jakou s̊ul
z nádrže vytéká

)
.
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roztok o koncentraci soli c = 50 [gramů/litr] rychlost́ı v = 20
[litr̊u/min] a po řádném proḿıcháńı s vodou v nádrži z ńı vytéká
stejnou rychlost́ı (viz obr.). Určete množstv́ı soli Q(t) v nádrži
v libovolném čase t a limitńı množstv́ı pro t →∞.

Řešeńı

Označili jsme jako Q(t) [g] množstv́ı soli v nádrži v libovolném
čase t [min]. Potom Q ′(t) udává, jak rychle se toto množstv́ı měńı
a p̌ritom muśı platit, že

Q ′(t) =

(
rychlost, s jakou s̊ul

do nádrže p̌ritéká

)
−
(

rychlost, s jakou s̊ul
z nádrže vytéká

)
.
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Řešeńı (pokr.)

Sůl do nádrže p̌ritéká rychlost́ı

c . v = 50 [g/l] . 20 [l/min] = 1000 [g/min].

A protože v nádrži je vždy koncentrace soli rovna Q(t)
L = Q(t)

1000
[g/l], s̊ul z nádrže vytéká rychlost́ı

Q(t)

L
. v =

Q(t)

1000
[g/l] . 20 [l/min] =

Q(t)

50
[g/min].

Tedy hledaná funkce Q(t) splňuje rovnici

Q ′(t) = c . v − Q(t)

L
. v ⇒ Q ′ = 1000− Q

50
,

což je lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu, a dále splňuje
počátečńı podḿınku Q(t0) = Q0 ⇒ Q(0) = 0.
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Řešeńı (pokr.)

Uvedenou rovnici vy̌reš́ıme nap̌r. metodou integračńıho faktoru a
dostaneme

Q = c L + C e−
v
L
t ⇒ Q = 50000 + C e−0.02 t , C ∈ R.

Z počátečńı podḿınky Q0 = 0 dostaneme

C = (Q0 − c L) e
v
L
t0 ⇒ C = −50000,

a tedy výsledné partikulárńı řešeńı (udávaj́ıćı kolik gramů soli bude
v nádrži v okamžiku t minut) je tvaru

Q = c L + (Q0 − c L) e
v
L
t0 e−

v
L
t ⇒ Q = 50000(1− e−0.02 t).

Tedy v závislosti na tom, jestli je Q0 > c L nebo Q0 < c L,
množstv́ı soli v nádrži (záporně exponenciálně) klesá nebo roste, a
p̌ri Q0 = c L z̊ustává stále stejné.
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Řešeńı (dokončeńı)

Pro t →∞ je potom

lim
t→∞

Q(t) = lim
t→∞

{
c L + (Q0 − c L) e−

v
L

(t−t0)︸ ︷︷ ︸
→ 0

}
⇒

lim
t→∞

Q(t) = c L [g] ⇒ lim
t→∞

Q(t) = 50000 [g] .

Po dostatečně dlouhé době bude tedy koncentrace soli v nádrži
rovna

Q∞ =
c L

L
= c [g/l], neboli Q∞ =

50000

1000
= 50 [g/l],

což je p̌resně koncentrace p̌ŕıtékaj́ıćıho roztoku (samožrejmě, po

”
nekonečně dlouhé době“ p̌ritékaj́ıćı roztok

”
nahrad́ı“ původńı

roztok v nádrži, p̌ričemž v̊ubec nezálež́ı na původńım množstv́ı Q0,
tj. na tom, kolik soli bylo v nádrži na počátku).
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