Matematika Il — 2. prednaska
Spojité funkce, limity

Michal Bulant

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

5. 10. 2011



Obsah prednasky

© Redlns ¢isla

© Limita posloupnosti a funkce
© Spojitost

@ Priristky do ZOO

© Derivace



Doporuéené zdroje

@ Martin Pandk, Jan Slovdk — Drsna matematika, e-text.
@ Roman Hilscher — MB102, e-text.


http://www.math.muni.cz/~dosla/download/skript.pdf
http://www.math.muni.cz/~dosla/download/skript.pdf

Doporuéené zdroje

e Martin Panak, Jan Slovik — Drsna matematika, e-text.

@ Roman Hilscher — MB102, e-text.

@ Zuzana Dosla, Jaromir Kuben — Diferencidlni poéet funkci
jedné proménné, MU Brno, 2003, 215 s., ISBN 80-210-3121-2
(rovné&Z na http:
//www.math.muni.cz/~dosla/download/skript.pdf).


http://www.math.muni.cz/~dosla/download/skript.pdf
http://www.math.muni.cz/~dosla/download/skript.pdf

Redlna &isla

Plan predndasky

© Redlns ¢isla



Redlna &isla
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Realn3d

Redlnd ¢isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bod{ na
pfimce, kde vyznadime bod 0 oznalujici pocatek a rozhodneme
o kladném sméru (doprava). Zna¢ime R. Matematicky Ize redlnd
¢isla zavést pomoci axiomi.



Redlna &isla

@000

Realn3d

Redlnd ¢isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bod{ na
pfimce, kde vyznadime bod 0 oznalujici pocatek a rozhodneme
o kladném sméru (doprava). Zna¢ime R. Matematicky Ize redlnd
¢isla zavést pomoci axiomi.

P¥ipomé&iime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych &isel v&etng
souvislosti uspo¥adani a ostatnich relaci. Dé&lici ¢ary v tabulce
naznaduji, jak axiomy postupné zaru€uji, Ze jsou redlnd &isla
komutativni grupou vi&i s¢itdni, Zze R\ {0} je komutativni grupa
vidi ndsobeni, R je pole, mnoZina R spolu s operacemi +, - a

s relaci uspo¥adani je tzv. uspofadané téleso (pole) a konetn&
poslednimu axiomu miZeme rozumét tak, Ze R je dostate¢né
husté, tj. nechybi ndm tam body, jako nap¥. druhd odmocnina ze
dvou v &islech raciondlnich.
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Redlnd ¢isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bod{ na
pfimce, kde vyznadime bod 0 oznalujici pocatek a rozhodneme
o kladném sméru (doprava). Zna¢ime R. Matematicky Ize redlnd
¢isla zavést pomoci axiomi.

P¥ipomé&iime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych &isel v&etng
souvislosti uspo¥adani a ostatnich relaci. Dé&lici ¢ary v tabulce
naznaduji, jak axiomy postupné zaru€uji, Ze jsou redlnd &isla
komutativni grupou vi&i s¢itdni, Zze R\ {0} je komutativni grupa
vidi ndsobeni, R je pole, mnoZina R spolu s operacemi +, - a

s relaci uspo¥adani je tzv. uspofadané téleso (pole) a konetn&
poslednimu axiomu miZeme rozumét tak, Ze R je dostate¢né
husté, tj. nechybi ndm tam body, jako nap¥. druhd odmocnina ze
dvou v &islech raciondlnich.

Zarovefi si uvédomujme, které z axioma plati pro Q a C.
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R1) (a+b)+c=a+(b+c), proviechny a, b, c € R

R2) a+b=b+a, proviechny a, be R

R3) existuje 0 € R takovy, Ze pro viechny a € R platia+0=a

R4) pro vdechny a € R existuje opa&ny prvek (—a) € R takovy,
Ze platia+(—a)=0

(R5) (a-b)-c=a-(b-c), pro vdechny a, b, c € R

(R6) a-b=b-aproviechny a, b€ R

(R7) existuje 1 € R takovy, Ze pro viechny a€ R plati1-a=a
(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek a~! € R

takovy, e plati a-a ' =1
(R9) a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, ce R
(R10) relace < je Uplné usporadani, tj. reflexivni, antisymetricka,
tranzitivni a Gplnd relace na R
(R11) proa,b,ceRplati, 2eza< bvyplyvda+c<b+c
(R12) pro v8echny a,b € R, a> 0, b > 0, plati také a- b > 0
(R13) kaZda neprazdnd ohrani¢end mnoZzina A C R md supremum.
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Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na realna &isla.
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Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se

zde omezime na redlna &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnoZina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zavorou mnoziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vé&tsi (nebo roven) nez viechny prvky
v mnoziné A. Obdobné se definuje dolni zdvora mnoziny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Zze a < x pro viechny x € A.
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Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na realna &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnoZina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zavorou mnoziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vé&tsi (nebo roven) nez viechny prvky

v mnoziné A. Obdobné se definuje dolni zdvora mnoziny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Zze a < x pro viechny x € A.

Rekneme, e mnoZina A je shora ohraniend (shora omezena),
pokud ma A alespoii jednu horni zavoru. Podobné& se definuje zdola
ohrani¢end (zdola omezend) mnoZina A. MnoZina A je ohrani¢end
(omezena), pokud je A soutasn& zdola i shora ohraniend. Viz
ptiklady redlnych intervald.
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Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na realna &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnoZina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zavorou mnoziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vé&tsi (nebo roven) nez viechny prvky

v mnoziné A. Obdobné se definuje dolni zdvora mnoziny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Zze a < x pro viechny x € A.

Rekneme, e mnoZina A je shora ohraniend (shora omezena),
pokud ma A alespoii jednu horni zavoru. Podobné& se definuje zdola
ohrani¢end (zdola omezend) mnoZina A. MnoZina A je ohrani¢end
(omezena), pokud je A soutasn& zdola i shora ohraniend. Viz
ptiklady redlnych intervald.

Nejmensi horni zavora mnoziny A se nazyvd supremum mnoziny A.
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Tj. prvek b € R je supremum mnoziny A, pokud jsou splnény
nésledujici dv& podminky:

e VxeA: x<b(t. bjehorni zdvora mnoziny A),

@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je

nejmensi horni zavora).

Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.
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Tj. prvek b € R je supremum mnoziny A, pokud jsou splnény
nésledujici dv& podminky:
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@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je
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Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.

Je-li A libovolny z intervald (0, 1), [0,1], [0,1) nebo (0, 1], potom
je vzdy

supA=1 a infA=0.

M3-li mnoZina A nejvétsi (resp. nejmensi) prvek b, potom je
b = sup A (resp. b = inf A).



Tj. prvek b € R je supremum mnoziny A, pokud jsou splnény
nésledujici dv& podminky:

e VxeA: x<b(t. bjehorni zdvora mnoziny A),

@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je

nejmensi horni zavora).

Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.

Je-li A libovolny z intervald (0, 1), [0,1], [0,1) nebo (0, 1], potom
je vzdy

supA=1 a infA=0.

M3-li mnoZina A nejvétsi (resp. nejmensi) prvek b, potom je

b = sup A (resp. b = inf A). Zatimco nejv&tsi & nejmendi prvek
nemusi v A existovat, i kdyZ je mnoZina A ohrani¢end, supremum a
infimum existuji (v ohraniteném p¥ipadé) vzdy (jak je vidét z vyse
uvedeného axiomu R13).
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Limita

V tomto odstavci se budeme podrobné& zabyvat situaci, kdy se
n&jaké hodnoty funkce (nebo posloupnosti) ,,blizi" k n&jakému
&islu &i k £oo. To pak pFirozené vede k zavedeni pojmu , limita®.
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Limita

V tomto odstavci se budeme podrobné& zabyvat situaci, kdy se
n&jaké hodnoty funkce (nebo posloupnosti) ,,blizi" k n&jakému
&islu &i k £oo. To pak pFirozené vede k zavedeni pojmu , limita®.

Priklad

K pfiblizeni pojmu ,limita“ miZe dob¥e poslouZit jiZ zndmy pojem
infima & suprema. Zfejm& je 0 = inf(0,1), 1 =sup(0,1), a
pFitom ani jedno z &isel 0, 1 v mnoZin& (0, 1) nelezi. UvaZujme

posloupnost bodi

OISR

pro zvysujici se n. Potom vidime, Ze se hodnoty této posloupnosti
»nekone¢né blizi* k hodnot& infima (k nule), ale nikdy této
hodnoty nedoséhnou Podobné toto plati pro posloupnost

{”;1}2022 {2, 4 5, ...} €(0,1) a hodnotu suprema 1.

l\)\l—‘
oo\n—n
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Limita funkce

Podobné jako v p¥ipadé redlnych posloupnosti (tj. vlastn& funkei
N — R) je asi intuitivn& zfejmé, co je minéno ,limitou funkce
v bodé xp “
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Limita funkce

Podobné jako v p¥ipadé redlnych posloupnosti (tj. vlastn& funkei
N — R) je asi intuitivn& zfejmé, co je minéno ,limitou funkce
v bodé xp “

Funkce f(x) ma limitu L v bod& xg, pokud se funk&ni hodnoty
f(x) libovoln& blizi k &islu L, kdyZ je x dostate¢né blizko k xp.

P¥iklad
Uvéadime rdzné ,druhy” limit — vlastni/nevlastni limita ve
vlastnim/nevlastnim bod&.
(a) Pro funkci f(x) =3x +1 mame
limy—3(3x + 1) = 10, limy—00(3x + 1) = o0.

| A




Limita posloupnosti a funkce
O®00000000000

Limita funkce

Podobné jako v p¥ipadé redlnych posloupnosti (tj. vlastn& funkei
N — R) je asi intuitivn& zfejmé, co je minéno ,limitou funkce
v bodé xp “

Funkce f(x) ma limitu L v bod& xg, pokud se funk&ni hodnoty
f(x) libovoln& blizi k &islu L, kdyZ je x dostate¢né blizko k xp.

P¥iklad
Uvéadime rdzné ,druhy” limit — vlastni/nevlastni limita ve
vlastnim/nevlastnim bod&.
(a) Pro funkci f(x) =3x +1 mame

limy—3(3x + 1) = 10, limy—00(3x + 1) = 0.
(b) Pro funkci f(x) = % mame (viz obr.)

. 1 . 1 . 1
limx_o 57 = 00, limy o0 2 =0, limy_s o 5z =0.

| A
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Limita funkce

Podobné jako v p¥ipadé redlnych posloupnosti (tj. vlastn& funkei
N — R) je asi intuitivn& zfejmé, co je minéno ,limitou funkce
v bodé xp “

Funkce f(x) ma limitu L v bod& xg, pokud se funk&ni hodnoty
f(x) libovoln& blizi k &islu L, kdyZ je x dostate¢né blizko k xp.

P¥iklad
Uvéadime rdzné ,druhy” limit — vlastni/nevlastni limita ve

vlastnim/nevlastnim bod&.
(a) Pro funkci f(x) =3x +1 mame

| A

limy—3(3x + 1) = 10, limy—00(3x + 1) = o0.
(b) Pro funkci f(x) = % mame (viz obr.)
limeso 5 =00,  limysoo % =0,  limy oo 5 =0.

(c) Cojelimysol ?
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Okoli bodu

Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevfeny interval O,
ktery a obsahuje. Je-li okoli definované jako interval

Os(a) = (a—6,a+ ) pro kladné &islo §, hovofime o J-okoli bodu
a (a v ptipadé mnoziny O\ {a} o ryzim (téZ prstencovém) okoli
bodu a).
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Okoli bodu

Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevfeny interval O,
ktery a obsahuje. Je-li okoli definované jako interval

Os(a) = (a—6,a+ ) pro kladné &islo §, hovofime o J-okoli bodu
a (a v ptipadé mnoziny O\ {a} o ryzim (téZ prstencovém) okoli
bodu a).

Pro diskusi limit je vhodné rozsi¥it mnoZinu redlnych &isel R
(vlastnich bodii) o dv& nekone&né hodnoty +o0o (neviastni body),
R* =R U {+£o0} . Proto zavadime i pravidla pro potitani s t&mito
formalnimi hodnotami pro libovolna konec¢na ¢&isla a € R:

a+oo=00
a—00=—x
a-00=o00, je-lia>0

a-o00=—o00, jellia<0
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Okoli bodu

Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevfeny interval O,
ktery a obsahuje. Je-li okoli definované jako interval

Os(a) = (a—6,a+ ) pro kladné &islo §, hovofime o J-okoli bodu
a (a v ptipadé mnoziny O\ {a} o ryzim (téZ prstencovém) okoli
bodu a).

Pro diskusi limit je vhodné rozsi¥it mnoZinu redlnych &isel R
(vlastnich bodii) o dv& nekone&né hodnoty +o0o (neviastni body),
R* =R U {+£o0} . Proto zavadime i pravidla pro potitani s t&mito
formalnimi hodnotami pro libovolna konec¢na ¢&isla a € R:

a+oo=00
a—00=—x
a-00=o00, je-lia>0

a-o00=—o00, jellia<0

Okolim oo , resp. —oo, rozumime interval (a, 00), resp. (—oc, a).
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Limita

Bud xp, L € R*. Funkce f(x) md v bod& xo limitu L, piseme

lim f(x) =L,

X—>X0

pokud pro kaZzdé okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xp) bodu xp
tak, Ze pro viechna x € O(x) \ {x0} Jje f(x) € O(L).
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Limita

Bud xp, L € R*. Funkce f(x) md v bod& xo limitu L, piseme

lim f(x) =L,

X—>X0

pokud pro kaZzdé okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xp) bodu xp
tak, Ze pro viechna x € O(x0) \ {x0} je f(x) € O(L).

Poznamka

To, Ze pozadujeme, aby x # xp, znamend, Ze limita nezavisi na
hodnoté funkce v bodé xp!, tj. zajimaji nds pouze hodnoty
v ryzim okoli bodu xp.
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UkaZte z definice, Ze lim,_,3(3x + 1) = 10.




Limita posloupnosti a funkce
0000®00000000

UkaZte z definice, Ze lim,_,3(3x + 1) = 10.

Regen(

Bud & > 0 libovolné. Chceme najit &islo § > 0 takové, aby

ly — 10| < e, kdykoliv bude 0 < |x — 3| < 4. Tedy

€

|(3x+1)—10| <&, t. [3x-9<e, i |x—3\<3

W[m

Stadi tedy vzit |6 : , pripadné libovolné jiné ¢ spliiujici

0<o< 3.
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UkaZte z definice, Ze limy_oo % =0.
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Priklad

UkaZte z definice, Ze limy_soo % =0.

Reseni

| A

Bud € > 0 libovolné. Chceme najit &islo a > 0 takové, aby

ly — 0] < &, kdykoliv bude x > a. Tedy

L<e, ti. I<e ot x>l Sta¥ tedy vzit a:= 1,
ptipadné libovolné jiné a spliiujici a > %

A\
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Priklad

UkaZte z definice, Ze limy_oo % =0.

| A

Regenf

Bud € > 0 libovolné. Chceme najit &islo a > 0 takové, aby
ly — 0] < &, kdykoliv bude x > a. Tedy

Ll<e, 4. Ll<e  ti x>l Staditedy vzt a:=
pfipadné libovolné jiné a spliiujici a > %

1
£ 1

v

Ve vlastnich bodech xp se mizZeme bliZit k bodu xp také jen zprava
nebo jen zleva, tj. v definici limity pouZijeme pouze pravé ryzi okoli
bodu xg nebo pouze levé ryzi okoli bodu xp. Dostavdme pak pojmy
limity zprava a limity zleva.
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Priklad

Pro funkci sgn x (,,signum® = znaménko) definovanou jako
1, pro x > 0,
sgnx == ¢ —1, pro x < 0,
0, pro x = 0,
plati
lim sgnx =1, lim sgnx = —1.
x—0F x—0—
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Priklad

Pro funkci sgn x (,,signum® = znaménko) definovanou jako
1, pro x > 0,
sgnx == ¢ —1, pro x < 0,
0, pro x = 0,
plati
lim sgnx =1, lim sgnx = —1.
x—0F x—0—

Pro funkci % plati

lim — = oo, lim
x—0t X x—0— X
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Limita posloupnosti

Jestlize je funkce f je definovdana pouze pro pfirozena ¢&isla,
hovofime o limitach posloupnosti realnych nebo komplexnich
&isel. Zfejm& ma smysl prat se pouze po limitdch v oo (tj. jedinym
hromadnym bodem N je o0) a piseme pro f(n) = a,

lim a, = a.

n—oo
Podle definice to pak znamena, Ze pro kazdé okoli O(a) limitni
hodnoty a existuje index N € N takovy, Ze a, € O(a) pro viechny
n > N. Ve skuteénosti jsme tedy v tomto specidlnim p¥ipadé
preformulovali definici konvergence posloupnosti. Rikame také, Ze
posloupnost a,, konverguje k a.
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Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),
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Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),

s

@ , nekonecny" skok — funkce ma obé jednostranné limity,
pritemz alespoil jedna z nich je nevlastni (tj. +00), tyto
jednostranné limity jsou ale rizné (viz funkce 1/x ),
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Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),

s

@ , nekonecny" skok — funkce ma obé jednostranné limity,
pritemz alespoil jedna z nich je nevlastni (tj. +00), tyto
jednostranné limity jsou ale rizné (viz funkce 1/x ),

o oscilace — nap¥. funkce f(x) =sin 1 v bod& xo = 0.
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Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),

s

@ , nekonecny" skok — funkce ma obé jednostranné limity,
pritemz alespoil jedna z nich je nevlastni (tj. +00), tyto
jednostranné limity jsou ale rizné (viz funkce 1/x ),

o oscilace — nap¥. funkce f(x) =sin 1 v bod& xo = 0.
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Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),

@ , nekonecny" skok — funkce ma obé jednostranné limity,
pritemz alespoil jedna z nich je nevlastni (tj. +00), tyto
jednostranné limity jsou ale rizné (viz funkce 1/x ),

o oscilace — nap¥. funkce f(x) =sin 1 v bod& xo = 0.

P¥iklad (Dirichletova funkce)

(x) 1, prox € Q (tj. pro x racionalni),
x) =
7 0, prox & @Q (tj. pro x iraciondlni),

nema limitu v Zddném bodé xg € R*, protoZe v libovolném okoli
zvoleného bodu xg se nachdzeji jak raciondlni, tak iracionalni &isla,
a tedy tato funkce zde nabyva hodnot 1 i 0 (a tedy zde nemuze
mit limitu).




Limita posloupnosti a funkce
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Vlastnosti limit

@ Funkce f(x) md v bodé& xy € R* nejvyse jednu limitu.




Limita posloupnosti a funkce
000000000e000

Vlastnosti limit

@ Funkce f(x) md v bodé& xy € R* nejvyse jednu limitu.
@ Ma-li f(x) vlastni limitu L € R v bodé xg € R*, potom je f(x)
na néjakém ryzim okoli bodu xo ohranicena.




Limita posloupnosti a funkce
000000000e000

Vlastnosti limit

@ Funkce f(x) md v bodé& xy € R* nejvyse jednu limitu.
@ Ma-li f(x) vlastni limitu L € R v bodé xg € R*, potom je f(x)
na néjakém ryzim okoli bodu xo ohranicena.

© Limita existuje, pravé kdyZ existuji obé jednostranné limity a
jsou si rovny, tj.

lim f(x)=L < lim f(x)=L= lim f(x).

=2 x—xg X=Xy
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Vlastnosti limit

Jsou-li

lim f(x) =L, lim g(x) = M,

X—X0 X—r X0

kde L, M € R (pouze vlastni limity!) a xo € R*, potom

lim [f(x) £ g(x)] =L+ M,

X—rX0
XILnj<0fx) g(x)=1L- M,
. f(x) L
lim —= = — kud M
Jim 20) M’ pokud M # 0,
lim |[f(x)| = lim f(x)| = |L].

X—rX0 X—>X0
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Vlastnosti limit

Véta (O trech limitdch)

Necht xo, L € R*. Je-li g(x) < f(x) < h(x) na n&akém ryzim okoli
bodu xq a je-li

lim g(x) = L= lim h(x),

X—>X0 X—>X0

potom také existuje limita funkce f(x) a je rovna &islu L, tj.

lim f(x) = L.

X—>X0




Limita posloupnosti a funkce
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Rozhodnéte, jestli m3 funkce xsin L limitu v bod& xo = 0.




Limita posloupnosti a funkce
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Priklad

Rozhodnéte, jestli m3 funkce xsin L limitu v bod& xo = 0.

ReSeni
ProtoZe je funkce sin x ohranitend (jedni¢kou shora a minus
jednitkou zdola), pro x # 0 plati nerovnosti —|x| < xsin L < |x|.

A protoZe limy_,o |x| = 0, existuje podle V&ty také limita funkce
1

X

| \

xsin = a plati Iimxﬁoxsin% =0.

\
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Plan predndasky

© Spojitost
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Spojitost

Spojitost funkce je dileZitym znakem jejiho chovéni. Uvidime, Ze
spojité funkce maji témé¥ viechny , dilezité" vlastnosti.

Definice

Funkce f(x) je spojitd v bod& xp € R, jestlize existuje v tomto
bod& vlastni limita L, v bod& xq existuje funk&ni hodnota f(xp) a
tato dv& &isla jsou si rovna, tj. limy_,, f(x) = f(x0).

Obdobné& spojitost zprava a zleva.
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Spojitost

Spojitost funkce je dileZitym znakem jejiho chovéni. Uvidime, Ze
spojité funkce maji témé¥ viechny , dilezité" vlastnosti.

Definice

Funkce f(x) je spojitd v bod& xp € R, jestlize existuje v tomto
bod& vlastni limita L, v bod& xq existuje funk&ni hodnota f(xp) a
tato dv& &isla jsou si rovna, tj. limy_,, f(x) = f(x0).

Obdobné spojitost zprava a zleva. Funkce f je spojitd na mnoZiné
A, jestliZe je spojitd ve ve vech bodech xg € A (pfFip.
jednostranng).
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Spojitost

Spojitost funkce je dileZitym znakem jejiho chovéni. Uvidime, Ze
spojité funkce maji témé&¥ vsechny , dllezité" vlastnosti.

Definice

Funkce f(x) je spojitd v bod& xp € R, jestlize existuje v tomto
bod& vlastni limita L, v bod& xq existuje funk&ni hodnota f(xp) a
tato dv& &isla jsou si rovna, tj. limy_,, f(x) = f(x0).

Obdobné spojitost zprava a zleva. Funkce f je spojitd na mnoZiné
A, jestliZe je spojitd ve ve vech bodech xg € A (pfFip.
jednostranng).

| A

P¥iklad

Z vlastnosti limity snadno plyne, Ze kazdy polynom (a tedy i kazdy
splajn) je spojitou funkci na celém R. Kazda raciondlni lomena
funkce je pak spojitd ve viech bodech, kde je nenulovy jmenovatel.




Spojitost
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@ Funkce f(x) = V4 — x? je spojitd na intervalu [—2,2], tj.
feC[-2,2].




Spojitost
0®00000

@ Funkce f(x) = V4 — x? je spojitd na intervalu [—2,2], tj.
feC[-2,2].

@ Funkce f(x) = 1 je spojita na intervalu (—o0,0), na intervalu
(0,00), ale neni spojitd na intervalu (—oo, c0) (tedy na R).
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Vlastnosti spojitych funkci

Vlastnosti

@ Jsou-li funkece f(x) a g(x) spojité v bod& xp, pak jsou zde
spojité i funkce

(Fxg)(x), f(x).g(x), 200 PO g(x0) # 0.
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Vlastnosti spojitych funkci

Vlastnosti

@ Jsou-li funkece f(x) a g(x) spojité v bod& xp, pak jsou zde
spojité i funkce
f(x)
f+g)(x), f(x).g(x), ——= prog(x) #0.
(f+g)(x), f(x).&(x) 2(3) (xo)
@ (Vé&ta o zdm&nnosti limitniho prechodu a funkce.) Necht
xo € R*. Je-li limy_,, g(x) = M a je-li funkce f(y) spojita
v bodé yy = M, potom
lim f(g(x)) = f( lim g(x)) = f(M).

X—rX0 X—X0
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Vlastnosti spojitych funkci

Vlastnosti

@ Jsou-li funkece f(x) a g(x) spojité v bod& xp, pak jsou zde
spojité i funkce
f(x)
f+g)(x), f(x).g(x), ——= prog(x) #0.
(f+g)(x), f(x).&(x) 2(3) (xo)
@ (Vé&ta o zdm&nnosti limitniho prechodu a funkce.) Necht
xo € R*. Je-li limy_,, g(x) = M a je-li funkce f(y) spojita
v bodé yy = M, potom
XI|_>rr)1<0 f(g(x)) = f( XI|_>r’r)1<0 g(x)) = f(M).
© (Spojitost slozené funkce.) Je-li funkce g(x) spojitd v bod& xq
a je-li funkce f(y) spojitd v bod& yy = g(xp), potom je
slozend funkee (f o g)(x) = f(g(x)) spojitd v bod& xg.
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Vlastnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrassova)

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a, b, tj. na uzavfeném
kone¢ném intervalu, potom je na tomto intervalu ohrani¢end a
nabyva v ném své nejmensi a nejvétsi hodnoty.
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Vlastnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrassova)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b], tj. na uzavfeném
kone¢ném intervalu, potom je na tomto intervalu ohrani¢end a
nabyva v ném své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Véta (Bolzanova)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b], tj. na uzavfeném
kone&ném intervalu, potom f(x) nabyvd v tomto intervalu vsech
hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou.

Disledek

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b] a maji-li hodnoty f(a) a
f(b) riznd znaménka, pak existuje bod c € (a, b) tak, Ze plati
f(c) =0, tj. rovnice f(x) = 0 md v intervalu (a, b) alespori jedno
reseni.
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Spojitost inverzni funkce

Je-li funkce f(x) spojita a ryze monotdnni (tj. stdle , roste” nebo
stdle , klesd“) na intervalu I, potom je také inverxni funkce f~*(x)
spojita a ryze monotdnni na intervalu J := f(1).
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Spojitost inverzni funkce

Je-li funkce f(x) spojita a ryze monotdnni (tj. stdle , roste” nebo
stale , klesd“) na intervalu I, potom je také inverxni funkce f~1(x)
spojitd a ryze monotdnni na intervalu J := f(1).

Poznamka

Z této véty snadno vyplyne spojitost cyklometrickych funkci
arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x (na pfislusnych intervalech) a
dale spojitost logaritmickych funkci (jakmile je pozd&ji definujeme).
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Body nespojitosti

Rozli¥ujeme nésledujici typy nespojitosti (v bodech xp € R):

Odstranitelna nespojitost

Existuje vlastni limita lim,_,,, f(x), ale tato limita je riznd od
f(xo) (p¥ipadn& f(xp) neni viibec definovana). Tento typ
nespojitosti lze ,odstranit” predefinovanim (p¥ipadng
dodefinovdnim) hodnoty f(xp).
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Body nespojitosti

Rozli¥ujeme nésledujici typy nespojitosti (v bodech xp € R):

Odstranitelna nespojitost

Existuje vlastni limita lim,_,,, f(x), ale tato limita je riznd od
f(xo) (p¥ipadn& f(xp) neni viibec definovana). Tento typ
nespojitosti lze ,odstranit” predefinovanim (p¥ipadng
dodefinovdnim) hodnoty f(xp).

Priklad

¥
|
\,

o Funkce f(x) = £=} ma v bodé& xo = 2 odstranitelnou

nespojitost (v podstaté je f(x) = x + 2 pro x # 2).
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Body nespojitosti

Rozli¥ujeme nésledujici typy nespojitosti (v bodech xp € R):

Odstranitelna nespojitost

Existuje vlastni limita lim,_,,, f(x), ale tato limita je riznd od
f(xo) (p¥ipadn& f(xp) neni viibec definovana). Tento typ
nespojitosti lze ,odstranit” predefinovanim (p¥ipadng
dodefinovdnim) hodnoty f(xp).

Priklad

¥
|
\,

o Funkce f(x) = £=} ma v bodé& xo = 2 odstranitelnou
nespojitost (v podstaté je f(x) = x + 2 pro x # 2).
o Funkce f(x) = 2% m3 v bod& xo = 0 odstranitelnou

nespojitost.
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Body nespojitosti — pokr.

skok (nespojitost prvniho druhu)

Existuji vlastni jednostranné limity lim ;

ale tyto jednostranné limity jsou rGzné (p¥itom vilbec nezdleZi na
hodnot& f(xp)).

vt F(x) a IimX_)X(; f(x),
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Body nespojitosti — pokr.

skok (nespojitost prvniho druhu)

Existuji vlastni jednostranné limity lim + f(x) alim — f(x),
1] J y X X—Xq

ale tyto jednostranné limity jsou rGzné (p¥itom vilbec nezdleZi na
hodnot& f(xp)).

Funkce f(x) = sgnx md v bod& xp = 0 nespojitost typu skok.




Spojitost
000000e

Body nespojitosti — pokr.

skok (nespojitost prvniho druhu)

Existuji vlastni jednostranné limity lim .

ale tyto jednostranné limity jsou rGzné (p¥itom vilbec nezdleZi na
hodnoté f(xp)).

vt F(x) a IimHXg f(x),

Funkce f(x) = sgnx ma v bod& xo = 0 nespojitost typu skok.

Nespojitost druhého druhu

Alespofi jedna jednostrannd limita je bud nevlastni nebo neexistuje.
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Body nespojitosti — pokr.

skok (nespojitost prvniho druhu)

Existuji vlastni jednostranné limity lim, _, f(x) a IimHXJ f(x),
ale tyto jednostranné limity jsou rGzné (p¥itom vilbec nezdleZi na

hodnoté f(xp)).

Funkce f(x) = sgnx ma v bod& xo = 0 nespojitost typu skok.

Nespojitost druhého druhu

Alespofi jedna jednostrannd limita je bud nevlastni nebo neexistuje.

Funkce

f(x) ==, f(x):sin%

maji v bod& xg = 2 nespojitost druhého druhu.
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Raciondlni (lomend) funkce

Necht f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i komplexn{
hodnoty (tj. pfipoustime vyrazy a,x"” + - -+ ap s komplexnimi
a; € C, ale dosazujeme jen redlné hodnoty za x). Pak funkce
h:R\{x€R,g(x)=0} = C, h(x) = ﬁ je dobf¥e definovana

ve v8ech redlnych bodech kromé kofenii polynomu g. Takové
funkce nazyvame racionalni (lomené) funkce.
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Raciondlni (lomend) funkce

Necht f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i komplexn{
hodnoty (tj. pfipoustime vyrazy a,x"” + - -+ ap s komplexnimi
a; € C, ale dosazujeme jen redlné hodnoty za x). Pak funkce
h:R\{x €R,g(x) =0} = C, h(x) = % je dobte definovana
ve v8ech redlnych bodech kromé kofenii polynomu g. Takové
funkce nazyvame racionalni (lomené) funkce.
Raciondlni funkce jsou spojité ve viech bodech svého defini¢niho
oboru. V bodech, kde definovany nejsou, mohou mit
@ kone¢nou limitu, kdyZ jde o spoletny kofen polynomi f i g (a
v tomto pfipad& rozsitenim jejich definice o limitni hodnotu
v tomto bod& dostaneme funkci i v tomto bod& spojitou)

@ nekoneénou limitu, kdyZ limity zprava a zleva v tomto bodé
jsou stejné

@ riizné nekone€né limity zprava a zleva.
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Mocninné funkce

Polynomy jsou seskladany z jednoduchych mocninnych funkci

x — x" s p¥irozenym &islem n=10,1,2,.... Samoz¥fejmy smys|l ma
také funkce x — x~! pro vechny x # 0. Tuto definici rozsifime na
obecnou mocninnou funkci s n € R.
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Mocninné funkce

Polynomy jsou seskladany z jednoduchych mocninnych funkci

x — x" s p¥irozenym &islem n=10,1,2,.... Samoz¥fejmy smys|l ma
také funkce x — x~! pro vechny x # 0. Tuto definici rozsifime na
obecnou mocninnou funkci s n € R.

Pro n = —a s a € N definujeme

x4 = (Xa)fl — (Xfl)a'

Dale jisté chceme, aby ze vztahu b"” = x pro n € N vyplyvalo

b = x7. Je treba ale oVéFit, ze takova b skutené existuji pro dané
x. Pfedpokladejme x > 0 a ozna¢me B mnoZzinu

B={yeR,y >0, y" < x}. To je zfejm& shora ohranitena
mnozina a lze ové¥it, Ze pro b = sup B skuteéné plati pozadovana
rovnost.
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Mocninné funkce

Polynomy jsou seskladany z jednoduchych mocninnych funkci

x — x" s p¥irozenym &islem n=10,1,2,.... Samoz¥fejmy smys|l ma
také funkce x — x~! pro vechny x # 0. Tuto definici rozsifime na
obecnou mocninnou funkci s n € R.

Pro n = —a s a € N definujeme

x4 = (Xa)fl — (Xfl)a'

Dale jisté chceme, aby ze vztahu b"” = x pro n € N vyplyvalo

b = x7. Je treba ale oVéFit, ze takova b skutené existuji pro dané
x. Pfedpokladejme x > 0 a ozna¢me B mnoZzinu

B={yeR,y >0, y" < x}. To je zfejm& shora ohranitena
mnozina a lze ové¥it, Ze pro b = sup B skuteéné plati pozadovana
rovnost.

Zdivodnili jsme tedy existenci x? pro véechny x > 0 a a € Q.
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Mocninna funkce — pokracovani

Konetnég, pro a € R, x > 1 klademe

x? =sup{x’,y €Q, y < a}.

Pro 0 < x < 1 bud definujeme analogicky (je tfeba si jen pohrat
s nerovnitky) nebo klademe pfimo x? = (1)~2.

Pro x =1 je pak 17 =1 pro libovolné a.

Obecnou mocninnou funkci x — x? mame tedy dob¥e definovanou
pro vdechny x € [0,00) a a € R.
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Exponencidlni funkce

Nasi konstrukci funkce x? ale miZzeme také &ist ndsledujicim
zplsobem: Pro kazdé pevné redlné ¢ > 0 existuje dob¥e definovana
funkce na celém R, y — ¢”. Této funkci Fikdime exponencialni

funkce o zakladu c.
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Exponencidlni funkce

Nasi konstrukci funkce x? ale miZzeme také &ist ndsledujicim
zplsobem: Pro kazdé pevné redlné ¢ > 0 existuje dob¥e definovana
funkce na celém R, y — ¢”. Této funkci Fikdime exponencialni
funkce o zakladu c.

Na obréazcich vidime funkce x — a* a x — x? pro jednu konkrétn{
hodnotu a = 2.5167 a b = 4.5833.

a=25167 b=4.5833

100 | 100
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Z nasich definic je vcelku zfejmé, Ze mocninné i exponencidlni
funkce jsou spojité na celych svych definiénich oborech. Zaroveri se
ze spojitosti definice pomoci suprem mnoZin hodnot zjevné pfenasi
zakladni vlastnosti platné pro raciondlni &isla, a, x, y:

-2 =", (a¥) =3,
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Eulerovo ¢&islo

Urgete limitu posloupnosti a, = (1 + )" pro n — oc.
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Eulerovo ¢&islo

Priklad

Urgete limitu posloupnosti a, = (1 + )" pro n — oc.

Regeni

Z binomického rozvoje je zfejmé, Ze pro kazdé kladné &islo b a
prirozené n plati (1 + b)" > 1 + nb, dostdvdme proto pro dva po
sobé jdouci &leny nasi posloupnosti podil

1+3)" (=1 _ <1_1>"”>(1_1) " _h

11)"—1 n2n(n — 1) n> -1 n“n—1

(

Je tedy naSe posloupnost rostouci. Zarover stejnym V)'/poétem
ov&¥ime, Ze posloupnost &isel b, = (1 + 1)1 = (1+ L)1+ L)n
je klesajici a jisté je b, > a,.
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Eulerovo ¢&islo

Priklad

Urgete limitu posloupnosti a, = (1 + )" pro n — oc.

Regeni

Z binomického rozvoje je zfejmé, Ze pro kazdé kladné &islo b a
prirozené n plati (1 + b)" > 1 + nb, dostdvdme proto pro dva po
sobé jdouci &leny nasi posloupnosti podil

1+3)" (=1 _ <1_1>"”>(1_1) " _h

11)"—1 n2n(n — 1) n> -1 n“n—1

(

Je tedy naSe posloupnost rostouci. Zarover stejnym V)'/poétem
ov&¥ime, Ze posloupnost &isel b, = (1 + 1)1 = (1+ L)1+ L)n
je klesajici a jisté je b, > a,.

Ovéfili jsme tedy existenci limity posloupnosti a, (a zdrovefi
vidime, Ze je rovna limit& klesajici posloupnosti bp,).
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Definice
Limita

1 n
e= lim <1 + )
n—00 n

je jednim z nejdilezit&jsich &isel v matematice (vedle nuly, jednitky
a Ludolfova ¢&isla 7). Nazyvame jej Eulerovym ¢&islem e.
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Definice

Limita

1 n
e= lim <1 + )
n—00 n

je jednim z nejdilezit&jsich &isel v matematice (vedle nuly, jednitky
a Ludolfova ¢&isla 7). Nazyvame jej Eulerovym ¢&islem e.

Poznamka

O ¢&islu e Ize dokazat, Ze je iraciondlni a transcendentni (tj. neni
kofenem nenulového polynomu s celotiselnymi koeficienty) —
podobné jako Ludolfovo &islo 7.
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P¥irozeny logaritmus

Exponencidlni funkce € je viude dobfe definovana a prosta, proto
existuje viude i jeji funkce inverzni. Oznalujeme ji In x a ¥fikame ji
pFirozeny logaritmus nebo logaritmus se zdkladem e.
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P¥irozeny logaritmus

Exponencidlni funkce € je viude dobfe definovana a prosta, proto
existuje viude i jeji funkce inverzni. Oznalujeme ji In x a ¥fikame ji
pFirozeny logaritmus nebo logaritmus se zdkladem e.

Je definovdna vztahem
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P¥irozeny logaritmus

Exponencidlni funkce € je viude dobfe definovana a prosta, proto
existuje viude i jeji funkce inverzni. Oznalujeme ji In x a ¥fikame ji
pFirozeny logaritmus nebo logaritmus se zdkladem e.

Je definovdna vztahem

Z vlastnosti mocninnych funkci:

In(x-y)=Inx+1Iny, Inx’=y-Inx.
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P¥irozeny logaritmus

Exponencidlni funkce € je viude dobfe definovana a prosta, proto
existuje viude i jeji funkce inverzni. Oznalujeme ji In x a ¥fikame ji
pFirozeny logaritmus nebo logaritmus se zdkladem e.

Je definovdna vztahem

Z vlastnosti mocninnych funkci:
In(x-y)=Inx+1Iny, Inx’=y-Inx.

Pro obecnou exponencialni funkci a* se zdkladem a# 1, a> 0
také existuje viude inverzni funkce. Rikdme ji logaritmus pfi
zakladu a, piseme log, x.
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Limity pfislusniki ZOO

Urcete )
. sinx
lim —.
x—0 X
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Limity pfislusniki ZOO

Priklad

Urcete

sin x

lim
x—0 X

Regeni

| A\

Pro x € (0, %) plati sinx < x < tgx (viz obr.).
A protoZe je pro tato x hodnota sinx > 0, je

X 1 : sin x
tj. cosx < — < 1.

1< - )
sinx  cosx X

JelikoZ je funkce cos x spojitd (v nule), ob& strany nerovnosti se
pro x — 07 bliZi k 1, a tedy podle vé&ty o tfech limitich je

sin x
=1.

lim
x—0t X
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Urcete
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Pyiklad
Urcete

Regeni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu |%‘.

. 1——cosx . 1—cosx 1+ cosx
lim —— = |lim .
X 1+ cosx

x—0 X x—0
. 1 — cos? x 1 . sin? x 1
= |lim . = |lim 5 =
x—0 X 1+ cosx x—0 X 1 + cos x
i 1 1
—dim ("X ginx. —— J=1.0.==0.
x—0 X ~~ 1+ cosx 2

1
2
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Urcete

x—0 X
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Urcete

x—0 X

|
K
N

Reseni

Dosazenim za x =0 dostaneme Ze tato Iimita je typu !g}.
Pomoci nerovnost| 1 + o1 <€ <1+ %, pro x € (0, %),

neboli X+

o tfech I|m|tach Ze I|mX_>0+

pro x € (0, 5), dostaneme z véty
= i,




P¥iristky do ZOO
0000000000800

Urcete

.oe—1
lim .

x—0 X

|
K
N

Reseni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu {g‘.

7 c 1
Pomoci nerovnost| 1+ 33 < e <1+ %, pro x € (0, 5),
neboli T+1 < £ _1 < ﬁ, pro x € (0, %), dostaneme z véty
o tfech I|m|tach, se lim,_,o+ €=L = 1. Podobn¥, plati

1 x_1 1 1 "
o < S5 < pro x € (—3,0), a tedy podle véty

X

o tfech limitdch plati lim,_,o- € ;1 = 1. Celkové tedy dostaneme

Coe—1
lim
x—0 X

= 1,
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Urcete
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Priklad

Urcete

i N+ x)
x—0 X

Regeni

Z predchoziho prfikladu vime, Ze pro malé x je € — 1 = x, tedy je
e* ~ 1+ x. Logaritmovanim obou stran dostaneme, Ze
x ~ In(1+ x). Tedy plati, Ze

im In(1+ x)

x—0 X

=1

A\
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Urcete

x—0 X
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Urcete

x—0 X

Regeni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu !%‘.
s . X
Pomoci rovnosti a¥ = e/ @ = X "2 dostaneme

X —1 e,xlna_
im —— = lim ——— -Ina=In g,
x—0 X x—0 xlIna
—1
a tedy je
.oaf—1
lim —— =Ina.

x—0 X
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© Derivace



Derivace

Derivace

Definice

Necht f je redlnd nebo komplexni funkce s defini¢nim oborem
A CR axp € A Jestlize existuje limita

jim ()= F00) _

X—rX0 X — XO

pak Fikdme, Ze f ma v bod& xq derivaci a. PiSeme Easto a = f'(xp)
nebo a = % (xo) pipadn& a = L f(xo).

Derivace funkce je vlastni, resp. nevlastni, kdyZ je takovou
pFisludna limita.

Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme
zcela stejné pomoci limity zprava a zleva.
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Analyzujme difere€ni podil (viz obr.)

f(x) = f(x0)

X — X0

=tgy,

coZ je smérnice seény prochdzejici body M = [xp, f(x0)] a
N =[x, f(x)]
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Analyzujme difere€ni podil (viz obr.)

f(x) = f(x0)

X — X0

=tgy,

coZ je smérnice seény prochdzejici body M = [xp, f(x0)] a

N =[x, f(x)]

Pokud se x blizi k xp (tj. bod N se blizi k bodu M), se€na MN se
stdva te¢nou v bodé M, a tedy je

f'(x0) = lim M

X—X0 X — Xo

smé&rnici te¢ny v bodé M = [xo, f(x0)].
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Urcete rovnici te€ny ke grafu funkce f(x) = 1/x v bodé& xo = 1.




Urcete rovnici te€ny ke grafu funkce f(x) = 1/x v bodé& xo = 1.

Regeni

Smérnici te€ny ziskdme vypoctenim pfislugné limity

1 1—x
lim X = lim Xl =
x—1 X — x%l%

. 1—x R |
=|lim — = lim — = —1.

x=21x(x—1) x-=1 x




Urcete rovnici te€ny ke grafu funkce f(x) = 1/x v bodé& xo = 1.

Regeni

Smérnici te€ny ziskdme vypoctenim pfislugné limity

1 1-—x
lim = lim X5 =
x—1 X — x%l%
. 1—x .o =1
=|lim — = lim — = —1.

x=21x(x—1) x-=1 x
Rovnici te¢ny pak dostaneme ze vztahu

y — f(x0) = f'(x0)(x — x0),

t].

Vi— =X+ 2




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
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o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.

o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0

@ Tetna y = f(x0) + f'(x0)(x — xo) dob¥e aproximuje funkci f
v dostatetn& malém okoli bodu xg.
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Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0

@ Tetna y = f(x0) + f'(x0)(x — xo) dob¥e aproximuje funkci f
v dostatetn& malém okoli bodu xg.

@ Aby mohla mit funkce f(x) derivaci v bod& xp, musi byt
definovana na né&jakém okoli bodu xg (v&etn& bodu xp)!




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0

e Tetna y = f(x0) + f'(x0)(x — x0) dob¥e aproximuje funkci f
v dostatetn& malém okoli bodu xg.
@ Aby mohla mit funkce f(x) derivaci v bod& xp, musi byt

definovana na né&jakém okoli bodu xg (v&etn& bodu xp)!

e f'(xp) n&kdy piteme jako %(xo), nebo jako f’(x)‘X:XO.
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Ur&ete derivaci funkce f(x) = /x v bodech xq € D(f).
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Urgete derivaci funkce f(x) = v/x v bodech xg € D(f).

Regeni
Ztejmé& je D(f) = [0,00). Pro xo > 0 je

F(xg) = lim Y=V _ i (f—\ﬁ \f+f>

X—rX0 X — XO X—X0

X —Xo \f+f

X — Xp i 1
= I AT R A VR T i

Pro xp = 0 derivace neexistuje (je to krajni bod defini¢niho oboru,
a tudiZ v ném neexistuje limita — existuje zde pouze limita zprava).
Vypoctéme tedy derivaci zprava:

f1(0) = limy_,o+ \F \[ = lim,_o+ % = lim,_,+ - Jr =
Funkce f(x) = f tedy md v potatku nevlastni pravostrannou
derivaci f{(0) = oo, neboli te¢na v bodé& xq = 0 je svisld p¥imka.




Derivace
JiZ na prvni ptednasce jsme pomoci binomické véty odvodili vztah
pro derivaci monomi
(Xn)l — an—l7
podobné miiZzeme odvodit vztahy pro derivaci dalsich
elementdrnich funkci.



JiZ na prvni ptednasce jsme pomoci binomické véty odvodili vztah
pro derivaci monomi

(Xn)l — an—l7
podobné miiZzeme odvodit vztahy pro derivaci dalsich
elementdrnich funkci.
Pokud se na bod xg budeme divat jako na ,, proménnou”, potom
miZeme derivaci chdpat jako zobrazeni, které kazdému bodu x
ptitadi hodnotu 7'(x) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f’(x)
je opét funkce proménné x, p¥i¢emZ pro jeji defini¢ni obor plati, Ze

D(f') C D(f).
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(Xn)l — an—l7
podobné miiZzeme odvodit vztahy pro derivaci dalsich
elementdrnich funkci.
Pokud se na bod xg budeme divat jako na ,, proménnou”, potom
miZeme derivaci chdpat jako zobrazeni, které kazdému bodu x
ptitadi hodnotu 7'(x) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f’(x)
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Tedy prozatim odvozené vztahy pro derivace mizeme shrnout jako
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(x") =nx""%, neN, (X> 2 (V) eNER



JiZ na prvni ptednasce jsme pomoci binomické véty odvodili vztah
pro derivaci monomi
(Xn)l — an—l7
podobné miiZzeme odvodit vztahy pro derivaci dalsich
elementarnich funkci.
Pokud se na bod xg budeme divat jako na ,, proménnou”, potom
miZeme derivaci chdpat jako zobrazeni, které kazdému bodu x
ptitadi hodnotu 7'(x) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f’(x)
je opét funkce proménné x, p¥i¢emZ pro jeji defini¢ni obor plati, Ze
D(f") C D(f).
Tedy prozatim odvozené vztahy pro derivace mizeme shrnout jako
(Xn)/:nxnfl neN 1 /:_i (\/;)/:i
’ ’ X x2’ 2\/x
Ma-li funkce f(x) derivaci v kazdém bod& mnoZiny (nap¥.
intervalu) /, pak ¥ikdme, Ze f(x) je diferencovatelnd na I. Nap¥. x"

je diferencovatelnd na R, nebo %je diferencovatelna na (0, 00) a
na (—oo, 0).
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Derivace v praxi

Je-li s(t) poloha hmotného bodu na p¥imce v &ase t, potom je
vyraz
celkovd dréha  s(t) — s(to)

celkovy ¢as t—to
roven primé&rné rychlosti za ¢asovy usek [ty, t]. Z¥ejmé je pak

i SO =s(0)

ti
t—ty t— 1t 0)

rychlost v okamZiku tp, a tedy je
v(t) = $'(t), rychlost je derivace dréhy.
Zde je nutné vzit v Gvahu, Ze rychlost v(t) ma znaménko, tj.

v(t) > 0 ve sméru pohybu, kdy se s(t) zv&tduje a v(t) < 0, kdyz
se s(t) zmen3uje.
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zrychleni

ProtoZe je zrychleni a(t) zmé&na rychlosti, podobné plati, Ze

vt~ v(n)
t—to t— 1ty

= V/(to)

je zrychleni v okamzZiku tg, a tedy je

a(t) = v/(t), zrychleni je derivace rychlosti.
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ProtoZe plati, Ze

3 zména prace
vykon = ———————
zmé&na &asu
je
P(t) = W'(t), vykon je derivace préce.
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vykon
ProtoZe plati, ze
zména prace

vykon = —
zména &asu
je
P(t) = W'(t), vykon je derivace prace.

Protoze plati, Ze

L, zména napéti
elektricky proud = ——,
zména &asu

je

I(t) = U'(t), proud je derivace napéti.
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