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P¥irastky do ZOO
©0000

Limity pfislusniki ZOO

Urcete )
. sinx
lim —.
x—0 X




P¥irastky do ZOO
©0000

Limity pfislusniki ZOO

Priklad

Urcete

sin x

lim
x—0 X

Regeni

| A\

Pro x € (0, %) plati sinx < x < tgx (viz obr.).
A protoZe je pro tato x hodnota sinx > 0, je

X 1 : sin x
tj. cosx < — < 1.

1< - )
sinx  cosx X

JelikoZ je funkce cos x spojitd (v nule), ob& strany nerovnosti se
pro x — 07 bliZi k 1, a tedy podle vé&ty o tfech limitich je

sin x
=1.

lim
x—0t X
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Urcete




Oe000
Ptiklad

Urcete

Regeni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu |%‘.

. 1——cosx . 1—cosx 1+ cosx
lim ——— = |lim .
X 1+ cosx

x—0 X x—0
. 1 — cos? x 1 . sin? x 1
= lim . = |lim . =
x—0 X 1+ cosx x—0 X 1 + cos x

= lim SlnX-sinx-# :1.0.1:0‘
x—0 X ~~ 1+ cosx 2
50 N——

1
2
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Urcete

x—0 X
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Priklad

Urcete

.oe—1
lim .

x—0 X

Regeni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu {g‘.
Pro x € (0, 3) zvolme n tak, aby ﬁ < x < 1.7 definice e navic
(1+ ﬁ)”“ < e < (1+-1;)", odkud dostaneme nerovnost
sl 1
<

X X X =
1 + }qji <e < 1 =+ T ox" net)oll X1 < % T—ox"
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Priklad

Urcete

.oe—1
lim .

x—0 X

Regeni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu {g‘.
Pro x € (0, 3) zvolme n tak, aby ﬁ < x < 1.7 definice e navic

(1+ ﬁ)”“ < e < (14 -1:)", odkud dostaneme nerovnost

n—1
X X X o il e*—1 1
1+ a1 <e < 1 + 1255, neboli a1 < x < T
Z véty o trech limitach pak plyne lim, o+ €1 = 1. Podobng&

dostaneme dostaneme opacné nerovnosti pro x € (—%, 0), a tedy

; F=l _
lim,_o- <= =1

Celkové tedy dostaneme
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Urcete




P¥irastky do ZOO
000e0

Priklad

Urcete in(1
i N+ x)
x—0 X

Regeni

Z predchoziho prfikladu vime, Ze pro malé x je € — 1 = x, tedy je
e* ~ 1+ x. Logaritmovéanim (/imita sloZené funkce) obou stran
dostaneme, Ze x =~ In(1 + x). Tedy plati, Ze

m In(1+ x)

x—0 X

=1

A\
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Urcete

x—0 X




P¥irastky do ZOO
ooooe

Urcete

x—0 X

Regeni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu !%‘.
s . X
Pomoci rovnosti a¥ = e/ @ = X "2 dostaneme

X —1 e,xlna_
im —— = lim ——— -Ina=In g,
x—0 X x—0 xlIna
—1
a tedy je
.oaf—1
lim —— =Ina.

x—0 X
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© Derivace
@ Vlastnosti a pravidla derivaci
@ Derivace vyssich ¥adu
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Derivace

Definice

Necht f je redlna funkce s defini¢nim oborem A C R a xp € A.
Jestlize existuje limita

jim ()= F00) _

X—X0 X — Xo

pak Fikdme, Ze f ma v bod& xq derivaci a. PiSeme Easto a = f'(xp)
nebo a = % (xo) pipadn& a = L f(xo).

Derivace funkce je vlastni, resp. nevlastni, kdyZ je takovou
pFisludna limita.

Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme
zcela stejné pomoci limity zprava a zleva.
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Analyzujme diferen¢ni podil (viz obr.)

f(x) = f(x0)

X — X0

=tgy,

coz je smérnice seény prochdzejici body M = [xp, f(x0)] a
N =[x, f(x)]
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Analyzujme diferen¢ni podil (viz obr.)

f(x) = f(x0)

X — X0

=tgy,

coz je smérnice seény prochdzejici body M = [xp, f(x0)] a

N =[x, f(x)]

Pokud se x blizi k xp (tj. bod N se blizi k bodu M), se€na MN se
stdva te¢nou v bodé M, a tedy je

f'(x0) = lim M

X—X0 X — Xo

smé&rnici te¢ny v bodé M = [xo, f(x0)].
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Urcete rovnici te€ny ke grafu funkce f(x) = 1/x v bodé& xo = 1.




Urcete rovnici te€ny ke grafu funkce f(x) = 1/x v bodé& xo = 1.

Regeni

Smérnici te€ny ziskdme vypoctenim pfislugné limity

1 1—x
lim X = lim Xl =
x—1 X — x%l%

. 1—x R |
=|lim — = lim — = —1.

x=21x(x—1) x—=1 x




Urcete rovnici te€ny ke grafu funkce f(x) = 1/x v bodé& xo = 1.

Regeni

Smérnici te€ny ziskdme vypoctenim pfislugné limity

1 1-—x
lim = lim X5 =
x—1 X — x%l%
. 1—x .o =1
=|lim — = lim — = —1.

x=21x(x—1) x—=1 x
Rovnici te¢ny pak dostaneme ze vztahu

y — f(x0) = f'(x0)(x — x0),

t].

Vi— =X+ 2




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.

o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0

e Tetna y = f(x0) + f'(x0)(x — xo) dob¥e aproximuje funkci f
v dostatetn& malém okoli bodu xg.




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0

e Tetna y = f(x0) + f'(x0)(x — xo) dob¥e aproximuje funkci f
v dostatetn& malém okoli bodu xg.

@ Aby mohla mit funkce f(x) derivaci v bod& xp, musi byt
definovana na né&jakém okoli bodu xg (v&etn& bodu xp)!




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.
o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xg) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0

e Tetna y = f(xo) + f'(x0)(x — x0) dob¥e aproximuje funkci f
v dostatetn& malém okoli bodu xg.
@ Aby mohla mit funkce f(x) derivaci v bod& xp, musi byt

definovana na né&jakém okoli bodu xg (v&etn& bodu xp)!

e f'(xp) n&kdy piteme jako %(xo), nebo jako f’(x)‘X:XO.
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Ur&ete derivaci funkce f(x) = v/x v bodech xq € D(f).




Derivace
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Urgete derivaci funkce f(x) = v/x v bodech xg € D(f).

Regeni
Ztejmé& je D(f) = [0,00). Pro xo > 0 je

F(xg) = lim Y=V _ i (f—\ﬁ \f+f>

X—rX0 X — XO X—X0

X —Xo \f+f

X — Xp i 1
= I AT R A VR T i

Pro xp = 0 derivace neexistuje (je to krajni bod defini¢niho oboru,
a tudiZ v ném neexistuje limita — existuje zde pouze limita zprava).
Vypoctéme tedy derivaci zprava:

f1(0) = limy_,o+ \F \[ = lim,_o+ % = lim,_,+ = Jr =
Funkce f(x) = f tedy md v potatku nevlastni pravostrannou
derivaci f{(0) = oo, neboli tetna v bodé& xq = 0 je svisld p¥imka.




Derivace
JiZ na prvni ptednasce jsme pomoci binomické véty odvodili vztah
pro derivaci monomi
(Xn)l — an—l7
podobné miiZzeme odvodit vztahy pro derivaci dalsich
elementdrnich funkci.



JiZ na prvni ptednasce jsme pomoci binomické véty odvodili vztah
pro derivaci monomi

(Xn)l — an—l7
podobné miiZzeme odvodit vztahy pro derivaci dalsich
elementdrnich funkci.
Pokud se na bod xg budeme divat jako na ,, proménnou”, potom
miZeme derivaci chdpat jako zobrazeni, které kazdému bodu x
ptitadi hodnotu 7'(x) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f’(x)
je opét funkce proménné x, p¥i¢emZ pro jeji defini¢ni obor plati, Ze

D(f') C D(f).



JiZ na prvni ptednasce jsme pomoci binomické véty odvodili vztah
pro derivaci monomi

(Xn)l — an—l7
podobné miiZzeme odvodit vztahy pro derivaci dalsich
elementdrnich funkci.
Pokud se na bod xg budeme divat jako na ,, proménnou”, potom
miZeme derivaci chdpat jako zobrazeni, které kazdému bodu x
ptitadi hodnotu 7'(x) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f’(x)
je opét funkce proménné x, p¥i¢emZ pro jeji defini¢ni obor plati, Ze

D(f') C D(f).

Tedy prozatim odvozené vztahy pro derivace mizeme shrnout jako

1y’ 1 1
ny/ __ n—1 - — _ I _
(x") =nx""%, neN, (X> 2 (V/x) eNER



JiZ na prvni ptednasce jsme pomoci binomické véty odvodili vztah
pro derivaci monomi
(Xn)l — an—l7
podobné miiZzeme odvodit vztahy pro derivaci dalsich
elementarnich funkci.
Pokud se na bod xg budeme divat jako na ,, proménnou”, potom
miZeme derivaci chdpat jako zobrazeni, které kazdému bodu x
ptitadi hodnotu 7'(x) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f’(x)
je opét funkce proménné x, p¥i¢emZ pro jeji defini¢ni obor plati, Ze
D(f") C D(f).
Tedy prozatim odvozené vztahy pro derivace mizeme shrnout jako
6y =t nen, () 2oL (R =
’ ’ X x2’ 2\/x
Ma-li funkce f(x) derivaci v kazdém bod& mnoZiny (nap¥.
intervalu) /, pak ¥ikdme, Ze f(x) je diferencovatelnd na I. Nap¥. x"

je diferencovatelnd na R, nebo %je diferencovatelna na (0, 00) a
na (—oo, 0).
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Derivace v praxi

Je-li s(t) poloha hmotného bodu na p¥imce v &ase t, potom je
vyraz
celkovd dréha  s(t) — s(to)

celkovy ¢as t—to
roven primé&rné rychlosti za ¢asovy usek [ty, t]. Z¥ejmé je pak

i SO =s(0)

ti
t—to t— 1t 0)

rychlost v okamZiku tp, a tedy je
v(t) = $'(t), rychlost je derivace dréhy.
Zde je nutné vzit v Gvahu, Ze rychlost v(t) ma znaménko, tj.

v(t) > 0 ve sméru pohybu, kdy se s(t) zv&tduje a v(t) < 0, kdyz
se s(t) zmen3uje.
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zrychleni

ProtoZe je zrychleni a(t) zmé&na rychlosti, podobné plati, Ze

vt~ v(n)
t—to t— 1ty

= V/(to)

je zrychleni v okamzZiku tg, a tedy je

a(t) = V/(t), zrychleni je derivace rychlosti.
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ProtoZe plati, ze

3 zména prace
vykon = ————,
zmé&na &asu
je
P(t) = W'(t), vykon je derivace préce.
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vykon
ProtoZe plati, ze
zména prace

vykon = —
zména &asu
je
P(t) = W'(t), vykon je derivace prace.

Protoze plati, Ze

L, zména napéti
elektricky proud = ——,
zména &asu

je

I(t) = U'(t), proud je derivace napéti.




Derivace
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Vlastnosti a pravidla derivaci

V tomto odstavci odvodime zdkladni vlastnosti funkce a jeji
derivace a pravidla pro pocitani derivaci.

M3&-1Ii f(x) v bodé& xo vlastni derivaci f'(xq), potom je funkce f(x)
spojita v bodé xg.
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Vlastnosti a pravidla derivaci

V tomto odstavci odvodime zdkladni vlastnosti funkce a jeji
derivace a pravidla pro pocitani derivaci.

M3&-1Ii f(x) v bodé& xo vlastni derivaci f'(xq), potom je funkce f(x)
spojita v bodé xg.

Dikaz.

Chceme ukazat, Ze limy_,y, f(x) = f(x0). ProtoZe existuje vlastni
f'(x0) je

lim f(x) = lim [f(x) — f(x0) + f(x0)] =

X—rX0 X—>X0
= lim (f(x)_f(xf’) (x — x0) + f(x0) ) = f(xo).
X—X0 X — X0 ~—— =
—0 —>f(Xo)
A)f'(Xo)
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Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho nasobku:

[c- f(x)]" = c- F'(x).
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Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho nasobku:

[c- f(x)]" = c- F'(x).

@ Pravidlo souctu a rozdilu:

[F(x) £ g(x)]" = f'(x) £ g ().
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Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho nasobku:

[c- f(x)]" = c- F'(x).

@ Pravidlo souctu a rozdilu:

[F(x) £ g(x)]" = f'(x) £ g ().

© Pravidlo soucinu:

[F(x).g(x)]" = f'(x) . g(x) + f(x) . g'(x)-
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Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho ndsobku:
[c- f(x)]" = c- F'(x).
@ Pravidlo souctu a rozdilu:
[f(x) £ ()] = F(x) £6'(x).
© Pravidlo soucinu:
[F(x).g(x)]" = f'(x) . g(x) + f(x) . g'(x)-

@Q Pravidlo podilu:

[f(X)]' _ (x) - g(x) = f(x) . 8'(x)
g(x) [g(x)]? '
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Intuitivné mizZeme pravidlim velice snadno rozumét, kdyzZ si
derivaci funkce y = f(x) pFedstavime jako podil pfirtistkl zavislé
promé&nné y a nezavislé proménné x:

_ 4y
- Ax’
Pak p¥i y = h(x) = f(x) + g(x) je p¥irGstek y dan souttem

pFiristkd f a g a pfirlistek zavislé promé&nné ziistdva stejny. Je
tedy derivace souctu souctem derivaci.

fl
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Intuitivné mizZeme pravidlim velice snadno rozumét, kdyzZ si
derivaci funkce y = f(x) pFedstavime jako podil pfirtistkl zavislé
promé&nné y a nezavislé proménné x:

_ by

- Ax’

Pak p¥i y = h(x) = f(x) + g(x) je p¥irGstek y dan souttem
pFiristkd f a g a pfirlistek zavislé promé&nné ziistdva stejny. Je
tedy derivace souctu souctem derivaci.

U soucinu musime byt malinko pozorné&jsi. Pro
y = h(x) = f(x)g(x) je p¥irastek

Ay = f(x + Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)
= f(x + Ax)(g(x + Ax) — g(x)) + (f(x + Ax) — f(x))g(x)

fl

Nyni ale kdyZ budeme zmenSovat pfirlstek Ax, jde vlastné

o vypocet limity souctu soudinii a o tom uZ vime, Ze jej lze poditat
jako soucet soudinti limit. Proto z nasi formulky Ize oéekdvat pro
derivaci sou&inu fg vyraz fg' + f'g.
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Diikaz.

Pravidla (i) a (ii) jsou trividlni z definice derivace (jako limity).
Ukazeme pravidlo soudinu:

(f-g)/(XO) — f(X) g(X) — f(XO) 'g(XO)

X—>X0 X — XO
i 00800 — £(x0) - 8(x) + F(0) . £(x) — (%) . £(x0)
X—rX0 X — XO
= lim {f(x)_f(x‘)) g(x) + f(xo) g(X)_g(XO)}
X—rX0 X — X0 ~—~ NI X — X
s (%) —g(x0) —f(x0) e 00)

= f’(xo) .g(Xo) = f(XO) ,g/(Xo),
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Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci sloZené funkce g = ho f, kde
defini¢ni obor funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce
y = f(x). Vhled do problému ndm poskytne nasledujici p¥iklad.
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Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci sloZené funkce g = ho f, kde
defini¢ni obor funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce
y = f(x). Vhled do problému ndm poskytne nasledujici p¥iklad.

P¥iklad
Uvazujme soukoli t¥ ozubenych kol, pfi¢emz kolo A ma 12 zubd,

kolo B ma 4 zuby a kolo C ma 6 zubi. Jestlize kolo A udéla y
otalek, kolo B udéld u otacek a kolo C udéla x otaek, potom plati

= —u u—Ex a tedy je =
)/—37 =5% yJ y=

u =

W[

Vidime, Ze p¥i sklddani funkci se velikost zm&n (= derivace) ndsobi.

Opé&t vypsanim pfirdstkd dostdvdme
Az _Azly
N Ay Ax’

MiiZeme tedy olekdvat, Ze pravidlo pro vypolet bude

(ho ) (x) = H(f(x))f'(x).
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Véta (Derivace slozené funkce)

Ma-li funkce y = f(u) derivaci v bod& uy := g(xo) a funkce
u = g(x) derivaci v bodé& xy, potom md sloZend funkce
y = (fog)(x) =f(g(x)) derivaci v bod& xy a plati

(fog)(x)=f"(u0).g'(x0) = f'(g(x0)) - &' (x0).-
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Diikaz.

Vztah pro derivaci podilu Ize snadno odvodit pfimo z definice,
ukazeme zde ale, jak jej odvodit pomoci pravidla pro derivaci
slozené funkce.




Derivace
000000e0000!

Diikaz.

Vztah pro derivaci podilu Ize snadno odvodit pfimo z definice,
ukazeme zde ale, jak jej odvodit pomoci pravidla pro derivaci
sloZené funkce.

Pro funkci (1/g) = (g~*) pravidlo pro derivaci sloZené funkce ¥ik,
7e (g71) = —g? - g’ a kone&n& pravidlo pro derivaci soutinu ndm
dava pravé kyzeny vzorec:

(FleY =(f-g) =g —fg g’ = — 5~
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Derivace inverznich funkci

Jiz davno jsme formulovali pojem inverzni funkce: Pokud k dané
funkci f : R — R inverzni funkce f ! existuje (nezam&{ujme
znateni s funkci x — (f(x))™!), pak je ddna jednozna&né
kterymkoliv ze vztahli f Yo f =idg, fof ! =idg, a druhy ji¥
pak plati také (analogicky ida, idg pro f : A — B).
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Derivace inverznich funkci

Jiz davno jsme formulovali pojem inverzni funkce: Pokud k dané
funkci f : R — R inverzni funkce f ! existuje (nezam&{ujme
znateni s funkci x — (f(x))™!), pak je ddna jednozna&né
kterymkoliv ze vztahli f Yo f =idg, fof ! =idg, a druhy ji¥
pak plati také (analogicky ida, idg pro f : A — B).

Pokud bychom v&dgli, Ze pro diferencovatelnou funkci f je i 1
diferencovatelnd, vztah pro derivaci slozené funkce ndm (pro

y = f(x)) dava

1= (d) (x) = (F 0 () = (F ) (F()) - F(x)

a tedy p¥imo vime formuli (zjevn& f'(x) v takovém p¥ipadé nemize
byt nulové)
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— Ay

y T .y . e
To dob¥e odpovida intuitivni predstavg, Ze pro y = f(x) je f' = ;%

zatimco pro x = f~1(y) je (F 1) (y) = ﬁ—;. Takto skuteén&
muZeme derivace inverznich funkci pocitat:

Véta

Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xo a f'(xp) # 0, pak
existuje na n&jakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f= inverzni k f

a plati vztah .

(f_l)/(yﬂ) = f/(XO) :
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To dob¥e odpovida intuitivni pfedstavé, Ze pro y = f(x) je f' = %
zatimco pro x = f~1(y) je (F 1) (y) = ﬁ—;. Takto skuteén&

muZeme derivace inverznich funkci pocitat:

Véta

Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xy a f'(xp) # 0, pak
existuje na n&jakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f= inverzni k f
a plati vztah
1

1) (%) = 5—-

( ) (y0) f/(XO)
Pokud je f'(xg) = 0 izolovanym nulovym bodem derivace f'(x) a
inverzni funkce k f na okoli f(xp) existuje, pak je derivace funkce
f~1 v bodé& f(xp) nevlastni (pFitom je rovna +oo , pravé kdy? je f
na daném okoli f(xy) rostouci).
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Urkete derivaci funkce /x.
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Urkete derivaci funkce /x.

Regeni
Funkce y = f~1(x) = ¥/x je inverzni k funkci x = f(y) = y3.
Protoze f'(y) = 3y?, mame

1 1 1
f_l / = —— = —
( (X)) f/(y) 3y2 3 3 X2
Vidime (at uZ z predchozi véty nebo limitnim prechodem
v predchozim vypottu), Ze v bod& xo = 0 ma funkce /x derivaci
00.
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Jiny (geometricky) pohled na derivaci inverzni funkce

Ozna&me jako ¢ (znamy) smérovy dhel te€ny ke grafu funkce

x = f(y) v bod& [yp, xo] vzhledem ke kladnému sméru osy y a jako
¢ (neznamy) sm&rovy thel te¢ny ke grafu funkce y = f~1(x)

v bod& [xp, yo] vzhledem ke kladnému sméru osy x, p¥icemZ plati,
Ze tg = f'(yo) je zndma hodnota a my chceme urcit nezndmou
hodnotu

tgy = (F 1) (x0).
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Jiny (geometricky) pohled na derivaci inverzni funkce

Ozna&me jako ¢ (znamy) smérovy dhel te€ny ke grafu funkce

x = f(y) v bod& [yp, xo] vzhledem ke kladnému sméru osy y a jako
¢ (neznamy) sm&rovy thel te¢ny ke grafu funkce y = f~1(x)

v bod& [xp, yo] vzhledem ke kladnému sméru osy x, p¥icemZ plati,
Ze tg = f'(yo) je zndma hodnota a my chceme urcit nezndmou
hodnotu

tgy = (F 1) (x0).

Vzhledem k tomu, Ze ¢ + ¢ = 7 (promyslete!l), pro tg ¢ # 0

s
5'”(5_90) __cosp 1
cos(gfgo) sing tgp”

dostaneme tg ) = tg(5 — ) =
Je tedy

—1y/ _
00 = 5y
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Jiny (geometricky) pohled na derivaci inverzni funkce

Ozna&me jako ¢ (znamy) smérovy dhel te€ny ke grafu funkce

x = f(y) v bod& [yp, xo] vzhledem ke kladnému sméru osy y a jako
¢ (neznamy) sm&rovy thel te¢ny ke grafu funkce y = f~1(x)

v bod& [xp, yo] vzhledem ke kladnému sméru osy x, p¥icemZ plati,
Ze tg = f'(yo) je zndma hodnota a my chceme urcit nezndmou
hodnotu

tgy = (F1) (x0)-
Vzhledem k tomu, Ze ¢ + 1) = 7 (promyslete!), pro tgp # 0

s
5'”(5_90) __cosp 1
cos(gfgo) sing tgp”

dostaneme tg ) = tg(5 — ) =

Je tedy
1
Y (x) = ——.
b0 =)
Je-li tg o = 0 (te¢na ke grafu pivodni funkce x = f(y) je
vodorovnd), potom je tetna ke grafu inverzni funkce y = f~1(x)
svisld, tj. (F71)'(xo) je nevlastni.




Derivace

Definice

[ ]
[e]

Rikdme, Ze redlna nebo komplexni funkce f ma derivaci druhého
¥adu v bod& xg, jestlize derivace f’ existuje na n&jakém okoli bodu
Xp a existuje jeji derivace v bodé xp. Piseme

f"(x0) = (') (x0)

nebo také f(?)(xg). Funkce f je dvakrat diferencovatelna na
néjakém intervalu A, jestlize ma druhou derivaci v kazdém jeho
bodé.




Derivace

Definice

Rikdme, Ze redlna nebo komplexni funkce f ma derivaci druhého
¥adu v bod& xg, jestlize derivace f’ existuje na n&jakém okoli bodu
Xp a existuje jeji derivace v bodé xp. Piseme

f"(x0) = (') (x0)

nebo také f(?)(xg). Funkce f je dvakrat diferencovatelna na
néjakém intervalu A, jestlize ma druhou derivaci v kazdém jeho
bodé.

Derivace vy$sich ¥adl definujeme induktivné. Zname jiz pojem
prvni a druha derivace a fikdme, Ze redlnd nebo komplexni funkce f
je k-krat diferencovatelna pro néjaké pfirozené &islo k v bod& xp,
jestlize je (k — 1)-krét diferencovatelnd na n&jakém okoli bodu xp a
jeji (k — 1)-ni derivace m3 v bod& xq derivaci.

[ ]
[e]
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Definice

Rikdme, Ze redlna nebo komplexni funkce f ma derivaci druhého
¥adu v bod& xg, jestlize derivace f’ existuje na n&jakém okoli bodu
Xp a existuje jeji derivace v bodé xp. Piseme

f"(x0) = (') (x0)

nebo také f(?)(xg). Funkce f je dvakrat diferencovatelna na
néjakém intervalu A, jestlize ma druhou derivaci v kazdém jeho
bodé.

Derivace vy$sich ¥adl definujeme induktivné. Zname jiz pojem
prvni a druha derivace a fikdme, Ze redlnd nebo komplexni funkce f
je k-krat diferencovatelna pro néjaké pfirozené &islo k v bod& xp,
jestlize je (k — 1)-krét diferencovatelnd na n&jakém okoli bodu xp a
jeji (k — 1)-ni derivace m3 v bod& xq derivaci.

Pro k-tou derivaci funkce f(x) uZivame zna&eni f(K)(x).

[ ]
[e]
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Jestlize existuji derivace viech ¥adl na néjakém intervalu, ¥ikdme,
Ze je tam funkce f hladka. Vétsinou se také uziva konvence, Ze
0-krat diferencovatelnd funkce znamena spojitou funkci. Pro
funkce, jejichZ k-td derivace je spojitd, uzivime oznaleni t¥ida
funkci C¥(A) na intervalu A, kde k miiZe nabyvat hodnot
0,1,...,00. Casto pieme pouze C¥, je-li defini¢ni obor zndm

z kontextu.



Derivace elementarnich funkei

Plan predndsky

e Derivace elementdarnich funkci
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:

@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

1Pozdji ,,znovu zadefinujeme* goniometrické funkce pomoci mocninnych
¥Fad.
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:
@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f/g definované na celém R krom& kone¢né
mnoZziny kofenl polynomu g ve jmenovateli zlomku,
s hodnotami v R nebo C,

1Pozdji ,,znovu zadefinujeme* goniometrické funkce pomoci mocninnych
¥Fad.
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:
@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f/g definované na celém R krom& kone¢né
mnoZziny kofenl polynomu g ve jmenovateli zlomku,
s hodnotami v R nebo C,

@ mocninné funkce x? s obecnym b € R, definované pro x > 0 a
hodnotami v R,

1Pozdji ,,znovu zadefinujeme* goniometrické funkce pomoci mocninnych
Fad.
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:

@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f/g definované na celém R krom& kone¢né
mnoZziny kofenl polynomu g ve jmenovateli zlomku,
s hodnotami v R nebo C,

@ mocninné funkce x? s obecnym b € R, definované pro x > 0 a
hodnotami v R,

@ exponencialni funkce a* o libovolném zakladu a > 0
definované pro viechna x € R a s hodnotami v R a k nim
inverzni funkce logaritmické o zaklad a > 0,a # 1,

1Pozdji ,,znovu zadefinujeme* goniometrické funkce pomoci mocninnych
Fad.
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:
@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f/g definované na celém R krom& kone¢né
mnoZziny kofenl polynomu g ve jmenovateli zlomku,
s hodnotami v R nebo C,

@ mocninné funkce x? s obecnym b € R, definované pro x > 0 a
hodnotami v R,

@ exponencialni funkce a* o libovolném zakladu a > 0
definované pro viechna x € R a s hodnotami v R a k nim
inverzni funkce logaritmické o zaklad a > 0,a # 1,

@ goniometrické funkce sin x, cos x (a funkce tg x, cotg x od nich
odvozené) definované jako soufadnice bodu na jednotkové
kruznici, kde |x| je délka oblouku od [1,0] k [cos x, sin x]. !

1Pozdji ,,znovu zadefinujeme* goniometrické funkce pomoci mocninnych
Fad.
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Derivace mocniny

Vime, e pro n € NU {0} je (x") = nx"~1. Nyni ukdZeme, Ze
stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro
pFirozena Cisla.
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Derivace mocniny

Vime, e pro n € NU {0} je (x") = nx"~1. Nyni ukdZeme, Ze
stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro
pFirozena Cisla.

Véta (Derivace mocniny)

Pro libovolny exponent r € R plati, Ze

(x") = L (1)

kdykoliv maji uvedené vyrazy smysl.
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Derivace mocniny

Vime, Ze pro n € NU {0} je (x") = nx"~1. Nyni ukdZeme, Ze
stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro
pFirozena Cisla.

Véta (Derivace mocniny)

Pro libovolny exponent r € R plati, Ze

(x") = L (1)

kdykoliv maji uvedené vyrazy smysl.

Diikaz.

Necht n € Z \ Ng. Pak m = —n € N a z vé&ty o derivaci sloZené
funkce dostavame:

| A

(Xn)l — ((Xm)fl)l — _(Xm)f2mxmfl — _me2m+m71 —

_ _memfl _ anfl
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Derivace mocniny — pokr.

Dikaz.
Déle necht r = %, kde g € N (tj. derivujeme obecnou odmocninu).
1
Derivaci funkce xa = #x odvodime z véty o derivaci inverzni
funkce. Oznatme si y = f~1(x) = ¢/x a x = f(y) = y9. Protoze je
geN,je f'(y) = gy97L. Plati tedy, Ze
1 1
() = (V5 = —o=5 = -

1
St g(gn)T a4




Derivace elementarnich funkei
00®000000000000

Derivace mocniny — pokr.

Duikaz.

Déle necht r = %, kde g € N (tj. derivujeme obecnou odmocninu).

1
Derivaci funkce xa = #x odvodime z véty o derivaci inverzni
funkce. Oznatme si y = f~1(x) = ¢/x a x = f(y) = y9. Protoze je
geN,je f'(y) = gy97L. Plati tedy, Ze
1 1
(Y = (V3 = —1 = -

1
St g(gn)T a4

I
\
X
Q
I
X

. . 2 4 z + 2 g "
Derivaci funkce xa = (xq)p odvodime z véty o derivaci slozené
funkce

(Xr)/ —

—
X
Q=
~—
S
|
o
—
X
ENTA
~—
T
—
X\
I
—
Il
QT
x
4|
x
2|
Il
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Derivace mocniny — dokon&eni

Zbyva ptejit od racionalniho exponentu k obecnému redlnému, coz
Ize ud&lat bud Gvahami o spojitosti nebo se odkdzat na pozdg&jsi
vysledky o exponencidlnich funkcich. [
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Derivace goniometrickych funkci

Pro goniometrické funkce plati

(sinx)" = cos x,

(cosx) = —sinx,
1 1
t 4 = — t / —
(tg x) cos? x’ (cotg x) sin® x
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Derivace goniometrickych funkci

Pro goniometrické funkce plati

(sinx)" = cos x, (cosx) = —sinx,
1
tgx) = —5— tgx) = ——5—.
(tgx) cos? x’ (ot x) sin? x

Derivaci funkce sin x vypoéteme p¥imo z definice:

. v . sin(x4+h)—sinx  sinx cosh+ cosx sin h— sinx
(sinx)" = lim = lim
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 sin h
= lim ¢ (sinx) - ———— +(cos x) - = COS X.
h—0 h h
~—— S~~~
—0 —1
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Derivace goniometrickych funkci — dokonéeni

Diikaz.

Derivace ostatnich goniometrickych funkci vypoéteme z derivace
funkce sin x pomoci jejich vyjad¥eni jako slozené funkce ¢i podilu
funkci, jejichZ derivaci zname.
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Derivace goniometrickych funkci — dokonéeni

Diikaz.

Derivace ostatnich goniometrickych funkci vypoéteme z derivace
funkce sin x pomoci jejich vyjad¥eni jako slozené funkce ¢i podilu
funkci, jejichZ derivaci zname.

(cosx)" = (sin(5 — x)) = cos(5 — x) - (—1) = —sinx,
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Derivace goniometrickych funkci — dokonéeni

Diikaz.

Derivace ostatnich goniometrickych funkci vypoéteme z derivace
funkce sin x pomoci jejich vyjad¥eni jako slozené funkce ¢i podilu
funkci, jejichZ derivaci zname.

(cosx)" = (sin(5 — x)) = cos(5 — x) - (—1) = —sinx,
déle 1 1
t b = — t 4 = — 5
(tgx) =,  (cotgx) =——5—
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci

Pro exponencidlni a logaritmické funkce plati

(e¥) = e, (a¥) = a* Ina,
1 1

Inx) == | = .

(nsf =X, (log,x)/ = ——

Derivaci funkce e* vypocteme z definice za pouZiti zakladni limity
spoditané dFive:

o x+h X ex eh — X
(e¥) = lim = lim =
h—0 h h—0 h

Wl
=e*. lim =eX.1=¢"
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci — pokr.

Podobné bychom z definice mohli spocitat derivaci funkce a* pro
obecné a, s vyuZitim vyjad¥eni a¥ = e¥'"2 ale snadno vypotteme, e

(aX)l _ (exlna)/ _ exlna) lIna=1Ina-a".
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci — pokr.

Podobné bychom z definice mohli spocitat derivaci funkce a* pro
obecné a, s vyuZitim vyjad¥eni a¥ = e¥'"2 ale snadno vypotteme, e

(aX)l _ (exlna)/ _ exlna) lIna=1Ina-a".
Podobné, protoze logaritmicka funkce byla definovana jako inverzn{

k exponencidlni, pro y = f1(x) = Inx a pro x = f(y) = ¢ mame
f'(y) = &, takze

(Inx) = = = =
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci — pokr.

Podobné bychom z definice mohli spocitat derivaci funkce a* pro
obecné a, s vyuZitim vyjad¥eni a¥ = e¥'"2 ale snadno vypotteme, e

(aX)l _ (exlna)/ _ exlna) lIna=1Ina-a".
Podobné, protoze logaritmicka funkce byla definovana jako inverzn{

k exponencidlni, pro y = f1(x) = Inx a pro x = f(y) = ¢ mame
f'(y) = &, takze
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Derivace mocniny napodruhé

Dusledek

Pro libovolné r € R plati

(x") =1, x > 0.

Z pravidla pro derivaci sloZzené funkce a z derivace logaritmu plyne,
Ze

(x") = (er'”X)/: e (rinx) =x".r—=m".x1=rx
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Dalsi prirtstky — cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym. ProtoZe
jsou v3echny goniometrické funkce periodické s periodou 27, jsou
jejich inverze definované vzdy jen v ramci jedné periody a to jesté
jen na &3sti, kdy je dand funkce bud rostouci nebo klesajici. Jsou

to funkce

arcsin = sin !

s defini¢nim oborem [—1, 1] a oborem hodnot [—7/2,7/2]. Dale

arccos = cos*1

s defini¢nim oborem [—1, 1] a oborem hodnot [0, 7].
Zbyvaji jesté funkce

arctg = tg*1
s defini¢nim oborem (—o0, 00) a oborem hodnot (—7/2,7/2) a
konetn&

arccotg = cotg*1

s defini&nim oborem (—o0, c0) a oborem hodnot (0, 7).
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Derivace cyklometrickych funkci

Pro cyklometrické funkce plati

1 1

/
—_— arccos x) = ———,
V1—x2 ( ) V1— x2
1 1
(arccotg x)' = — :
1+ x2

(arcsin x) =

I

14 x2

(arctg x)
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Derivace cyklometrickych funkci

Pro cyklometrické funkce plati
(arcsin x) = - (arccos x)' = L
V1—x2 V1—x2’
1
(arctg x)' = 152 (arccotg x)' = Te

Derivace vech cyklometrickych funkci vypo&teme z pravidla pro
derivovani inverzni funkce.
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Derivace cyklometrickych funkci

Pro cyklometrické funkce plati
(arcsin x) = - (arccos x)' = L
V1—x2 V1—x2’
1 1
(arctg x)' = 152 (arccotg x)' = Te

Dikaz.

Derivace vech cyklometrickych funkci vypo&teme z pravidla pro
derivovani inverzni funkce. Pro y = f~1(x) = arcsin x a pro

x =f(y) =siny mdme f’(y) = cosy, a proto dostdvame

1 1 1

. ! . o
(aresinx) = f'(y) cosy  cos(arcsinx)’
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Dikaz

Tento vysledek ale jesté zjednodusime. Protoze pro libovolné
y € R je (cosy)? + (siny)? =1, je

1 = [ cos(arcsin x)]2 + [ sin(arcsin x) }2 = cos?(arcsin x) + x?,

—_———

=X

= cos(arcsinx) = /1 — x2.

A tedy plati, Ze

1 1
(arcsin x) = =

cos(arcsinx) /1 — x2
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Dikaz

Tento vysledek ale jesté zjednodusime. Protoze pro libovolné
y € R je (cosy)? + (siny)? =1, je

2

9

1 = [ cos(arcsin x)]2 + [ sin(arcsin x) }2 = cos?(arcsin x) + x
(R ——

=X

= cos(arcsinx) = /1 — x2.

A tedy plati, Ze

1 1
(arcsin x) = =

cos(arcsinx) /1 — x2

Obdobnym zpiisobem postupujeme i u ostatnich cyklometrickych
funkci. O
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Vlastnosti jednotlivych obyvatel( zvitetniku a jejich vztahy:

g2

funkce definiéni tfida | derivace inverze
obor
polynomy | celé R C>® | f' opét poly- | f~1 existuje jen
f nom lokdlng a neumime
obecnou formuli

kubické celé R c? h  je opé&t | formule s odmocn-

splajny h splajn inami a jen lokalné

racionalni | celé R mimo | C*° | opét existuje jen lokdln&

funkce f/g | kofeny g raciondlni a neumime obec-
funkce: nou formuli
f'g—fg’




Derivace elementdrnich
00000000000000e

funkce definiéni trida | derivace inverze

obor
mocninné interval C*> | funkce existuje viude a
funkce x| (0, 00) axa 1 je op&t mocninnou

funkei yt/2

exponenci- | celé R C*> | existuje logaritmicka
alni funkce v8ude a je | funkce log,
a%, a > 0, Ina-a*
a#l
gonio- celé R C*> | existuje cyklometrické
metrické viude, funkce, existuji
funkce vzorec lokdlné
sin x, cos X zname
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