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Véty o stfedni hodnoté

Odvodime né&kolik vysledki, které ndm umoZni snaze pracovat
s funkcemi pFi modelovani redlnych problémd.

Véta (Rolleova)

Necht funkce f : R — R je spojitd na intervalu [a, b] a
diferencovatelnd uvnit¥ tohoto intervalu. JestliZe plati f(a) = f(b),
pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f'(c) = 0.
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Dikaz.

Funkce f spojita na uzavieném intervalu (tj. kompaktni mnoZing)
ma na ném maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum
mélo stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by funkce f byla
konstantni a tedy i jeji derivace by byla nulova ve viech bodech
intervalu (a, b).
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Dikaz.

Funkce f spojita na uzavieném intervalu (tj. kompaktni mnoZing)
ma na ném maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum
mélo stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by funkce f byla
konstantni a tedy i jeji derivace by byla nulova ve viech bodech
intervalu (a, b).

P¥edpokladejme tedy, Ye bud maximum nebo mimimum je jiné a
necht nastava jedno z nich ve vnit¥nim bod& c. Pak oviem neni
moZné, aby v ¢ bylo f’(c) # 0, protoZe to by v tomto bodé& byla
funkce f bud rostouci nebo klesajici a jist& by tedy v okoli bodu ¢
nabyvala v&tsich i mensich hodnot, neZ je f(c). O
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Z Rolleovy véty snadno vyplyva tzv. véta o stfedni hodnoté.

Véta (Lagrangeova)

Necht funkce f : R — R je spojitd na intervalu [a, b] a
diferencovatelnd uvnit¥ tohoto intervalu. Pak existuje ¢ € (a, b)
takové, Ze

f(b) — f(a)

file) = b—a
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Diikaz.

Dikaz je prostym zapisem geometrického vyznamu tvrzeni: k se¢né
mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje te¢na, kterd je s ni
rovnob&zna (viz obrazek).
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Diikaz.

Dikaz je prostym zapisem geometrického vyznamu tvrzeni: k se¢né
mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje te¢na, kterd je s ni
rovnob&zna (viz obrazek). Rovnice na¥i seny je

— oy — f(b) — f(a)
y =g(x)=f(a) + ﬁ(x —a).

Rozdil h(x) = f(x) — g(x) udava vzdélenost grafu od seény
(v hodnotach y). Jist& plati h(a) = h(b) a

H(x) = f/(x) — f(bgiz(").

]

Podle predchozi véty existuje bod c, ve kterém je h'(c) = 0.




Vétu o stfedni hodnoté mizeme také prepsat ve tvaru:
f(b) = f(a) + f'(c)(b— a)

a v p¥ipad& parametricky zadané k¥ivky v rovinég, tj. dvojice funkci
y = f(t), x = g(t), je stejny vysledek o existenci rovnob&zné te&ny
k se¢né krajnimi body popsan takto:

Disledek (Cauchyova v&ta o stfedni hodnotg)

Necht funkce y = f(t) a x = g(t) jsou spojité na intervalu [a, b] a
diferencovatelné uvnit¥ tohoto intervalu a g'(t) # 0 pro vSechny
t € (a,b). Pak existuje bod c € (a, b) takovy, Ze plati




Vétu o stfedni hodnoté mizeme také prepsat ve tvaru:
f(b) = f(a) + f'(c)(b— a)

a v p¥ipad& parametricky zadané k¥ivky v rovinég, tj. dvojice funkci
y = f(t), x = g(t), je stejny vysledek o existenci rovnob&zné te&ny
k se¢né krajnimi body popsan takto:

Disledek (Cauchyova v&ta o stfedni hodnotg)

Necht funkce y = f(t) a x = g(t) jsou spojité na intervalu [a, b] a
diferencovatelné uvnit¥ tohoto intervalu a g'(t) # 0 pro vSechny
t € (a,b). Pak existuje bod c € (a, b) takovy, Ze plati

Vsimnéte si, Ze jakkoliv jde o dlsledek pfedchozich tvrzeni, zaroven
tato tvrzeni i zobeciiuje (g(t) = t).
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Dikaz.
Opét spoléhame na pouziti Rolleovy véty. PoloZime proto

h(t) = (f(b) — f(a))g(t) — (g(b) — g(a))f ().

Nyni h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b). h(b) = f(b)g(a) — f(a)g(b),
takZe existuje ¢ € (a, b) takovy, ze h'(c) = 0. Protoze je
g'(c) # 0, dostdvdme pravé pozadovany vztah. N
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Véty o stfedni hodnot& maji celou ¥adu disledki tykajicich se
vlastnosti funkci. Nap¥.:

o Které funkce maji nulovou derivaci? — Pouze konstantni
funkce.

o Které funkce maji stejnou derivaci? — Pravé ty funkce, které
se navzdjem [is/ o konstantu.

Dusledek

Je-li f(x) diferencovatelnd na (a, b) a je-li f'(x) =0 na (a, b),
potom
f(x)=c na(a,b).
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Dukaz.

Pro libovolné dva body x1,x2 € (a, b), x1 < x2, plati, Ze f(x) je
spojitd na [x1, xo] (nebot existuje vlastni f/(x)) a diferencovatelnd
na (x1,x2). Podle Lagrangeovy véty je pak pro n&jaky bod

CE(Xl,XQ)
el 2M) _py—0, 5 fa) = flo)

A protoze byly body x; a x» vybrany libovoln& v intervalu (a, b),
musi byt nutn& f(x) konstantni na intervalu (a, b). O
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Dusledek

Jsou-li f(x) a g(x) diferencovatelné na (a, b) a je-li f'(x) = g'(x)
na (a, b), potom f(x) = g(x) + ¢ na (a,b), tj. f(x) a g(x) se lis7
o konstantu.

Funkce (f — g)(x) je diferencovatelnd na (a, b) a
(f —g)'(x) = f'(x) — g’(x) =0 na (a, b). Podle pfedchoziho

disledku je pak f(x) — g(x) = c na (a, b), tj. f(x) = g(x) + c na
(a, b). O
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Podobna dvaha jako v poslednim tvrzeni vede k mimo¥adné
uzite¢nému ndstroji pro po&itani limit funkci. Je znam jako
L’Hospitalovo pravidlo:
Véta
Predpokladejme, Ze f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu
xo € R, ne vak nutné& v bodé& xo samotném, a necht existuji limity

lim f(x) =0, lim g(x) = 0.

X—rX0 X—rX0

Jestlize existuje limita

pak existuje i limita

a jsou si rovny.
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Poznamka

@ L'Hospitalovo pravidlo nelze pouZit, pokud limita podilu
derivaci neexistuje. Nap¥. limita podilu funkci

lim
xX—00 X

sin ohr.
in x ’ty o,

ale limita podilu derivaci neexistuje, protoze

(sin x)’ . Cosx . o
lim ~——* = lim —— = lim cosx (neexistuje).
X—00 (X)/ x—oo 1 X—00
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Poznamka

@ L'Hospitalovo pravidlo nelze pouZit, pokud limita podilu
derivaci neexistuje. Nap¥. limita podilu funkci

lim
xX—00 X

sin ohr.
in x ’ty o,

ale limita podilu derivaci neexistuje, protoze

(sin x)’ . Cosx . o
lim oy = lim e lim cosx (neexistuje).
X—00 X X—$00 X—$00
@ Pravidlo nelze pouZit na typ limity C"‘E)ﬂ. Nap¥. limita podilu
funkcfi
arctg x : 3
- = = = 0
x—00 arccotg X YP o+ ’

ale limita podilu derivaci je rovna -1.
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Dikaz

Bez djmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze v xg maji funkce
f a g nulovou hodnotu.

Vysledek je opét jednoduse predstavitelny pomoci obrazku.
UvaZujme body [g(x), f(x)] € R? parametrizované promé&nnou x.
Podil hodnot pak odpovidd smérnici se¢ny mezi body [0,0] a
[g(x), f(x)]. Zaroveli vime, Ze podil derivaci odpovidd smé&rnici
teény v pfislusném bod&. Z existence limity smérnic tecen tedy
chceme dovodit existenci limity smérnic seéen.
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Dikaz — pokr.

Technicky Ize vyuZit véty o stfedni hodnoté v parametrickém tvaru.
PYedné si uvédomme, Ze v tvrzeni véty implicitné predpokldddme
existenci vyrazu f'(x)/g’(x) na n&jakém okoli xg, zejména tedy pro
dostate&né blizké body ¢ k xo bude g’(c) # 0.

lim —= = |im M: lim f/(CX)
X—+Xo g(X) X—rX0 g(x) — g(XO) X—5X0 g/(Cx)

9

kde ¢y je &islo mezi xg a x. Nyni si v§imnéme, Ze z existence limity
limy_x, % vyplyva, Ze stejnou hodnotu bude mit i limita
libovolné posloupnosti vzniklé dosazenim hodnot x = x,, jdoucich

k xp do f'(x)/g’(x). Zejména tedy miizeme dosadit jakoukoliv
posloupnost ¢, pro x, — Xp a proto bude existovat i limita
limy—x, ;(—z; a posledni dvé limity zjevné budou mit stejnou
hodnotu. Igokézali jsme tedy, Ze nase hledana limita existuje a ma
také stejnou hodnotu. [




L'Hospitalovo pravidlo
0000e@00

Jednoduse Ize rozsitit L'Hospitalovo pravidlo i pro limity
v nevlastnich bodech 00 a v p¥ipadé nevlastnich hodnot limit.
Je-li, napt.
lim f(x)=0, lim g(x)=0,
X—>00

X—00

potom je limy_0, f(1/x) =0 a limy_0, g(1/x) = 0. Zarove#
z existence limity podilu derivaci v nekoneénu dostaneme

T GICTE)) . F(1/)(=1/x%) _ im T F(X)

B G@)) . g (1/x)(C1jx2) B, g(1fx) ~ xe ()

PouZitim pFedchozi véty tedy dostdvame, Ze v tomto p¥ipadé bude
existovat i limita podilu

im Ty FA20 ()

X—00 g(x) x—04 g(l/X) - XLrgO g,(X).




L'Hospitalovo pravidlo
00000@0

Jesté jednodussi je postup pti vypoltu limity v p¥ipadé&, kdy

XI|_>rr)1<0 f(x) = £oo, XI|_>n;|<O g(x) = %o0.

Stadi totiz psat
) | 1/a(x)
x—x0 g(x)  x—x0 1/f(x)’

coz? je jiz ptipad pro pouZiti L'Hospitalova pravidla z pfedchozi véty.

Necht f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu xo € R, ne
viak nutné& v bodé& xo samotném, a necht existuji limity
limy_yx, F(x) = £00 a limy_,, g(x) = £oo. JestliZe existuje limita

limi=s g% ; pak existuje i limita limy_,, ;E’;)) a jsou si rovny.
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Priklad

o
: . Inx rHosp. . (Inx)
lim xInx= lim —— =" lim -
x—0F x—0F X x—0F (1
1
= lim 23 = lim (—x) =0
x—=0t —= x—0F
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Priklad

o

: . Inx rHosp. . (Inx)
lim xInx= lim —— =" lim -

x—0F x—0F X x—0F (1

1
= lim 23 = lim (—x) =0
x—=0t —= x—0F
g .
lim xX = lim & In x ellmx_>0+x In x eO —1
x—0T x—0F
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Implicitni derivace
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Pokud mdme zaddnu funkci f(x) vzorcem y = f(x), hovo¥ime

o jejim explicitnim zadani. Obecné&jsim zaddnim funkce je rovnice
F(x,y) =0, kde zavisld prom&nnd y p¥edstavuje ,,nezndmou*
funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepotfebujeme) vyFesit
vzhledem k y, pak hovofime o funkci zadané implicitné. Avsak i

v tomto obecn&jsim p¥ipadé budeme schopni vypotitat y'(x) (aniz
bychom znali explicitni vzorec pro y(x)), a to pomoci pravidla pro
derivaci slozené funkce.
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Ptiklad

Rovnice y? = x definuje dvé& diferencovatelné funkce

1 1
= X’ = — X : / = — / [
y=vx Y2 Vx N=5 % Y2 2%
Avsak i bez znalosti samotnych funkci y1 a y» lze derivovanim
rovnice y? = x spotitat, Ze

1
V)= = 20=1 = yl:ﬂ’

co? je jediny vzorec pro y’ obsahujici jak y; tak y».
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Ptiklad

Rovnice y? = x definuje dvé& diferencovatelné funkce

1 1
y].:\/)?) )/2:—\/; = y{:ﬁ, yé:_ﬁ (X >0)

Avsak i bez znalosti samotnych funkci y1 a y» lze derivovanim
rovnice y? = x spotitat, Ze

1
V)= = 20=1 = yl:ﬂ’

co? je jediny vzorec pro y’ obsahujici jak y; tak y».

P¥i derivovani implicitn& zadanych funkci obsahuhe vysledna
derivace y’ jak prom&nnou x tak prom&nnou y (na rozdil od
bé&Zného derivovani funkce, kdy je ve vysledku pouze prom&nna x).
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Ur&ete sm&rnici te¢ny ke kruznici x? + y? = 25 v bod& P = [-3, 4].




Implicitni derivace
ooe

Ur&ete sm&rnici te¢ny ke kruznici x? + y? = 25 v bod& P = [-3, 4].

Regeni

Derivovanim zadané rovnice podle promé&nné x dostaneme

X
(2+y%) =25 = 2x+2p/=0 = yf:_;,

A proto je smérnice te¢ny v bodé P (=derivace v bod& P) rovna

. —3_3
Y =" T
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Diferencial funkce a Tayloriiv polynom
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Diferencial funkce je pojem, ktery se pro funkce jedné proménné
vyuZiva pouze pro potfeby integrovani nebo pro ptiblizné vypocty.
Pro funkce vice promé&nnych ma mnohem v&tsi vyznam (viz
MB103).

Definice

Necht xg € D(f) je bod, ve kterém existuje vlastni derivace f'(xo)
funkce y = f(x). Potom definujeme

e diferencial dx (diferencial nezavislé prom&nné) jako

(pro x blizko xp),

e diferencial dy (diferencidl zavislé promé&nné) jako
’ dy = f'(xo) . dx ‘

Alternativni znaZeni pro dy je df, p¥ipadné& df (xp) pokud chceme
zdlraznit, Ze se jedna o diferencial v bodé xg.

Uvédomte si, Ze pokud je x napravo od xp, je dx = x — xp > 0,
pokud je ale x nalevo od xp, je dx = x — xg < 0.
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Co to vlastné ten diferencial je?
Pokud se podivdme na rovnici te¢ny v bod& xp, mame

y =y = f'(x0) (x — %), kde yo = f(x0),
y — f(x0) = f'(x0) dx = df (xo)-
——

dy
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Co to vlastné ten diferencial je?
Pokud se podivdme na rovnici te¢ny v bod& xp, mame

y =y = f'(x0) (x — %), kde yo = f(x0),
y — f(x0) = f'(x0) dx = df (xo)-
d
ly

Vidime tedy, Ze diferencial dy je zména funknich hodnot na te¢né.
A protoZe hodnoty na te&n& aproximuji funk&ni hodnoty f(x) pro x
blizko bodu xg, plyne odtud vzoreéek pro p¥iblizné vypolty:

f(x) =~ f(x0) + df(x),  ti.  f(x)= f(x)+ f'(x0) (x — x0).

(Jednd se vlastn& o rovnici te€ny trosku zapsanou jinym
zplsobem). Tedy hodnoty funkce f(x) pro x ,blizko" bodu xp se
p¥iblizné rovnaji hodnotam na te¢né v bodé xg, p¥icemz pro tento
vypocet musime znat hodnotu funkce f(xgp) a derivace f'(xp)

v bodé& xg.

Diferencial je tedy pFiblizna zména funkcnich hodnot pro x blizko
X0-
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Pomocf diferencidlu p¥iblizné vypoctéte /85.
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Pomocf diferencidlu p¥iblizné vypoctéte /85.

|
K
N

Reseni

ProtoZe zname /81 = 9, poloZzime xg = 81 a x = 85, tj.
dx = x — xp = 4. Tedy pro f( )= \/>? potom je f'(x) =
tedy £(81) =9 a /(81) =
potom plyne, Ze

1
2¢/x' a
2f 18. Ze vzorce pro aproximaci

f(85) ~ f(81) + df(81) = £(81) + f/(81) dx, tj.

1 2 83
V85 ~ — 4= —=—=02222....
85 ~ 9+18 4 = 9+9 9 9




Diferencial funkce a Tayloriiv polynom
©00®0000

Pomocf diferencidlu p¥iblizné vypoctéte /85.

|
K
N

Reseni

ProtoZe zname /81 = 9, poloZzime xg = 81 a x = 85, tj.
dx = x — xp = 4. Tedy pro f( )= \/>? potom je f'(x) =
tedy £(81) =9 a /(81) =
potom plyne, Ze

1
2¢/x' a
2f 18. Ze vzorce pro aproximaci

f(85) ~ f(81) + df(81) = £(81) + f/(81) dx, tj.

1 2 83
V85 ~ — 4= —=—=02222....
85 ~ 9+18 4 = 9+9 9 9

Pro srovnani je pfesna hodnota /85 = 9.2195. ...




Diferencial funkce a Tayloriiv polynom
0000000

Taylorliv polynom

Vidéli jsme, Ze pro aproximaci funkce pomoci linedrniho polynomu
slouZi te¢na (tedy diferencidl). Lze ale pouZit i aproximace vy$3ich
radd. V tomto obecné&jsim pfipadé potom hovofime o Taylorové
polynomu.
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Taylorliv polynom

Vidéli jsme, Ze pro aproximaci funkce pomoci linedrniho polynomu
slouZi te¢na (tedy diferencidl). Lze ale pouZit i aproximace vy$3ich
radd. V tomto obecné&jsim pfipadé potom hovofime o Taylorové
polynomu.

Definice

Necht xg € D(f) je bod, ve kterém existuji vlastni derivace f'(xo),
f(x0), ..., F("(xo) funkce f(x) aZ do ¥adu n. Tayloriv polynom
stupné& n funkce f(x) se sttedem v bodé& xq je polynom

T(x) = Ta(x) = T} (x) = T, (xi x0)

definovany jako

T(X) = f(X0)+f/(X0) (X—X0)+ f”(XO) (X—X0)2+- - f(n;(IXO)

> (x—xq)".
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Alternativné zapisujeme Taylorliv polynom pomoci sumy
n
9 (x0) k
T(x)=)_ o (=%,
k=0

p¥icemz pro k = 0 klademe 0! := 1 a f(O(x) := f(x).
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Alternativné zapisujeme Taylorliv polynom pomoci sumy

N ) (x
T =3 00 (o)

k!
k=0

p¥icemz pro k = 0 klademe 0! := 1 a f(O(x) := f(x).

Pozndamka

(i) Taylorv polynom stupné n = 0 se stfedem v bod& xg je tedy
polynom

To(x) = (%),

tedy jednd se o konstantni funkci.

(ii) Tayloriv polynom stupn& n = 1 se stfedem v bodé xp je tedy
polynom

T1(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0)-

Vidime tedy, Ze tento polynom je pfesné rovnice te¢ny nebo
také vyjadFuje aproximaci funkce f(x) pomoci diferencialu .
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Ur&ete Taylortiv polynom pro funkce f(x) = sin(x), g(x) = €*.

Necht f(x) md spojité derivace f'(x), f"(x), ..., f("(x) na
uzavieném intervalu [a, b] a necht existuje vlastni derivace
f(*1(x) na oteveném intervalu (a, b). Potom pro kaZdy bod
x € (a, b) existuje bod c € (a,x) tak, Ze plati rovnost

f‘(n+1)(c)

F() = Tol) + Ralx),  kde Ro(x) = s

_ a)n—|—1

9

kde T,(x) je Tayloriiv polynom stupné& n funkce f(x) se stfedem
v bodé a.
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Diikaz.

Toto dillezité tvrzeni je dlsledkem Rolleovy véty o stfedni hodnoté.
Podrobnosti jsou ve skriptech. [

Pozndamka

S rostoucim n se stupei Taylorova polynomu zvy%uje, aZ se pro

n — oo dostdvame v polynomu T,(x) k souttu nekone&né& mnoha
¢lenl — tzv. nekonecné Fadé. Vice o tomto tématu probereme
pozdéji.
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Diferencial funkce a Tayloriiv polynom
©000000e

Toto dillezité tvrzeni je dlsledkem Rolleovy véty o stfedni hodnoté.
Podrobnosti jsou ve skriptech. [

Poznamka

S rostoucim n se stupei Taylorova polynomu zvy%uje, aZ se pro

n — oo dostdvame v polynomu T,(x) k souttu nekone&né& mnoha
¢lenl — tzv. nekonecné Fadé. Vice o tomto tématu probereme
pozdéji.

Ptiklad
Odhadnéte chybu v bodé x = 7 Taylorova polynomu stupné n =6
funkce f(x) = cos x se stfedem v bod& xp = 0.




Pribéh funkce

Plan predndasky

© Pribeh funkce
@ Konvexnost, konkdvnost, inflexe
@ Asymptoty
@ Celkovy pribéh funkce



Pribéh funkce
0

Monotonie a extrémy

Funkce f(x) je

@ rostouci (resp. neklesajici) na intervalu I, pokud f(x1) < f(x2)
(resp. f(x1) < f(x2)) pro kazdé x1,x2 € I, x1 < xp,

@ klesajici (resp. nerostouci)na intervalu I, pokud f(x1) > f(x2)
(resp. f(x1) > f(x2)) pro kazdé xi,x € I, x1 < x2,




Pribéh funkce
0

Monotonie a extrémy

Funkce f(x) je

@ rostouci (resp. neklesajici) na intervalu I, pokud f(x1) < f(x2)
(resp. f(x1) < f(x2)) pro kazdé x1,x2 € I, x1 < xp,

@ klesajici (resp. nerostouci)na intervalu I, pokud f(x1) > f(x2)
(resp. f(x1) > f(x2)) pro kazdé xi,x € I, x1 < x2,
Funkce f(x) md v bod& xo € D(f)
@ lokdIni maximum, pokud f(x) < f(xp) pro viechna x z
néjakého okoli bodu xp,

@ lokdlni minimum, pokud f(x) > f(xp) pro viechna x z
néjakého okoli bodu xp.




Pribéh funkce
0

Monotonie a extrémy

Funkce f(x) je

@ rostouci (resp. neklesajici) na intervalu I, pokud f(x1) < f(x2)
(resp. f(x1) < f(x2)) pro kazdé x1,x2 € I, x1 < xp,

@ klesajici (resp. nerostouci)na intervalu I, pokud f(x1) > f(x2)
(resp. f(x1) > f(x2)) pro kazdé xi,x € I, x1 < x2,
Funkce f(x) md v bod& xo € D(f)

@ lokdIni maximum, pokud f(x) < f(xp) pro viechna x z
néjakého okoli bodu xp,

@ lokdlni minimum, pokud f(x) > f(xp) pro viechna x z
néjakého okoli bodu xp.

Analogicky ostré lokalni maximum (minimum.




Pribéh funkce
oce

Podminky monotonie

Necht f(x) md vlastni derivaci na otevfeném intervalu |. Potom
plati nasledujicr.

@ Funkce f(x) je neklesajici na intervalu | < f'(x) >0 Vx € I.




Pribéh funkce
oce

Podminky monotonie

Necht f(x) md vlastni derivaci na otevfeném intervalu |. Potom
plati nasledujicr.

@ Funkce f(x) je neklesajici na intervalu | < f'(x) >0 Vx € I.
@ Funkce f(x) je rostouci na intervalu | < f'(x) >0Vx € I,
pFi¢emZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu

intervalu [.




Pribéh funkce
oce

Podminky monotonie

Necht f(x) md vlastni derivaci na otevfeném intervalu |. Potom
plati nasledujicr.

@ Funkce f(x) je neklesajici na intervalu | < f'(x) >0 Vx € I.
@ Funkce f(x) je rostouci na intervalu | < f'(x) >0Vx € I,
pFi¢emZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu

intervalu [.
© Funkce f(x) je nerostouci na intervalu | < f'(x) <0 Vx € [.




Pribéh funkce
oce

Podminky monotonie

Necht f(x) md vlastni derivaci na otevfeném intervalu |. Potom
plati nasledujicr.
@ Funkce f(x) je neklesajici na intervalu | < f'(x) >0 Vx € I.

@ Funkce f(x) je rostouci na intervalu | < f'(x) >0Vx € I,
pFi¢emZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu
intervalu I.

© Funkce f(x) je nerostouci na intervalu | < f'(x) <0 Vx € [.

Q Funkce f(x) je klesajici na intervalu | < f'(x) <0Vx € l,
pfi¢emZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu
intervalu I.




Pribéh funkce
°

Body, kde f'(x) = 0, se nazyvaji staciondrni body funkce f(x).

Funkce f(x) maZe mit lokdIni extrémy pouze ve svych
staciondrnich bodech nebo v bodech, kde f'(x) neexistuje.




Pribéh funkce
°

Body, kde f'(x) = 0, se nazyvaji staciondrni body funkce f(x).

Funkce f(x) maZe mit lokdIni extrémy pouze ve svych
staciondrnich bodech nebo v bodech, kde f'(x) neexistuje.

Necht xq je staciondrni bod funkce f(x), tj. f'(xo) = 0, a necht
existuje " (xo).

@ Jeli f"(x0) > 0, potom je v bodé& xo ostré lokdlni minimum.

@ Je-li f"(x0) < 0, potom je v bodé& xy ostré lokdlni maximum.




Pribéh funkce
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Pojmy konvexnost, konkdvnosti a inflexnich bodi slouZi ke studiu

toho, jak dand funkce (&i p¥esngji jeji graf) ,zatd&i". Tyto pojmy
budeme uvaZovat pouze pro diferencovatelné funkce.



Pribéh funkce
®0000000

Pojmy konvexnost, konkdvnosti a inflexnich bodi slouZi ke studiu

toho, jak dand funkce (&i p¥esngji jeji graf) ,zatd&i". Tyto pojmy
budeme uvaZovat pouze pro diferencovatelné funkce.

Necht ma funkce f(x) vlastni derivaci na intervalu | C D(f).
Funkce f(x) se nazyva

e konvexni na intervalu I, pokud je f'(x) neklesajici na /,

e konkdvni na intervalu I, pokud je f'(x) nerostouci na /.




Pribéh funkce
0®000000

Poznamka

To, Ze funkce f'(x) je neklesajici na intervalu / (tj. (x) je
konvexni), znamena, Ze te¢ny maji ,neklesajici smérnici", tj.

graf funkce f(x) zatd&i doleva a te¢ny lezi pod grafem.

To, Ze funkce f/(x) je nerostouci na intervalu I (tj. f(x) je
konkdvni), znamend, Ze te¢ny maji ,,nerostouci smérnici”, tj.

graf funkce f(x) zatd&i doprava a te¢ny lezi nad grafem.




Pribéh funkce
00®00000
Priklad

@ Funkce f(x) = x? ma derivaci f/(x) = 2x, co? je funkce
rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A proto je x* konvexni na R.




Pribéh funkce
00®00000
Priklad

@ Funkce f(x) = x? ma derivaci f/(x) = 2x, co? je funkce
rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A proto je x* konvexni na R.

@ Funkce f(x) = x3 ma derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
[0, 00) funkce rostouci (tudiz neklesajici). A proto je x>
konvexni na [0, co).




Pribéh funkce
00®00000
Priklad

@ Funkce f(x) = x? ma derivaci f/(x) = 2x, co? je funkce
rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A proto je x* konvexni na R.

@ Funkce f(x) = x3 ma derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
[0, 00) funkce rostouci (tudiz neklesajici). A proto je x>
konvexni na [0, co).

© Funkce f(x) = x3 ma derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
(—00, 0] funkce klesajici (tudi# nerostouci). A proto je x3
konkavni na (—o0, 0].




Pribéh funkce
00®00000
Priklad

@ Funkce f(x) = x? ma derivaci f/(x) = 2x, co? je funkce
rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A proto je x* konvexni na R.

@ Funkce f(x) = x3 ma derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
[0, 00) funkce rostouci (tudiz neklesajici). A proto je x>
konvexni na [0, co).

© Funkce f(x) = x3 ma derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
(—00, 0] funkce klesajici (tudi# nerostouci). A proto je x3
konkavni na (—o0, 0].

Q Funkce f(x) = ax + b ma derivaci f'(x) = a, coz je funkce
konstantni (tudiz neklesajici) na R. A proto je ax + b
konvexni na R. Soucasn& je konstantni funkce f'(x) = a
nerostouci na R, a proto je ax + b také konkdvni na R.




Pribéh funkce
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Konvexnost a druha derivace

Necht | C D(f) je otevFeny interval a necht m3 funkce f(x)
druhou derivaci f"(x) na I.

(i) Je-li f"(x) > 0 na I, potom je f(x) konvexni na intervalu I.

(ii) Je-li f"(x) < 0 na I, potom je f(x) konkdvni na intervalu I.




Pribéh funkce
00080000

Konvexnost a druha derivace

Necht | C D(f) je otevFeny interval a necht m3 funkce f(x)
druhou derivaci f"(x) na I.

(i) Je-li f"(x) > 0 na I, potom je f(x) konvexni na intervalu I.

(ii) Je-li f"(x) < 0 na I, potom je f(x) konkdvni na intervalu I.

Dikaz.
ad (i): Je-li f”(x) > 0 na intervalu /, potom je funkce f'(x)
rostouci na intervalu /. Tedy je p¥imo podle definice funkce f(x)

konvexni na intervalu /. my

| A
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Inflexni bod

Tam, kde se méni konvexnost na konkavnost nebo naopak, se
nachdzeji tzv. inflexni body funkce.

Definice

Necht ma funkce f(x) vlastni nebo nevlastni derivaci f/(xp). Je-li
f'(x0) nevlastni, potom navic pfedpokladejme, Ze je f(x) spojita
v bod& xp. Bod xg je inflexni bod funkce f(x), pokud v n&jakém
levém okoli bodu xp je funkce f(x) konvexni a v n&jakém pravém
okoli bodu xp je funkce f(x) konkavni, nebo naopak.




Pribéh funkce
0000000

Vlastnosti inflexnich bodu

(i) Pokud existuje vlastni druhd derivace f"(xg) = 0 v inflexnim
bodé& xy, potom je f"(xp) = 0.
(i) Je-li f"(xo) =0 a f""(x) méni znaménko v bodé& xy, potom je

Xo inflexni bod.
(iii) Je-li f"(x0) = 0 a f"'(x0) # 0, potom je xq inflexni bod.




Pribéh funkce
0000000

Vlastnosti inflexnich bodu

(i) Pokud existuje vlastni druhd derivace f"(xg) = 0 v inflexnim
bodé& xy, potom je f"(xp) = 0.

(i) Je-li f"(xo) =0 a f""(x) méni znaménko v bodé& xy, potom je
Xo inflexni bod.
(iii) Je-li f"(x0) = 0 a f"'(x0) # 0, potom je xq inflexni bod.

Zejména &ast (ii) v predchozi vé&té ukazuje, jak inflexni body najit.
Soutasn& ze zmé&ny znaménka " (x) (tedy jestli se jednd o zménu
z © do @ nebo o zménu z & do &) pozndme, kterym smérem graf

Ve

funkce f(x) v bod& xg ,zata&i".



Pribéh funkce
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Ur&ete monotonii, lokaIni extrémy, konvexnost/konkavnost a
inflexni body funkce

f(x) = x+sinx na intervalu [0, 47].
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Ur&ete monotonii, lokaIni extrémy, konvexnost/konkavnost a
inflexni body funkce

f(x) = x+sinx na intervalu [0, 47].

Regeni

f'(x) = 1+ cosx = 0 implikuje, Ze cos x = —1, tedy x = 7, 37 jsou
staciondrni body (v intervalu [0, 47]). Body, kde neexistuje f’(x)
nejsou. V kazdém z intervall (0,7), (7, 37) a (37, 4m) vybereme
jeden bod pro uréeni znaménka f’(x) v t&hto intervalech. Tedy

f(x) je rostouci na [0, 4x],
f(x) nema lokalni extrémy.
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Regeni ptikladu — pokr.

Regeni

f"(x) = —sinx = 0 implikuje, Ze x = 0, 7, 2w, 37, 47 jsou
kandidati na inflexni body. V kazdém z intervald (0, x), (7, 27),
(2m,37) a (3m,47) vybereme jeden bod pro uréeni znaménka
f"(x) v té&hto intervalech. Tedy

f(x) je konvexni na [m,27] a na [37,4n],
f(x) je konkdvni na [0, 7] a na [2m,37],
f(x) mad inflexi v bodech x = 7, 27, 3.

A protoZe mizeme jednoduse vypoditat funkéni hodnoty a hodnoty
derivace (pro sklon te€ny) ve zmifiovanych stacionarnich, inflexnich
a krajnich bodech, miZeme také naértnout graf této funkce na
intervalu [0, 47].




Pribéh funkce

Asymptoty

Funkce f(x) miZe mit jako asymptotu svislou p¥imku (asymptota
bez smérnice) nebo p¥imku se smérnici. Ve druhém ptipadé pak
rozliSujeme asymptoty v oo a v —00.



Pribéh funkce

Asymptoty

Funkce f(x) miZe mit jako asymptotu svislou p¥imku (asymptota
bez smérnice) nebo p¥imku se smérnici. Ve druhém ptipadé pak
rozliSujeme asymptoty v oo a v —00.

Definice
@ P¥imka x = xo (svisld pfimka) je asymptotou bez smérnice
funkce f(x), pokud je alespoii jedna jednostranna limita
v bodé& xp nevlastni, tj.
lim, .+ f(x) = £o0 nebo lim

f(x) = £o0.

X_>XO




Pribéh funkce

Asymptoty

Funkce f(x) miZe mit jako asymptotu svislou p¥imku (asymptota
bez smérnice) nebo p¥imku se smérnici. Ve druhém ptipadé pak
rozliSujeme asymptoty v oo a v —00.

Definice

@ P¥imka x = xo (svisld pfimka) je asymptotou bez smérnice
funkce f(x), pokud je alespoii jedna jednostranna limita
v bodé& xp nevlastni, tj.

Iimxﬁxgr f(x) = +o0 nebo IimX_>XO, f(x) = foo.
o P¥imka y = ax + b (a, b € R) je asymptotou se smérnici v oo,
pokud

lim [f(x) — (ax + b)] = 0.

X—>00

Podobné pro asymptotu se smérnici v —oo.




:
Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).
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Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).

(b) Funkce f(x) = $1X m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £o0),
protoze

. . hr.
lim <S|nx_0>: lim X ’typ onr. =0.

x—+o0 X x—+oo X +o0




:
Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).

(b) Funkce f(x) = $1X m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £o0),
protoze

. . hr.
lim <S|nx_0>: lim X ’typ onr. =0.

x—+o0 X x—+oo X +o0

(c) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v +00).
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Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).

(b) Funkce f(x) = $1X m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £o0),
protoze

. . hr.
lim <S|nx_0>: lim X ’typ onr. =0.

x—+o0 X x—+oo X +o0

(c) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v +00).




:
Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).

(b) Funkce f(x) = $1X m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £o0),
protoze

im <S|nx_0>: im sin x

x—+o0 X x—+oo X

¢ ohr. 0
yp Too | T

(c) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v +00).

Poznamka
Je zfejmé, Ze asymptoty bez smérnice mohou byt pouze v bodech
nespojitosti funkce f(x). Samozfejmé& ne kazdy bod nespojitosti

zadavd asymptotu, viz nap¥. f(x) = % v xp = 0.
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Asymptoty se smérnici

P¥imka y = ax + b je asymptotou funkce f(x) voo <

Podobné&, pfimka y = ax + b je asymptotou funkce f(x) v —oco &

a= lim @, b= lim [f(x)— ax].

xX——00 X X——00
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C

Diikaz.
Byti asymptotou v co znamend, Ze f(x) ~ ax + b pro x — oo.
Tedy pokud obé strany podélime vyrazem x, dostaneme, Ze

f(x)

X

b
~a+ — pro x — 0.
X

A protoZe vyraz g — 0 pro x — o0, dostavame odtud vzoretek pro

hodnotu koeficientu a.
Daéle, zname-li koeficient a, potom

f(x)—ax=~b pro x — o0.

Ol

Samoz¥ejmé&, pokud alespoii jedna z limit definujicich koeficienty a,
b je nevlastni nebo neexistuje, tak potom dana funkce asymptotu
v pfislusném oo nebo —oo nema.
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Uréete asymptoty funkce
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Priklad

Uréete asymptoty funkce

Rege
x = —2 je asymptota bez smérnice.

| A

\
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C

Priklad

Uréete asymptoty funkce
—2)3
fx) = =2
(x+2)
x = —2 je asymptota bez smérnice.
ay =lim oo 8 — ... — 1 b, = ... = —10. Podobné pro
x — —00. Proto y = x — 10 je asymptota v oo i v —o0.

\
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Celkovy priibéh funkce

P¥i vySetfovani prib&hu funkce uréime

@ defini¢ni obor (pokud jiz neni zadan),
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Celkovy priibéh funkce

P¥i vySetfovani prib&hu funkce uréime
@ defini¢ni obor (pokud jiz neni zadan),
@ prvni derivaci f'(x) a v8e co z nf Ize urtit, tj. staciondrni body,

body kde neexistuje f’(x), intervaly monotonie (rostouci a
klesajici f(x)) a lokalni extrémy.
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Celkovy priibéh funkce

P¥i vySetfovani prib&hu funkce uréime
@ defini¢ni obor (pokud jiz neni zadan),
@ prvni derivaci f'(x) a v8e co z nf Ize urtit, tj. staciondrni body,

body kde neexistuje f’(x), intervaly monotonie (rostouci a
klesajici f(x)) a lokalni extrémy.

@ druhou derivaci f”(x) a v&e co z ni Ize uriit, tj. konvexnost,
konkdvnost a inflexni body, pfipadné lokalni extrémy.
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Celkovy priibéh funkce

P¥i vySetfovani prib&hu funkce uréime

@ defini¢ni obor (pokud jiz neni zadan),

@ prvni derivaci f'(x) a v8e co z nf Ize urtit, tj. staciondrni body,
body kde neexistuje f’(x), intervaly monotonie (rostouci a
klesajici f(x)) a lokalni extrémy.

@ druhou derivaci f”(x) a v&e co z ni Ize uriit, tj. konvexnost,
konkdvnost a inflexni body, pfipadné lokalni extrémy.

@ asymptoty bez smérnice a se smérnici,
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Celkovy priibéh funkce

P¥i vySetfovani prib&hu funkce uréime

@ defini¢ni obor (pokud jiz neni zadan),

@ prvni derivaci f'(x) a v8e co z nf Ize urtit, tj. staciondrni body,
body kde neexistuje f’(x), intervaly monotonie (rostouci a
klesajici f(x)) a lokalni extrémy.

@ druhou derivaci f”(x) a v&e co z ni Ize uriit, tj. konvexnost,
konkdvnost a inflexni body, pfipadné lokalni extrémy.

@ asymptoty bez smérnice a se smérnici,

@ hodnoty funkce f(x) a derivace f’(x) ve viech ,vyzna&nych*
bodech (nap¥, staciondrnich a inflexnich bodech, kde
neexistuje f'(x) nebo f”(x), v krajnich bodech, atd.),
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Celkovy priibéh funkce

P¥i vySetfovani prib&hu funkce uréime
@ defini¢ni obor (pokud jiz neni zadan),
@ prvni derivaci f'(x) a v8e co z ni |ze urtit, tj. staciondrni body,

body kde neexistuje f’(x), intervaly monotonie (rostouci a
klesajici f(x)) a lokalni extrémy.

@ druhou derivaci f”(x) a v&e co z ni Ize uriit, tj. konvexnost,
konkdvnost a inflexni body, pfipadné lokalni extrémy.

@ asymptoty bez smérnice a se smérnici,

@ hodnoty funkce f(x) a derivace f’(x) ve viech ,vyzna&nych*
bodech (nap¥, staciondrnich a inflexnich bodech, kde
neexistuje f'(x) nebo f”(x), v krajnich bodech, atd.),

@ a nakonec ze vSech téchto informaci sestrojime graf funkce

f(x).
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Vysetrete celkovy pribéh funkce

f(x) :%—i—lnx.




Priklad

Vysetrete celkovy pribéh funkce

f(x) :%—i—lnx.

Reseni

e Defini¢ni obor je D(f) = (0, c0).




Priklad

Vysetrete celkovy pribéh funkce

f(x) :%—i—lnx.

e Defini¢ni obor je D(f) = (0, c0).

@ Prvni derivace f'(x) = XX—_ZI, tj. x = 1 je jediny stacionarni bod
(a z vyZetteni okoli je zFejmé& globalnim minimem funkce f(x)).




Priklad
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e f(x) nemd Zadnou asymptotu se smé&rnici

@ Hodnoty funkce f(x) a derivace f'(x) ve viech ,vyzna&nych"
bodech:
f(1)=1, f(1)=0, f(2)=3i+m2~119, £(2)=

1
A
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