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Roman Hilscher – MB102, e-text.

Zuzana Došlá, Jaroḿır Kuben – Diferenciálńı počet funkćı
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Věty o sťredńı hodnotě

Odvod́ıme několik výsledk̊u, které nám umožńı snáze pracovat
s funkcemi p̌ri modelováńı reálných problémů.

Věta (Rolleova)

Necht’ funkce f : R→ R je spojitá na intervalu [a, b] a
diferencovatelná uvniťr tohoto intervalu. Jestliže plat́ı f (a) = f (b),
pak existuje c ∈ (a, b) takové, že f ′(c) = 0.
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Důkaz.

Funkce f spojitá na uzav̌reném intervalu (tj. kompaktńı množině)
má na něm maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum
mělo stejnou hodnotu f (a) = f (b), pak by funkce f byla
konstantńı a tedy i jej́ı derivace by byla nulová ve všech bodech
intervalu (a, b).

Předpokládejme tedy, že bud’ maximum nebo mimimum je jiné a
necht’ nastává jedno z nich ve vniťrńım bodě c. Pak ovšem neńı
možné, aby v c bylo f ′(c) 6= 0, protože to by v tomto bodě byla
funkce f bud’ rostoućı nebo klesaj́ıćı a jistě by tedy v okoĺı bodu c
nabývala věťśıch i menš́ıch hodnot, než je f (c).
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intervalu (a, b).
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Z Rolleovy věty snadno vyplývá tzv. věta o sťredńı hodnotě.

Věta (Lagrangeova)

Necht’ funkce f : R→ R je spojitá na intervalu [a, b] a
diferencovatelná uvniťr tohoto intervalu. Pak existuje c ∈ (a, b)
takové, že

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
.
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Důkaz.

Důkaz je prostým zápisem geometrického významu tvrzeńı: k sečně
mezi body [a, f (a)] a [b, f (b)] existuje tečna, která je s ńı
rovnoběžná (viz obrázek).

Rovnice naš́ı sečny je

y = g(x) = f (a) +
f (b)− f (a)

b − a
(x − a).

Rozd́ıl h(x) = f (x)− g(x) udává vzdálenost grafu od sečny
(v hodnotách y). Jistě plat́ı h(a) = h(b) a

h′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)

b − a
.

Podle p̌redchoźı věty existuje bod c, ve kterém je h′(c) = 0.
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rovnoběžná (viz obrázek). Rovnice naš́ı sečny je
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Větu o sťredńı hodnotě můžeme také p̌repsat ve tvaru:

f (b) = f (a) + f ′(c)(b − a)

a v p̌ŕıpadě parametricky zadané ǩrivky v rovině, tj. dvojice funkćı
y = f (t), x = g(t), je stejný výsledek o existenci rovnoběžné tečny
k sečně krajńımi body popsán takto:

Důsledek (Cauchyova věta o sťredńı hodnotě)

Necht’ funkce y = f (t) a x = g(t) jsou spojité na intervalu [a, b] a
diferencovatelné uvniťr tohoto intervalu a g ′(t) 6= 0 pro všechny
t ∈ (a, b). Pak existuje bod c ∈ (a, b) takový, že plat́ı

f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g ′(c)
.

Všimněte si, že jakkoliv jde o důsledek p̌redchoźıch tvrzeńı, zároveň
tato tvrzeńı i zobecňuje (g(t) = t).
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Důkaz.

Opět spoléháme na použit́ı Rolleovy věty. Polož́ıme proto

h(t) = (f (b)− f (a))g(t)− (g(b)− g(a))f (t).

Nyńı h(a) = f (b)g(a)− f (a)g(b), h(b) = f (b)g(a)− f (a)g(b),
takže existuje c ∈ (a, b) takový, že h′(c) = 0. Protože je
g ′(c) 6= 0, dostáváme právě požadovaný vztah.
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Věty o sťredńı hodnotě maj́ı celou řadu důsledk̊u týkaj́ıćıch se
vlastnosti funkćı. Nap̌r.:

Které funkce maj́ı nulovou derivaci? – Pouze konstantńı
funkce.

Které funkce maj́ı stejnou derivaci? – Právě ty funkce, které
se navzájem lǐśı o konstantu.

Důsledek

Je-li f (x) diferencovatelná na (a, b) a je-li f ′(x) = 0 na (a, b),
potom

f (x) ≡ c na (a, b).
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Důkaz.

Pro libovolné dva body x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2, plat́ı, že f (x) je
spojitá na [x1, x2] (nebot’ existuje vlastńı f ′(x)) a diferencovatelná
na (x1, x2). Podle Lagrangeovy věty je pak pro nějaký bod
c ∈ (x1, x2)

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
= f ′(c) = 0, ⇒ f (x1) = f (x2).

A protože byly body x1 a x2 vybrány libovolně v intervalu (a, b),
muśı být nutně f (x) konstantńı na intervalu (a, b).
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Důsledek

Jsou-li f (x) a g(x) diferencovatelné na (a, b) a je-li f ′(x) = g ′(x)
na (a, b), potom f (x) = g(x) + c na (a, b), tj. f (x) a g(x) se lǐśı
o konstantu.

Důkaz.

Funkce (f − g)(x) je diferencovatelná na (a, b) a
(f − g)′(x) = f ′(x)− g ′(x) = 0 na (a, b). Podle p̌redchoźıho
důsledku je pak f (x)− g(x) ≡ c na (a, b), tj. f (x) = g(x) + c na
(a, b).
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Plán p̌rednášky

1 Vlastnosti derivaćı
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5 Pr̊uběh funkce
Konvexnost, konkávnost, inflexe
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Podobná úvaha jako v posledńım tvrzeńı vede k mimǒrádně
užitečnému nástroji pro poč́ıtáńı limit funkćı. Je znám jako
L’Hospitalovo pravidlo:

Věta

Předpokládejme, že f a g jsou funkce diferencovatelné v okoĺı bodu
x0 ∈ R, ne však nutně v bodě x0 samotném, a necht’ existuj́ı limity

lim
x→x0

f (x) = 0, lim
x→x0

g(x) = 0.

Jestliže existuje limita

lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)

pak existuje i limita

lim
x→x0

f (x)

g(x)

a jsou si rovny.
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Poznámka

L’Hospitalovo pravidlo nelze použ́ıt, pokud limita pod́ılu
derivaćı neexistuje. Nap̌r. limita pod́ılu funkćı

lim
x→∞

sin x

x

∣∣∣∣ typ
ohr.

∞

∣∣∣∣ = 0,

ale limita pod́ılu derivaćı neexistuje, protože

lim
x→∞

(sin x)′

(x)′
= lim

x→∞

cos x

1
= lim

x→∞
cos x (neexistuje).

Pravidlo nelze použ́ıt na typ limity cokoliv
0 . Nap̌r. limita pod́ılu

funkćı

lim
x→∞

arctg x

arccotg x

∣∣∣∣ typ
π
2

0+

∣∣∣∣ =∞,

ale limita pod́ılu derivaćı je rovna -1.
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lim
x→∞

(sin x)′

(x)′
= lim

x→∞

cos x

1
= lim

x→∞
cos x (neexistuje).
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Důkaz

Bez újmy na obecnosti můžeme p̌redpokládat, že v x0 maj́ı funkce
f a g nulovou hodnotu.
Výsledek je opět jednoduše p̌redstavitelný pomoćı obrázku.
Uvažujme body [g(x), f (x)] ∈ R2 parametrizované proměnnou x .
Pod́ıl hodnot pak odpov́ıdá směrnici sečny mezi body [0, 0] a
[g(x), f (x)]. Zároveň v́ıme, že pod́ıl derivaćı odpov́ıdá směrnici
tečny v p̌ŕıslušném bodě. Z existence limity směrnic tečen tedy
chceme dovodit existenci limity směrnic sečen.
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Důkaz – pokr.

Technicky lze využ́ıt věty o sťredńı hodnotě v parametrickém tvaru.
Předně si uvědomme, že v tvrzeńı věty implicitně p̌redpokládáme
existenci výrazu f ′(x)/g ′(x) na nějakém okoĺı x0, zejména tedy pro
dostatečně bĺızké body c k x0 bude g ′(c) 6= 0.

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)
= lim

x→x0

f ′(cx)

g ′(cx)
,

kde cx je č́ıslo mezi x0 a x . Nyńı si všimněme, že z existence limity

limx→x0

f ′(x)
g ′(x) vyplývá, že stejnou hodnotu bude ḿıt i limita

libovolné posloupnosti vzniklé dosazeńım hodnot x = xn jdoućıch
k x0 do f ′(x)/g ′(x). Zejména tedy můžeme dosadit jakoukoliv
posloupnost cxn pro xn → x0 a proto bude existovat i limita

limx→x0

f ′(cx )
g ′(cx ) a posledńı dvě limity zjevně budou ḿıt stejnou

hodnotu. Dokázali jsme tedy, že naše hledaná limita existuje a má
také stejnou hodnotu.
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Jednoduše lze rozš́ı̌rit L’Hospitalovo pravidlo i pro limity
v nevlastńıch bodech ±∞ a v p̌ŕıpadě nevlastńıch hodnot limit.
Je-li, nap̌r.

lim
x→∞

f (x) = 0, lim
x→∞

g(x) = 0,

potom je limx→0+ f (1/x) = 0 a limx→0+ g(1/x) = 0. Zároveň
z existence limity pod́ılu derivaćı v nekonečnu dostaneme

lim
x→0+

(f (1/x))′

(g(1/x))′
= lim

x→0+

f ′(1/x)(−1/x2)

g ′(1/x)(−1/x2)
= lim

x→0+

f ′(1/x)

g ′(1/x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g ′(x)
.

Použit́ım p̌redchoźı věty tedy dostáváme, že v tomto p̌ŕıpadě bude
existovat i limita pod́ılu

lim
x→∞

f (x)

g(x)
= lim

x→0+

f (1/x)

g(1/x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g ′(x)
.
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Ještě jednoduš̌śı je postup p̌ri výpočtu limity v p̌ŕıpadě, kdy

lim
x→x0

f (x) = ±∞, lim
x→x0

g(x) = ±∞.

Stač́ı totiž psát

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

1/g(x)

1/f (x)
,

což je již p̌ŕıpad pro použit́ı L’Hospitalova pravidla z p̌redchoźı věty.

Věta

Necht’ f a g jsou funkce diferencovatelné v okoĺı bodu x0 ∈ R, ne
však nutně v bodě x0 samotném, a necht’ existuj́ı limity
limx→x0 f (x) = ±∞ a limx→0 g(x) = ±∞. Jestliže existuje limita

limx→x0

f ′(x)
g ′(x) pak existuje i limita limx→x0

f (x)
g(x) a jsou si rovny.
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Př́ıklad

1

lim
x→0+

x ln x = lim
x→0+

ln x
1
x

l’Hosp.
= lim

x→0+

(ln x)′(
1
x

)′
= lim

x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0.

2

lim
x→0+

xx = lim
x→0+

ex ln x = e limx→0+ x ln x = e0 = 1.
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Př́ıklad
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Pokud máme zadánu funkci f (x) vzorcem y = f (x), hovǒŕıme
o jej́ım explicitńım zadáńı. Obecněǰśım zadáńım funkce je rovnice
F (x , y) = 0, kde závislá proměnná y p̌redstavuje

”
neznámou“

funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepoťrebujeme) vy̌rešit
vzhledem k y , pak hovǒŕıme o funkci zadané implicitně. Avšak i
v tomto obecněǰśım p̌ŕıpadě budeme schopni vypoč́ıtat y ′(x) (aniž
bychom znali explicitńı vzorec pro y(x)), a to pomoćı pravidla pro
derivaci složené funkce.
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Př́ıklad

Rovnice y 2 = x definuje dvě diferencovatelné funkce

y1 =
√

x , y2 = −
√

x ⇒ y ′1 =
1

2
√

x
, y ′2 = − 1

2
√

x
(x > 0).

Avšak i bez znalosti samotných funkćı y1 a y2 lze derivováńım
rovnice y 2 = x spoč́ıtat, že

(y 2)′ = (x)′ ⇒ 2yy ′ = 1 ⇒ y ′ =
1

2y
,

což je jediný vzorec pro y ′ obsahuj́ıćı jak y1 tak y2.

Při derivováńı implicitně zadaných funkćı obsahuhe výsledná
derivace y ′ jak proměnnou x tak proměnnou y (na rozd́ıl od
běžného derivováńı funkce, kdy je ve výsledku pouze proměnná x).
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Př́ıklad

Určete směrnici tečny ke kružnici x2 + y 2 = 25 v bodě P = [−3, 4].

Řešeńı

Derivováńım zadané rovnice podle proměnné x dostaneme

(x2 + y 2)′ = (25)′ ⇒ 2x + 2yy ′ = 0 ⇒ y ′ = −x

y
.

A proto je směrnice tečny v bodě P (=derivace v bodě P) rovna

y ′ = −−3

4
=

3

4
.
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Diferenciál funkce je pojem, který se pro funkce jedné proměnné
využ́ıvá pouze pro poťreby integrováńı nebo pro p̌ribližné výpočty.
Pro funkce v́ıce proměnných má mnohem věťśı význam (viz
MB103).

Definice

Necht’ x0 ∈ D(f ) je bod, ve kterém existuje vlastńı derivace f ′(x0)
funkce y = f (x). Potom definujeme

diferenciál dx (diferenciál nezávislé proměnné) jako

dx = x − x0 (pro x bĺızko x0),

diferenciál dy (diferenciál závislé proměnné) jako

dy = f ′(x0) . dx .

Alternativńı značeńı pro dy je df , p̌ŕıpadně df (x0) pokud chceme
zdůraznit, že se jedná o diferenciál v bodě x0.

Uvědomte si, že pokud je x napravo od x0, je dx = x − x0 > 0,
pokud je ale x nalevo od x0, je dx = x − x0 < 0.
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Co to vlastně ten diferenciál je?
Pokud se pod́ıváme na rovnici tečny v bodě x0, máme

y − y0 = f ′(x0) (x − x0), kde y0 = f (x0),

y − f (x0) = f ′(x0) dx︸ ︷︷ ︸
dy

= df (x0).

Vid́ıme tedy, že diferenciál dy je změna funkčńıch hodnot na tečně.
A protože hodnoty na tečně aproximuj́ı funkčńı hodnoty f (x) pro x
bĺızko bodu x0, plyne odtud vzoreček pro p̌ribližné výpočty:

f (x) ≈ f (x0) + df (x0), tj. f (x) ≈ f (x0) + f ′(x0) (x − x0).

(Jedná se vlastně o rovnici tečny trošku zapsanou jiným
způsobem). Tedy hodnoty funkce f (x) pro x

”
bĺızko“ bodu x0 se

p̌ribližně rovnaj́ı hodnotám na tečně v bodě x0, p̌ričemž pro tento
výpočet muśıme znát hodnotu funkce f (x0) a derivace f ′(x0)
v bodě x0.
Diferenciál je tedy p̌ribližná změna funkčńıch hodnot pro x bĺızko
x0.
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x0.
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Př́ıklad

Pomoćı diferenciálu p̌ribližně vypočtěte
√

85.

Řešeńı

Protože známe
√

81 = 9, polož́ıme x0 = 81 a x = 85, tj.
dx = x − x0 = 4. Tedy pro f (x) =

√
x potom je f ′(x) = 1

2
√
x

, a

tedy f (81) = 9 a f ′(81) = 1
2
√

81
= 1

18 . Ze vzorce pro aproximaci

potom plyne, že

f (85) ≈ f (81) + df (81) = f (81) + f ′(81) dx , tj.
√

85 ≈ 9 +
1

18
· 4 = 9 +

2

9
=

83

9
= 9.2222 . . . .

Pro srovnáńı je p̌resná hodnota
√

85 = 9.2195 . . . .
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Taylor̊uv polynom

Viděli jsme, že pro aproximaci funkce pomoćı lineárńıho polynomu
slouž́ı tečna (tedy diferenciál). Lze ale použ́ıt i aproximace vyš̌śıch
řádů. V tomto obecněǰśım p̌ŕıpadě potom hovǒŕıme o Taylorově
polynomu.

Definice

Necht’ x0 ∈ D(f ) je bod, ve kterém existuj́ı vlastńı derivace f ′(x0),
f ′′(x0), . . . , f (n)(x0) funkce f (x) až do řádu n. Taylor̊uv polynom
stupně n funkce f (x) se sťredem v bodě x0 je polynom

T (x) = Tn(x) = T f
n (x) = T f

n (x ; x0)

definovaný jako

T (x) := f (x0)+f ′(x0) (x−x0)+
f ′′(x0)

2
(x−x0)2+· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n.
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Taylor̊uv polynom
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Alternativně zapisujeme Taylor̊uv polynom pomoćı sumy

T (x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k ,

p̌ričemž pro k = 0 klademe 0! := 1 a f (0)(x) := f (x).

Poznámka

(i) Taylor̊uv polynom stupně n = 0 se sťredem v bodě x0 je tedy
polynom

T0(x) = f (x0),

tedy jedná se o konstantńı funkci.

(ii) Taylor̊uv polynom stupně n = 1 se sťredem v bodě x0 je tedy
polynom

T1(x) = f (x0) + f ′(x0) (x − x0).

Vid́ıme tedy, že tento polynom je p̌resně rovnice tečny nebo
také vyjaďruje aproximaci funkce f (x) pomoćı diferenciálu .
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Př́ıklad

Určete Taylor̊uv polynom pro funkce f (x) = sin(x), g(x) = ex .

Věta

Necht’ f (x) má spojité derivace f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n)(x) na
uzav̌reném intervalu [a, b] a necht’ existuje vlastńı derivace
f (n+1)(x) na otev̌reném intervalu (a, b). Potom pro každý bod
x ∈ (a, b) existuje bod c ∈ (a, x) tak, že plat́ı rovnost

f (x) = Tn(x) + Rn(x), kde Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x − a)n+1,

kde Tn(x) je Taylor̊uv polynom stupně n funkce f (x) se sťredem
v bodě a.
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Důkaz.

Toto důležité tvrzeńı je důsledkem Rolleovy věty o sťredńı hodnotě.
Podrobnosti jsou ve skriptech.

Poznámka

S rostoućım n se stupeň Taylorova polynomu zvyšuje, až se pro
n→∞ dostáváme v polynomu Tn(x) k součtu nekonečně mnoha
členů – tzv. nekonečné řadě. V́ıce o tomto tématu probereme
později.

Př́ıklad

Odhadněte chybu v bodě x = π
4 Taylorova polynomu stupně n = 6

funkce f (x) = cos x se sťredem v bodě x0 = 0.
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Důkaz.
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Monotonie a extrémy

Definice

Funkce f (x) je

rostoućı (resp. neklesaj́ıćı) na intervalu I , pokud f (x1) < f (x2)
(resp. f (x1) ≤ f (x2)) pro každé x1, x2 ∈ I , x1 < x2,

klesaj́ıćı (resp. nerostoućı)na intervalu I , pokud f (x1) > f (x2)
(resp. f (x1) ≥ f (x2)) pro každé x1, x2 ∈ I , x1 < x2,

Funkce f (x) má v bodě x0 ∈ D(f )

lokálńı maximum, pokud f (x) ≤ f (x0) pro všechna x z
nějakého okoĺı bodu x0,

lokálńı minimum, pokud f (x) ≥ f (x0) pro všechna x z
nějakého okoĺı bodu x0.

Analogicky ostré lokálńı maximum (minimum.
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Podḿınky monotonie

Věta

Necht’ f (x) má vlastńı derivaci na otev̌reném intervalu I . Potom
plat́ı následuj́ıćı.

1 Funkce f (x) je neklesaj́ıćı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ I .

2 Funkce f (x) je rostoućı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ I ,
p̌ričemž rovnost f ′(x) = 0 neplat́ı na žádném podintervalu
intervalu I .

3 Funkce f (x) je nerostoućı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ I .

4 Funkce f (x) je klesaj́ıćı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ I ,
p̌ričemž rovnost f ′(x) = 0 neplat́ı na žádném podintervalu
intervalu I .
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2 Funkce f (x) je rostoućı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ I ,
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intervalu I .
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Podḿınky monotonie

Věta
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Body, kde f ′(x) = 0, se nazývaj́ı stacionárńı body funkce f (x).

Věta

Funkce f (x) může ḿıt lokálńı extrémy pouze ve svých
stacionárńıch bodech nebo v bodech, kde f ′(x) neexistuje.

Věta

Necht’ x0 je stacionárńı bod funkce f (x), tj. f ′(x0) = 0, a necht’

existuje f ′′(x0).

1 Je-li f ′′(x0) > 0, potom je v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

2 Je-li f ′′(x0) < 0, potom je v bodě x0 ostré lokálńı maximum.
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Pojmy konvexnost, konkávnosti a inflexńıch bodů slouž́ı ke studiu
toho, jak daná funkce (či p̌resněji jej́ı graf)

”
zatáč́ı“. Tyto pojmy

budeme uvažovat pouze pro diferencovatelné funkce.

Definice

Necht’ má funkce f (x) vlastńı derivaci na intervalu I ⊆ D(f ).
Funkce f (x) se nazývá

konvexńı na intervalu I , pokud je f ′(x) neklesaj́ıćı na I ,

konkávńı na intervalu I , pokud je f ′(x) nerostoućı na I .
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Poznámka

To, že funkce f ′(x) je neklesaj́ıćı na intervalu I (tj. f (x) je
konvexńı), znamená, že tečny maj́ı

”
neklesaj́ıćı směrnici“, tj.

graf funkce f (x) zatáč́ı doleva a tečny lež́ı pod grafem.

To, že funkce f ′(x) je nerostoućı na intervalu I (tj. f (x) je
konkávńı), znamená, že tečny maj́ı

”
nerostoućı směrnici“, tj.

graf funkce f (x) zatáč́ı doprava a tečny lež́ı nad grafem.
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Př́ıklad

1 Funkce f (x) = x2 má derivaci f ′(x) = 2x , což je funkce
rostoućı (tud́ıž neklesaj́ıćı) na R. A proto je x2 konvexńı na R.

2 Funkce f (x) = x3 má derivaci f ′(x) = 3x2, což je na intervalu
[0,∞) funkce rostoućı (tud́ıž neklesaj́ıćı). A proto je x3

konvexńı na [0,∞).

3 Funkce f (x) = x3 má derivaci f ′(x) = 3x2, což je na intervalu
(−∞, 0] funkce klesaj́ıćı (tud́ıž nerostoućı). A proto je x3

konkávńı na (−∞, 0].

4 Funkce f (x) = ax + b má derivaci f ′(x) = a, což je funkce
konstantńı (tud́ıž neklesaj́ıćı) na R. A proto je ax + b
konvexńı na R. Současně je konstantńı funkce f ′(x) = a
nerostoućı na R, a proto je ax + b také konkávńı na R.
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Př́ıklad

1 Funkce f (x) = x2 má derivaci f ′(x) = 2x , což je funkce
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Konvexnost a druhá derivace

Věta

Necht’ I ⊆ D(f ) je otev̌rený interval a necht’ má funkce f (x)
druhou derivaci f ′′(x) na I .

(i) Je-li f ′′(x) > 0 na I , potom je f (x) konvexńı na intervalu I .

(ii) Je-li f ′′(x) < 0 na I , potom je f (x) konkávńı na intervalu I .

Důkaz.

ad (i): Je-li f ′′(x) > 0 na intervalu I , potom je funkce f ′(x)
rostoućı na intervalu I . Tedy je p̌ŕımo podle definice funkce f (x)
konvexńı na intervalu I .
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konvexńı na intervalu I .
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Inflexńı bod

Tam, kde se měńı konvexnost na konkávnost nebo naopak, se
nacházej́ı tzv. inflexńı body funkce.

Definice

Necht’ má funkce f (x) vlastńı nebo nevlastńı derivaci f ′(x0). Je-li
f ′(x0) nevlastńı, potom nav́ıc p̌redpokládejme, že je f (x) spojitá
v bodě x0. Bod x0 je inflexńı bod funkce f (x), pokud v nějakém
levém okoĺı bodu x0 je funkce f (x) konvexńı a v nějakém pravém
okoĺı bodu x0 je funkce f (x) konkávńı, nebo naopak.
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Vlastnosti inflexńıch bodů

Věta

(i) Pokud existuje vlastńı druhá derivace f ′′(x0) = 0 v inflexńım
bodě x0, potom je f ′′(x0) = 0.

(ii) Je-li f ′′(x0) = 0 a f ′′(x) měńı znaménko v bodě x0, potom je
x0 inflexńı bod.

(iii) Je-li f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0, potom je x0 inflexńı bod.

Zejména část (ii) v p̌redchoźı větě ukazuje, jak inflexńı body naj́ıt.
Současně ze změny znaménka f ′′(x) (tedy jestli se jedná o změnu
z 	 do ⊕ nebo o změnu z ⊕ do 	) poznáme, kterým směrem graf
funkce f (x) v bodě x0 ”

zatáč́ı“.
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Př́ıklad

Určete monotonii, lokálńı extrémy, konvexnost/konkávnost a
inflexńı body funkce

f (x) = x + sin x na intervalu [0, 4π].

Řešeńı

f ′(x) = 1 + cos x = 0 implikuje, že cos x = −1, tedy x = π, 3π jsou
stacionárńı body (v intervalu [0, 4π]). Body, kde neexistuje f ′(x)
nejsou. V každém z interval̊u (0, π), (π, 3π) a (3π, 4π) vybereme
jeden bod pro určeńı znaménka f ′(x) v těchto intervalech. Tedy

f (x) je rostoućı na [0, 4π],
f (x) nemá lokálńı extrémy.
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Řešeńı p̌ŕıkladu – pokr.

Řešeńı

f ′′(x) = − sin x = 0 implikuje, že x = 0, π, 2π, 3π, 4π jsou
kandidáti na inflexńı body. V každém z interval̊u (0, π), (π, 2π),
(2π, 3π) a (3π, 4π) vybereme jeden bod pro určeńı znaménka
f ′′(x) v těchto intervalech. Tedy

f (x) je konvexńı na [π, 2π] a na [3π, 4π],
f (x) je konkávńı na [0, π] a na [2π, 3π],
f (x) má inflexi v bodech x = π, 2π, 3π.

A protože můžeme jednoduše vypoč́ıtat funkčńı hodnoty a hodnoty
derivace (pro sklon tečny) ve zmiňovaných stacionárńıch, inflexńıch
a krajńıch bodech, můžeme také načrtnout graf této funkce na
intervalu [0, 4π].
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Asymptoty

Funkce f (x) může ḿıt jako asymptotu svislou p̌ŕımku (asymptota
bez směrnice) nebo p̌ŕımku se směrnićı. Ve druhém p̌ŕıpadě pak
rozlǐsujeme asymptoty v ∞ a v −∞.

Definice

Př́ımka x = x0 (svislá p̌ŕımka) je asymptotou bez směrnice
funkce f (x), pokud je alespoň jedna jednostranná limita
v bodě x0 nevlastńı, tj.
limx→x+

0
f (x) = ±∞ nebo limx→x−0

f (x) = ±∞.
Př́ımka y = ax + b (a, b ∈ R) je asymptotou se směrnićı v ∞,
pokud

lim
x→∞

[f (x)− (ax + b)] = 0.

Podobně pro asymptotu se směrnićı v −∞.
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Př́ımka y = ax + b (a, b ∈ R) je asymptotou se směrnićı v ∞,
pokud

lim
x→∞

[f (x)− (ax + b)] = 0.
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Př́ımka y = ax + b (a, b ∈ R) je asymptotou se směrnićı v ∞,
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Př́ıklad

(a) Funkce f (x) = 1
x má asymptotu bez směrnice x = 0 a

asymptotu se směrnićı y = 0 (v ±∞).

(b) Funkce f (x) = sin x
x má asymptotu se směrnićı y = 0 (v ±∞),

protože

lim
x→±∞

(
sin x

x
− 0

)
= lim

x→±∞

sin x

x

∣∣∣∣ typ
ohr.

±∞

∣∣∣∣ = 0.

(c) Funkce f (x) = ax + b je svou vlastńı asymptotou (v ±∞).

Poznámka

Je žrejmé, že asymptoty bez směrnice mohou být pouze v bodech
nespojitosti funkce f (x). Samožrejmě ne každý bod nespojitosti
zadává asymptotu, viz nap̌r. f (x) = sin x

x v x0 = 0.
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(b) Funkce f (x) = sin x
x má asymptotu se směrnićı y = 0 (v ±∞),

protože

lim
x→±∞

(
sin x

x
− 0

)
= lim

x→±∞

sin x

x

∣∣∣∣ typ
ohr.

±∞

∣∣∣∣ = 0.

(c) Funkce f (x) = ax + b je svou vlastńı asymptotou (v ±∞).

Poznámka

Je žrejmé, že asymptoty bez směrnice mohou být pouze v bodech
nespojitosti funkce f (x). Samožrejmě ne každý bod nespojitosti
zadává asymptotu, viz nap̌r. f (x) = sin x

x v x0 = 0.
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Př́ıklad

(a) Funkce f (x) = 1
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Asymptoty se směrnićı

Věta

Př́ımka y = ax + b je asymptotou funkce f (x) v ∞ ⇔

a = lim
x→∞

f (x)

x
, b = lim

x→∞
[f (x)− ax ].

Podobně, p̌ŕımka y = ax + b je asymptotou funkce f (x) v −∞ ⇔

a = lim
x→−∞

f (x)

x
, b = lim

x→−∞
[f (x)− ax ].
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Důkaz.

Býti asymptotou v ∞ znamená, že f (x) ≈ ax + b pro x →∞.
Tedy pokud obě strany poděĺıme výrazem x , dostaneme, že

f (x)

x
≈ a +

b

x
pro x →∞.

A protože výraz b
x → 0 pro x →∞, dostáváme odtud vzoreček pro

hodnotu koeficientu a.
Dále, známe-li koeficient a, potom

f (x)− ax ≈ b pro x →∞.

Samožrejmě, pokud alespoň jedna z limit definuj́ıćıch koeficienty a,
b je nevlastńı nebo neexistuje, tak potom daná funkce asymptotu
v p̌ŕıslušném ∞ nebo −∞ nemá.
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Př́ıklad

Určete asymptoty funkce

f (x) =
(x − 2)3

(x + 2)2
.

Řešeńı

x = −2 je asymptota bez směrnice.
a+ = limx→∞

f (x)
x = · · · = 1, b+ = · · · = −10. Podobně pro

x → −∞. Proto y = x − 10 je asymptota v ∞ i v −∞.
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Celkový pr̊uběh funkce

Při vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce urč́ıme

definičńı obor (pokud již neńı zadán),

prvńı derivaci f ′(x) a vše co z ńı lze určit, tj. stacionárńı body,
body kde neexistuje f ′(x), intervaly monotonie (rostoućı a
klesaj́ıćı f (x)) a lokálńı extrémy.

druhou derivaci f ′′(x) a vše co z ńı lze určit, tj. konvexnost,
konkávnost a inflexńı body, p̌ŕıpadně lokálńı extrémy.

asymptoty bez směrnice a se směrnićı,

hodnoty funkce f (x) a derivace f ′(x) ve všech
”
význačných“

bodech (nap̌r, stacionárńıch a inflexńıch bodech, kde
neexistuje f ′(x) nebo f ′′(x), v krajńıch bodech, atd.),

a nakonec ze všech těchto informaćı sestroj́ıme graf funkce
f (x).
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f (x).
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hodnoty funkce f (x) a derivace f ′(x) ve všech
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prvńı derivaci f ′(x) a vše co z ńı lze určit, tj. stacionárńı body,
body kde neexistuje f ′(x), intervaly monotonie (rostoućı a
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f (x).
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Př́ıklad

Vyšeťrete celkový pr̊uběh funkce

f (x) =
1

x
+ ln x .

Řešeńı

Definičńı obor je D(f ) = (0,∞).

Prvńı derivace f ′(x) = x−1
x2 , tj. x = 1 je jediný stacionárńı bod

(a z vyšeťreńı okoĺı je žrejmě globálńım minimem funkce f (x)).

Druhá derivace f ′′(x) = 2−x
x3 , je proto x = 2 je jediným

kandidátem na inflexńı bod a snadno je vidět, že j́ım i je.

x = 0 je asymptota bez směrnice

f (x) nemá žádnou asymptotu se směrnićı

Hodnoty funkce f (x) a derivace f ′(x) ve všech
”
význačných“

bodech:
f (1) = 1, f ′(1) = 0, f (2) = 1

2 + ln 2 ≈ 1.19, f ′(2) = 1
4 .
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Př́ıklad
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Hodnoty funkce f (x) a derivace f ′(x) ve všech
”
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Hodnoty funkce f (x) a derivace f ′(x) ve všech
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Řešeńı
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Druhá derivace f ′′(x) = 2−x
x3 , je proto x = 2 je jediným
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