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p̌ribližné výpočty
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Věty o sťredńı hodnotě

Stejně tak jako má diferenciálńı počet své věty o sťredńı hodnotě
podobné věty důležité i v integrálńım počtu.
Začněme následuj́ıćım motivačńım p̌ŕıkladem. Pokud máme
konečně mnoho č́ısel a1, . . . , an, potom jejich pr̊uměrná hodnota je

a1 + · · ·+ an
n

=
1

n

n∑
k=1

ak .

Tedy pr̊uměrná hodnota č́ısel f (c1), . . . , f (cn) je pak

1

n

n∑
k=1

f (ck).
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Položme si otázku, co by se stalo, kdybychom nahradili konečně
mnoho č́ısel f (c1), . . . , f (cn) nekonečně mnoha funkčńımi
hodnotami f (x), tj. analyzujme limitu

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f (ck) = lim
n→∞

1

b − a

n∑
k=1

f (ck) · b − a

n︸ ︷︷ ︸
délka děĺıćıch

subinterval̊u

= lim
n→∞

1

b − a
·
(
Riemannův součet, ale ḿısto mk či Mk je zde f (ck)

)
→ 1

b − a

∫ b

a
f .
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Definice (Pr̊uměr funkce)

Necht’ f ∈ R[a, b]. Potom č́ıslo

av(f ) = av[a,b](f ) :=
1

b − a

∫ b

a
f

nazýváme pr̊uměrnou hodnotou (též sťredńı hodnotou) funkce f (x)
na intervalu [a, b]. Označeńı je z angličtiny

”
average value“.
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Př́ıklad

(a) Pro funkci f (x) = c na intervalu [a, b] plat́ı

av(f ) =
1

b − a

∫ b

a
c dx =

1

b − a
· c (b − a) = c ,

tj. pr̊uměrná hodnota konstantńı funkce je samožrejmě tatáž
konstanta.

(b) Pro funkci f (x) = x na intervalu [a, b] plat́ı

av(f ) =
1

b − a

∫ b

a
x dx =

1

b − a
· b2 − a2

2
=

b + a

2
.

(c) Pro funkci f (x) = x2 na intervalu [0, 1] plat́ı

av(f ) =
1

1− 0

∫ 1

0
x2 dx =

1

3
.
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V daľśım textu označme

m := inf
{

f (x), x ∈ [a, b]
}
, M := sup

{
f (x), x ∈ [a, b]

}
,

tj. plat́ı pak m ≤ f (x) ≤ M na intervalu [a, b].

Věta

(i) Necht’ f ∈ R[a, b]. Potom existuje č́ıslo c ∈ R, m ≤ c ≤ M,
takové, že ∫ b

a
f = c (b − a), tj. c = av(f ),

tj. plocha mezi grafem funkce f (x) a osou x je rovna obsahu
obdélńıka se základnou [a, b] a výškou c.

(ii) Je-li nav́ıc funkce f (x) spojitá na [a, b], potom existuje bod

x0 ∈ [a, b] s vlastnost́ı, že f (x0) = c = av(f ) = 1
b−a

∫ b
a f , tj.

spojitá funkce f (x) nabývá svou pr̊uměrnou hodnotu
v intervalu [a, b].
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Př́ıklad

Funkce f (x) = 4− x2 má na intervalu [0, 3] pr̊uměrnou hodnotu

av(f ) =
1

3

∫ 3

0
(4−x2) dx =

1

3

(∫ 3

0
4 dx−

∫ 3

0
x2 dx

)
=

1

3
·(12−9) = 1.

Podle Věty tedy pro č́ıslo c = av(f ) = 1 plat́ı, že∫ 3

0
(4− x2) dx = c (b − a) = 1 · 3 = 3.

Dále, protože je funkce 4− x2 spojitá na intervalu [0, 3], existuje
podle Věty bod x0 ∈ [0, 3] s vlastnost́ı, že f (x0) = 4− x2

0 = 1.
Zřejmě se jedná o bod x0 =

√
3.
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Obsah plochy mezi dvěma grafy

V́ıme, že určitý integrál
∫ b
a f byl zkonstruován jako orientovaná

plocha mezi grafem funkce f (x) a osou x na intervalu [a, b]. Tato
orientovaná plocha je žrejmě rovna skutečné ploše, pokud je
f (x) ≥ 0 na [a, b].

Pokud nás zaj́ımá velikost plochy mezi grafy funkćı f (x) a g(x),
urč́ıme ji pomoćı vepsaných a opsaných obdélńık̊u (stejně jako p̌ri
konstrukci Riemannova integrálu), avšak nyńı bude obsah každého
takového obdélńıka tvaru [f (ck)− g(ck)] (xk − xk−1), Riemannův
součet je pak

n∑
k=1

[f (ck)− g(ck)] (xk − xk−1).

Tyto úvahy vedou k odvozeńı následuj́ıćıho vzorce.
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Věta (plocha mezi grafy)

Necht’ f , g ∈ R[a, b] a f (x) ≥ g(x) na [a, b]. Potom má plocha
mezi grafy těchto funkćı na intervalu [a, b] velikost

P =

∫ b

a
[f (x)− g(x)] dx =

∫ b

a
[ horńı funkce − dolńı funkce ] dx .

Př́ıklad

Určete plochu mezi grafy funkćı y = sin x a y = 2 sin x na
intervalu [π, 2π].

Řešeńı

Oba grafy se prot́ınaj́ı v bodech x = π a x = 2π, p̌ričemž funkce
y = sin x je horńı funkce na tomto intervalu. Proto

P =

∫ 2π

π
(sin x − 2 sin x) dx =

∫ 2π

π
(− sin x) dx =

[
cos x

]2π
π

= cos 2π − cosπ = 1− (−1) = 2.
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Věta (plocha mezi grafy)

Necht’ f , g ∈ R[a, b] a f (x) ≥ g(x) na [a, b]. Potom má plocha
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Délka ǩrivky

Křivka C v rovině, C : [α, β]→ R2, je zadána parametricky jako
zobrazeńı C : t 7→ [x(t), y(t)].

Př́ıklad

Křivka C : t 7→ [cos t, sin t] pro t ∈ [0, 2π] je kružnice o poloměru
r = 1 se sťredem v počátku.

Věta (Délka ǩrivky v rovině)

Necht’ C je ǩrivka v rovině a [x(t), y(t)] pro t ∈ [α, β] jej́ı
parametrizace. Maj́ı-li soǔradné funkce x(t) a y(t) spojitou derivaci
na intervalu [α, β], potom má ǩrivka C konečnou délku a plat́ı

d(C ) =

∫ β

α

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 dt.
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d(C ) =

∫ β

α

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 dt.
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Odvozeńı p̌redchoźıho vztahu pomoćı děleńı je obdobné jako
u obsahu plochy. Intuitivně lze s využit́ım Pythagorovy věty
argumentovat takto: Představme si ǩrivku C jako dráhu pohybu
v čase t. Derivaćı tohoto zobrazeńı dostaneme hodnoty, které
budou odpov́ıdat rychlosti pohybu po takovéto dráze. Proto
celková délka ǩrivky (tj. dráha uražená za dobu mezi hodnotami
t = a, t = b) bude dána integrálem p̌res interval [a, b], kde
integrovanou funkćı je dráha uražená za nekonečně malý čas dt.
Ta je podle Pythagorovy věty rovna√

dx2 + dy 2 =
√

x ′(t)2 + y ′(t)2 dt, a odtud dostáváme
požadovaný výsledek.
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Př́ıklad

Určete obvod kružnice o poloměru r > 0.

Řešeńı

Kružnice má parametrizaci [x(t), y(t)] = [r cos t, r sin t] pro
t ∈ [0, 2π]. Tyto funkce maj́ı spojitou derivaci
[x ′(t), y ′(t)] = [−r sin t, r cos t] na [0, 2π], a proto je obvod
kružnice roven

d =

∫ 2π

0

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 dt =

∫ 2π

0

√
(−r sin t)2 + (r cos t)2 dt

=

∫ 2π

0

√
r 2 (sin2 t + cos2 t) dt =

∫ 2π

0
r dt =

[
r t
]2π

0
= 2πr .
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Řešeńı
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Graf funkce f (x) můžeme chápat jako množinu bodů [x , f (x)],
tedy je to speciálńı p̌ŕıpad ǩrivky v rovině, která má parametrizaci
[t, f (t)] pro t ∈ [a, b] (v tomto p̌ŕıpadě tuto parametrizaci ale
ṕı̌seme s proměnnou x). A protože má tato parametrizace derivaci
[(t)′, f ′(t)] = [1, f ′(t)], dostáváme

Důsledek

Má-li funkce f (x) spojitou derivaci na intervalu [a, b], potom má
jej́ı graf na intervalu [a, b] konečnou délku a plat́ı

d(f ) =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx .
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Objem rotačńıho tělesa

Rotačńı těleso vznikne rotaćı plochy mezi grafem funkce f (x) a
osou x kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zřejmě má tato
úloha smysl pouze pro nezápornou funkci f (x) (či obecněji, pro
funkci, která neměńı znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud’ stále
nezáporná nebo nekladná).

Věta (objem rotačńıho tělesa)

Necht’ f (x) je spojitá nezáporná funkce na intervalu [a, b]. Objem
rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı plochy mezi grafem f a osou
x na intervalu [a, b] kolem osy x, je

V = π

∫ b

a
f 2(x) dx .

Intuitivńı zdůvodněńı je obdobné jako u délky ǩrivky – objem
nekonečně malé válcové části tělesa o délce dx je dán součinem dx
a obsahu kruhové podstavy o obsahu πf (x)2.
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Povrch rotačńıho tělesa

Analogicky jako objem vypočteme i povrch pláště rotačńıho tělesa.
Pokud vznikne těleso rotaćı grafu funkce f kolem osy x v intervalu
[a, b], vzniká p̌ri p̌ŕır̊ustku ∆x nár̊ust plochy, jehož velikost je rovna
součinu ∆s délky ǩrivky zadané grafem funkce f a velikosti
kružnice o poloměru f (x). Plocha se proto spočte formuĺı

S(f ) = 2π

∫ b

a
f (x) ds = 2π

∫ b

a
f (x)

√
1 + (f ′(x))2 dx ,

kde ds =
√

dx2 + dy 2 je dán p̌ŕır̊ustkem délky ǩrivky y = f (x).

Věta (obsah pláště rotačńıho tělesa)

Necht’ f (x) je nezáporná funkce se spojitou derivaćı f ′(x) na
intervalu [a, b]. Obsah pláště rotačńıho tělesa, které vznikne grafu
f na intervalu [a, b] kolem osy x, je

S = 2π

∫ b

a
f (x)

√
1 + [f ′(x)]2 dx .
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∫ b

a
f (x) ds = 2π

∫ b

a
f (x)

√
1 + (f ′(x))2 dx ,

kde ds =
√

dx2 + dy 2 je dán p̌ŕır̊ustkem délky ǩrivky y = f (x).
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Př́ıklad

Určete povrch jednotkové koule.

Řešeńı

Povrch urč́ıme jako dvojnásobek povrchu polokoule, p̌ričemž
polokoule vznikne rotaćı funkce f (x) =

√
r 2 − x2 kolem osy x na

intervalu [0, 1]. Protože plat́ı f ′(x) = −x√
r2−x2

, je tedy

S = 2 . 2π

∫ r

0

√
r 2 − x2

√
1 +

(
−x√

r 2 − x2

)2

dx =

= 4π

∫ r

0

√
r 2 − x2

√
(r 2 − x2) + x2

r 2 − x2
dx

= 4π

∫ r

0
r dx = 4π

[
rx
]r

0
= 4πr 2.
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Stejně jako je
∫ b
a f plocha mezi grafem (ohraničené) funkce f (x) a

osou x na (konečném) intervalu [a, b], můžeme cht́ıt naj́ıt tuto
plochu na neohraničeném intervalu [a,∞), (−∞, b], (−∞,∞),
p̌ŕıpadně i pro neohraničenou funkci f (x). Dostáváme se tak
k pojmu nevlastńıho integrálu∫ ∞

a
f ,

∫ b

−∞
f ,

∫ ∞
−∞

f .

Přitom, jak uvid́ıme, všechna pravidla pro výpočet integrálu
z̊ustávaj́ı zachována, jen je poťreba dávat pozor na neurčité výrazy
(obsahuj́ıćı symbol ∞) a ty pak spoč́ıtat pomoćı limity.
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Př́ıklad

Plocha pod ohraničenou funkćı f (x) = 1
x2 na intervalu [1,∞)

je ∫ ∞
1

1

x2
dx =

[
−1

x

]∞
1

= − 1

∞
− (−1) = 0 + 1 = 1.

Plocha pod neohraničenou funkćı f (x) = 1
x2 na intervalu (0, 1]

je∫ 1

0

1

x2
dx =

[
−1

x

]1

0

= (−1)−
(
− 1

0+

)
= −1 +∞ =∞.

Plocha pod ohraničenou funkćı f (x) = 1
x na intervalu [1,∞) je∫ ∞

1

1

x
dx =

[
ln x

]∞
1

= ln∞− ln 1 =∞− 0 =∞.
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Definice (Nevlastńı integrál 1. druhu – nekonečný integrál)

Necht’ je funkce f (x) definována na intervalu [a,∞). Existuje-li
vlastńı limita

lim
b→∞

∫ b

a
f (x) dx = L,

potom ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫∞
a f (x) dx konverguje a

klademe ∫ ∞
a

f (x) dx = L.

Podobně hovǒŕıme o divergenci integrálu.
Obdobně pro interval [−∞, b].
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Př́ıklad

Vypočtěte nevlastńı integrál pro jeden z typů parciálńıch zlomk̊u∫ ∞
0

x

(x2 + a2)2
dx , a 6= 0.

Řešeńı

Pomoćı substituce dostaneme

∫ ∞
0

x

(x2 + a2)2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 = t
2x dx = dt
x = 0 ⇒ t = 0
x =∞ ⇒ t =∞

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2

∫ ∞
0

1

(t + a2)2
dt =

1

2

[
− 1

t + a2

]∞
0

=

=
1

2

{(
− lim

t→∞

1

t + a2︸ ︷︷ ︸
= 0

)
−
(
− 1

a2

)}
=

1

2a2
.
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Někdy lze podobným způsobem s využit́ım pravidla návaznosti
vypoč́ıtat i nevlastńı integrál p̌res (oboustranně) nekonečný interval
(−∞,∞),

Př́ıklad

V pravděpodobnosti a statistice se často použ́ıvá nevlastńı integrál

1√
2π

∫ ∞
−∞

e−
x2

2 dx = 1,

p̌ričemž funkce

f (x) :=
1√
2π

e−
x2

2

se nazývá hustota pravděpodobnosti (standardńıho) normálńıho
rozděleńı. Protože je tato funkce f (x) sudá, žrejmě je pak∫ ∞

0
e−

x2

2 dx =

√
2π

2
=

√
π

2
≈ 1.2533.
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(−∞,∞),
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Obdobně jako v p̌ŕıpadě nekonečného integrálu lze postupovat i
v p̌ŕıpadě funkce, která je v okoĺı bodu a nebo b neohraničená.

Definice (Nevlastńı integrál 2. druhu)

Necht’ je neohraničená funkce f (x) definována na intervalu (a, b].
Existuje-li vlastńı (pravostranná) limita

lim
α→a+

∫ b

α
f (x) dx = L,

ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ b
a f (x) dx konverguje a klademe∫ b

a
f (x) dx = L.

Pokud je tato limita nevlastńı, ř́ıkáme, že integrál diverguje.
Podobně i v p̌ŕıpadě funkce definované na intervalu [a, b) a definice

nevlastńıho integrálu
∫ b
a f (x) dx pomoćı (levostranné) limity

limβ→b−
∫ β
a f (x) dx .
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∫ b
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a f (x) dx pomoćı (levostranné) limity

limβ→b−
∫ β
a f (x) dx .
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Definice (Nevlastńı integrál 2. druhu)
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Př́ıklad

Určete plochu pod grafem funkce f (x) = 1√
1−x2

na intervalu

(−1, 1).

Řešeńı

Funkce f (x) = 1√
1−x2

je na intervalu (−1, 1) neohraničená a sudá.

Plochu vypoč́ıtáme jako dvojnásobek plochy na intervalu [0, 1).

P = 2

∫ 1

0

1√
1− x2

dx = 2
[

arcsin x
]1

0
= 2

((
lim

x→1−
arcsin x

)
− arcsin 0

)
= 2 (arcsin 1− arcsin 0) = 2

(
π

2
− 0

)
= π.

V tomto p̌ŕıpadě limita ani neńı poťreba, protože primitivńı funkce
F (x) = arcsin x k funkci f (x) = 1√

1−x2
je spojitá zleva v x = 1 a

tedy P =
∫ 1
−1

1√
1−x2

dx =
[

arcsin x
]1
−1

= π
2 −

(
− π

2

)
= π.
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Řešeńı
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Numerická integrace (kvadratura)

Numerická integrace nacháźı uplatněńı zejména v následuj́ıćıch
p̌ŕıpadech:

integrovanou funkci neznáme p̌ŕımo, známe jen jej́ı hodnoty
v některých bodech (nap̌r. z mě̌reńı)

integrovaná funkce je známá, ale jej́ı primitivńı funkci
(antiderivaci) je obt́ıžné (či dokonce nemožné) vyjáďrit
jakožto elementárńı funkci.
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Numerická integrace (kvadratura)

Numerická integrace nacháźı uplatněńı zejména v následuj́ıćıch
p̌ŕıpadech:
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Numerická kvadratura

Př́ımo z definice Riemannova integrálu – snaha odhadnout plochu
pod ǩrivkou, objem pod plochou apod.

Newton-Cotesovy vzorce
Interval [a, b] , nad kterým integrujeme, rozděĺıme na n stejných
část́ı (délky h) tak, že v krajńıch bodech těchto část́ı známe
hodnotu integrované funkce. Podle toho, jestli uvažujeme i
hodnoty v krajńıch bodech a a b intervalu, rozlǐsujeme
Newton-Cotesovy formule na uzav̌rené a otev̌rené.
Pak ∫ b

a
f (x) dx ≈

n∑
i=0

wi f (xi ),

wi jsou váhy (uzav̌rený tvar).
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Př́ımo z definice Riemannova integrálu – snaha odhadnout plochu
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Váhy snadno odvod́ıme nap̌r. pomoćı Lagrangeovy interpolace.

∫ b

a
f (x) dx ≈

∫ b

a
L(x) dx =

=

∫ b

a

n∑
i=0

f (xi )`i (x) dx =
n∑

i=0

f (xi )

∫ b

a
`i (x) dx︸ ︷︷ ︸
wi

.
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obdélńıkové pravidlo (otev̌rená Newton-Cotesova formule) –
interpolace konstatńı funkćı∫ b

a
f (x) dx ≈ (b − a)f

(
a + b

2

)
.
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lichoběžńıkové pravidlo (uzav̌rená Newton-Cotesova formule) –
interpolace lineárńı funkćı∫ b

a
f (x) dx ≈ (b − a)

f (a) + f (b)

2
.
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Simpsonovo pravidlo (uzav̌rená Newton-Cotesova formule) –
interpolace kvadratickou funkćı∫ b

a
f (x) dx ≈ b − a

6

[
f (a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f (b)

]
.
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Př́ıklad

Pomoćı lichoběžńıkového, resp. Simpsonova pravidla vypočtěte

I =

∫ π/2

0
sin x dx .

Řešeńı

lichoběžńıkové pravidlo: I ≈ π
2 ·

1
2 ≈ 0.785

Simpsonovo pravidlo: I ≈ π
12

(
0 + 4

√
2

2 + 1
)
≈ 1.003.
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