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Základńı principy spojitých model̊u dynamiky
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Východiska

• biologický systém definován interakcemi mezi jeho
komponentami

• interakce jsou omezeny základńımi zákony chemie ale i
evolučńım vývojem

• jako “syntaxi” organismu (systému) lze chápat śı̌t interakćı
mezi jeho komponentami

• statická analýza

• sémantikou organismu-systému je jeho funkce (daná vývojem
v čase, tzv. dynamikou)

• dynamická analýza
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Dynamický model – definice

Dynamický model je mechanistický popis sledovaného jevu umožňuj́ıćı
simulaci a predikci jeho vývoje v čase. Pojem mechanistický zde znač́ı
explicitńı inkluzi známých elementárńıch proces̊u produkuj́ıćıch ve
vzájemné součinnosti námi pozorované chováńı sledovaného jevu.

Srovnej se statistickými modely dat, nap̌r. lineárńı regrese – tzv. popisné
modely.

Dynamický model sestává ze dvou základńıch komponent:

• množina stavových (závislých) proměnných (chápány formou
stavového vektoru, hodnota stavového vektoru v daném okamžiku
určuje stav systému)

• systém dynamických rovnic (implicitńı pravidla specifikuj́ıćı změnu
stavu v čase, chápány jako funkce současných a minulých stav̊u)

Model může být doplněn množinou vstupńıch (nezávislých) proměnných

reprezentuj́ıćıch vývoj určitých aspekt̊u okoĺı v čase.
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Dynamický model biologického systému
Základńı konstrukty biochemického modelu

• sledované jevy — komplexńı procesy, nap̌r. metabolismus

• elementárńı procesy — chemické reakce

• stavové proměnné — koncentrace látek
⇒ stav — vektor koncentraćı látek v určitém okamžiku

• dynamické rovnice – popis změny stavu dané projevem reakćı
⇒ rychlost reakce charakterizuje konstanta ([M · s−1])

p̌reměna: A
k−→ B

syntéza: A + B
k1−→ AB

rozklad: AB
k−1−→ A + B
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Tř́ıdy model̊u dynamiky
Varianty zp̊usobu zachyceńı času a změny stavových proměnných

abstrahovan

modelovan
cas

promenne

diskretni spojite

kvalitativni model

stochasticky model spojity modelaproximace

abstra
kce abstrakce



Metody dynamické analýzy Základńı principy spojitých model̊u dynamiky

Deterministické vs. stochastické modely dynamiky

Deterministický model

• makropohled — p̌redpoklad vysoké molárńı koncentrace látek
• populačńı pohled (pr̊uměrné chováńı)
• stav ≡ vektor aktuálńıch koncentraćı látek
• za daných podḿınek generuje jediné chováńı

Stochastický model

• mikropohled — interakce individuálńıch molekul
• individuálńı pohled (chováńı jedince)
• stav≡ vektor aktuálńıho počtu molekul jednotlivých látek
• za daných podḿınek generuje v́ıce r̊uzných chováńı
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Spojitý model dynamiky kompartmentu

pritok (inflow)

odtok (outflow)

vodni barel

Uvažujme h malý časový úsek v němž změny I (t) a O(t) (pro
t ∈ 〈t0, t0 + h〉) jsou zanedbatelné (konstantńı). Potom lze psát:

W (t + h) = W (t) + I (t) · h − O(t) · h
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Spojitý model dynamiky kompartmentu

t0+ht0 t

I(t)

+

pritok (inflow)

odtok (outflow)

vodni barel
W(t) [ml]

I(t) [ml/s]

O(t) [ml/s]

t0+ht0 t

O(t)

−

Uvažujme h malý časový úsek v němž změny I (t) a O(t) (pro
t ∈ 〈t0, t0 + h〉) jsou zanedbatelné (konstantńı). Potom lze psát:

W (t + h) = W (t) + I (t) · h − O(t) · h
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Spojitý model dynamiky kompartmentu

t0+ht0 t

I(t)

+

pritok (inflow)

odtok (outflow)

vodni barel
W(t) [ml]

I(t) [ml/s]

O(t) [ml/s]

t0+ht0 t

O(t)

−

W (t + h)−W (t)

h
= I (t)− O(t)

h→ 0⇒ dW

dt
= I (t)− O(t)
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Spojitý model dynamiky kompartmentu

odtok (outflow)

vodni barel
W(t) [ml]

O(t) [ml/s]

t0+ht0 t

O(t)

−

• uvažujme I (t) = 0, jak záviśı O(t) na obsahu barelu W (t)?

• O(t) · h = W (t)−W (t + h)⇒ pro h→ 0: O(t) = − dW
dt

• v termodynamice byla dokázána (za zjednodušuj́ıćıch
termodynamických podḿınek) p̌ŕımá závislost O(t) na W (t):

O(t) = k ·W (t)

kde k je konstanta charakterizuj́ıćı p̌ŕımou úměrnost [s−1]

PŘEDPOKLAD: OBSAH KOMPARTMENTU JE IDEÁLNĚ PROMÍCHÁN

Kroemer, Herbert; Kittel, Charles (1980). Thermal Physics (2nd ed.). W. H. Freeman Company.
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Energetický proces chemických reakćı
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Energetický proces chemických reakćı

• r̊uzné energetické stavy molekuly
• nap̌r. komplex AB méně stabilńı než individuálńı výskyt

molekul A, B
• p̌ri p̌rechodu mezi energ. stavy docháźı k výměně energie

• energie požadována pro aktivaci procesu (aktivačńı energie)
• energie uvolněna během procesu (volná energie)

• pro biologický systém je zdrojem věťsiny energie metabolismus

• absolutńı teplota ovlivňuje kinetickou energii molekul

• pro úspěšnou realizaci reakce muśı byt splněno:
• správná prostorová konfigurace (orientace) molekul
• dostatek kinetické energie
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Konverze/rozklad látky v čase

A −→ B

• reakce 1. řádu

• ireversibilńı (jednosměrná reakce)

• reaktantem (p̌ŕıp. produktem) je jedna molekula

• odpov́ıdá všem druhům p̌ŕırodńıho rozkladu/konverze
• radioaktivńı rozpad,
• aktivace/inaktivace molekuly,
• fluorescence, ...
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Konverze/rozklad látky v čase

A BOa(t)=Ib(t)=?

• p̌redpokládejme [A] nádoba obsahuj́ıćı v čase t nA molekul

• kolik molekul “p̌reteče” do nádoby [B] za jednotku času?

1. výběr molekul z nádoby [A] v čase t
⇒ počet vybraných molekul úměrný počtu molekul v nádobě

takenA(t) ∼ k · nA(t)

kde k (nep̌ŕımo) zachycuje pr̊uměrnou pravděpodobnost
nalezeńı molekuly v nádobě (za daných energetických
podḿınek)

2. provedeńı reakce
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Konverze/rozklad látky v čase

A BOa(t)=Ib(t)=?

• p̌redpokládejme [A] nádoba obsahuj́ıćı v čase t nA molekul

• kolik molekul “p̌reteče” do nádoby [B] za jednotku času?

• hodnota úbytku p̌ŕımo úměrná hodnotě nA v daném okamžiku

−dnA(t)

dt
= k · nA(t)

• koeficient úměrnosti k [s−1]
tzv. reakčńı konstanta (koeficient)
- charakterizuje rychlost reakce (fyzikálńı aspekty jevu)

• p̌redpokladem je ideálńı proḿıchanost látek v reakčńım
prosťred́ı (nezávislost na individuálńım chováńı molekuly)



Metody dynamické analýzy Základńı principy spojitých model̊u dynamiky

Charakterizace reakčńı konstanty

• energetické (termodynamické) podḿınky

• reakčńı konstanta charakterizuje frekvenci relizace reakce

• závislost na absolutńı teplotě T (Arheni̊uv zákon):

k ∝ e
−EA
RT

• EA ... aktivačńı energie reakce
• R ... plynová konstanta

Polach K. J., Widom J., A Model for the Cooperative Binding of Eukaryotic Regulatory Proteins to
Nucleosomal Target Sites, Journal of Molecular Biology, Volume 258, Issue 5, 24 May 1996, Pages
800-812, ISSN 0022-2836, DOI: 10.1006/jmbi.1996.0288.
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Konverze/rozklad látky v čase

dnA(t)

dt
= k · nA(t)

• jaká funkce má stejný tvar jako jej́ı derivace?

• f (t) = 1 + t + t2/2! + t3/3! + t4/4! + ...

f (t) = et

• plat́ı
det

dt
= et
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Exponenciálńı rozklad/konverze

A
k−→ B

−dnA(t)
dt = k · nA(t)

⇔ nA(t) = nA(0) · e−kt

• lineárńı dif. rce 1. řádu

• jednoznačné řešeńı

• numericky aproximovatelné



Metody dynamické analýzy Základńı principy spojitých model̊u dynamiky
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Exponenciálńı rozklad/konverze
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Eulerova metoda

dy

dt
= f (t, y)

yn+1 = yn + ∆t · f (tn, yn)

1. init t0, y0, ∆t, n;

2. for j from 1 to n do
2.1 m := f (t0, y0);
2.2 y1 := y0 + ∆tm;
2.3 t1 := t0 + ∆t;
2.4 t0 := t1;
2.5 y0 := y1;

3. end
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Eulerova metoda
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Model dynamiky rozkladu/konverze

A
k−→ B

d [A]
dt

= −k[A]

d [B]
dt

= k[A]

Ekvilibrium:

0 = d [A]
dt = d [B]

dt = k[A]⇔ [A] = 0

≡ vyčerpáńı zdrojové látky A
⇒ asymptoticky stabilńı stav
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Model dynamiky rozkladu/konverze

A
k−→ B

d [A]
dt

= −k[A]

d [B]
dt

= k[A]

Ekvilibrium:

0 = d [A]
dt = d [B]

dt = k[A]⇔ [A] = 0

≡ vyčerpáńı zdrojové látky A
⇒ asymptoticky stabilńı stav
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Pr̊uběh rozkladu/konverze v čase
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Reversibilńı konverze látky v čase

A
k1←→
k2

B

d [A]

dt
= −k1[A] + k2[B]

d [B]

dt
= k1[A]− k2[B]

Ekvilibrium:
d [A]

dt
=

d [B]

dt
= 0⇔ k1[A] = k2[B]

⇔ [B]

[A]
=

k1

k2
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Reversibilńı konverze látky v čase

A
k1←→
k2

B

d [A]

dt
= −k1[A] + k2[B]

d [B]

dt
= k1[A]− k2[B]

Ekvilibrium:
d [A]

dt
=

d [B]

dt
= 0⇔ k1[A] = k2[B]

⇔ [B]

[A]
=

k1

k2
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Pr̊uběh reversibilńı konverze v čase
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Zákon o aktivńım p̊usobeńı hmoty

A + B −→ AB

rychlost reakce je p̌ŕımo úměrná součinu koncentraćı reaktant̊u

• p̌ŕımá úměrnost je určena reakčńı konstantou

• význam:
[počet koliźı molekul reaktant̊u] × [pravděpodobnost kolize]

• p̌redpokladem je ideálńı proḿıchanost látek v reakčńım
prosťred́ı (nezávislost na individuálńım chováńı molekuly)
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Zákon o aktivńım p̊usobeńı hmoty

A ABB

Oa(t)=Ob(t)=?

Iab(t)=Oa(t)=Ob(t)=?

rychlost reakce je p̌ŕımo úměrná součinu koncentraćı reaktant̊u

• p̌ŕımá úměrnost je určena reakčńı konstantou

• význam:
[počet koliźı molekul reaktant̊u] × [pravděpodobnost kolize]

• p̌redpokladem je ideálńı proḿıchanost látek v reakčńım
prosťred́ı (nezávislost na individuálńım chováńı molekuly)
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Model dynamiky syntézy dvou látek

A + B
k−→ AB

d [A]

dt
= −k[A][B]

d [B]

dt
= −k[A][B]

d [AB]

dt
= k[A][B]

• reakce 2. řádu, k je mě̌reno v [M−1s−1]

• reakce vyš̌śıch řádů málo pravděpodobné (kolize molekul)
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Pr̊uběh syntézy dvou látek



Metody dynamické analýzy Základńı principy spojitých model̊u dynamiky

Model dynamiky (binárńıho) rozkladu sloučenin

AB
k−→ A + B

d [A]

dt
= k[AB]

d [B]

dt
= k[AB]

d [AB]

dt
= −k[AB]
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Pr̊uběh binárńıho rozkladu v čase
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Model dynamiky reversibilńı reakce

AB
k1←→
k2

A + B

d [A]

dt
= k1[AB]− k2[A][B]

d [B]

dt
= k1[AB]− k2[A][B]

d [AB]

dt
= −k1[AB] + k2[A][B]
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Pr̊uběh reversibilńı reakce v čase
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Paralelńı reakce
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Nástroje numerické simulace

• COPASI http://www.copasi.org/

• Dizzy http://magnet.systemsbiology.net/software/Dizzy/

• BioNESSIE http://www.bionessie.org/

• MatLAB, Maple, Mathematica, ...

http://www.copasi.org/
http://magnet.systemsbiology.net/software/Dizzy/
http://www.bionessie.org/
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie

zdraví infikovaní

uzdravení
(docasne imunní)

• způsob š́ı̌reńı: individuálńı kontakt

• léčba trvá cca. 2 týdny

• p̌redpokládáme p̌ŕıtomnost alespoň jednoho infikovaného
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie

zdraví infikovaní

uzdravení
(docasne imunní)
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie – proměnné

• definice závislých proměnných
• počet zdravých — S
• počet infikovaných — I
• počet vyléčených — R

• definice nezávislých proměnných
• čas — t
• mohli bychom uvažovat nav́ıc nap̌r. prostor, věk
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie – proměnné

• definice závislých proměnných
• počet zdravých — S
• počet infikovaných — I
• počet vyléčených — R

• definice nezávislých proměnných
• čas — t
• mohli bychom uvažovat nav́ıc nap̌r. prostor, věk
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie – konstanty

zdraví infikovaní

uzdravení
(docasne imunní)

b

a

c

• nutno specifikovat rychlost jednotlivých dynamických vztahů
za jednotku času
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie – konstanty

• p̌redpokládejme, že pr̊uměrně 2 lidé ze 100 infikovaných se
uzdrav́ı za den

• tedy pravděpodobnost uzdraveńı za jeden den je pb = 2
100

• definujeme rychlost procesu uzdraveńı b, [počet
uzdraveńı/den]

b =
pb

den
=

2

100
den−1 =

1

50
den−1

• podobně lze definovat konstanty a (rychlost nákazy) a c
(rychlost ztráty imunity)
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie – rovnice

zdraví infikovaní

uzdravení
(docasne imunní)

b

• uvažujeme-li pouze nezávislý proces uzdravováńı, dostáváme:

dI

dt
= −bI

dR

dt
= bI
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie – rovnice

zdraví infikovaní
a

zdraví infikovaní
α

• vstupńı proměnou procesu nákazy neńı jen počet zdravých
jedinc̊u

• proměnná záviśı na počtu nemocných!

• jelikož p̌redpokládáme š́ı̌reńı choroby p̌ŕımým kontaktem osob,
dle zákona o aktivńım působeńı hmoty lze p̌ŕır̊ustek
infikovaných uvažovat jako p̌ŕımo úměrný součinu počtu
infikovaných a zdravých osob:

dI

dt
= αIS

• konstantu a [počet nakažených/den] nahrazujeme konstantou
α [počet nakažených/(počet zdravých × den)]
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie – rovnice

uzdravení
(docasne imunní)

bc

zdraví infikovaní
α

dS

dt
= −αIS + cR

dI

dt
= αIS − bI

dR

dt
= bI − cR
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Populačńı model š́ıřeńı epidemie – alt. zápis

uzdravení
(docasne imunní)

bc

zdraví infikovaní
α

S + I
α−→ I I

b−→ R R
c−→ S
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Kermack-McKendrick model

zdraví infikovaní

uzdravení
(docasne imunní)

b

α

pro c = 0 (permanentńı imunita, 1
c →∞) dostáváme:

dS

dt
= −αIS

dI

dt
= αIS − bI
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Shrnut́ı

• deterministický p̌ŕıstup poskytuje tzv. makropohled
(populačńı model)

• ireversibilńı reakce 1. řádu modelována jako exponenciálńı
p̌reměna látky

• zákon o aktivńım působeńı hmoty modeluje reakce se dvěma
produkty/reaktanty (reakce 2. řádu)

• rychlost reakce charakterizována limitńı změnou koncentrace
produktu v čase

• změna koncentrace produktu v čase ∆t =
[počet koliźı molekul reaktant̊u] × [pravděp. účinnosti kolize]

• vyjáďreno p̌ŕımou úměrnost́ı se součinem koncentraćı molekul
reaktant̊u

• obecný zákon použ́ıvaný pro deterministické modelováńı
populačńıch jev̊u

• možnost simulace (Eulerova metoda)
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• deterministický p̌ŕıstup poskytuje tzv. makropohled
(populačńı model)
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