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Modelováńı dynamiky transkripčńı regulace
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Dynamický model biologického systému
Základńı konstrukty stochastického modelu

• sledované jevy — komplexńı procesy, nap̌r. metabolismus

• elementárńı procesy — diskrétńı události (chemické reakce)

• stavové proměnné — počet molekul jednotlivých látek
⇒ stav — vektor počt̊u molekul v určitém okamžiku

• systém je chápán jako stochastický proces popisuj́ıćı vývoj
pravděpodobnostńıho rozložeńı stav̊u v čase

• rychlost reakce charakterizována frekvenćı (tzv. rate) [s−1]
(určeno za zjednodušuj́ıćıch podḿınek)

p̌reměna: A
c−→ B

syntéza: A + B
c1−→ AB

rozklad: AB
c−1−→ A + B
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Tř́ıdy model̊u dynamiky
Varianty zp̊usobu zachyceńı času a změny stavových proměnných

abstrahovan

modelovan
cas

promenne

diskretni spojite

kvalitativni model

stochasticky model spojity modelaproximace

abstra
kce abstrakce
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Deterministické vs. stochastické modely dynamiky

Deterministický model

• makropohled — p̌redpoklad vysoké molárńı koncentrace látek
• populačńı pohled (pr̊uměrné chováńı)
• stav ≡ vektor aktuálńıch koncentraćı látek
• za daných podḿınek generuje jediné chováńı

Stochastický model

• mikropohled — interakce individuálńıch molekul
• individuálńı pohled (chováńı jedince)
• stav≡ vektor aktuálńıho počtu molekul jednotlivých látek
• za daných podḿınek generuje v́ıce r̊uzných chováńı
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Energetický proces chemických reakćı
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Energetický proces chemických reakćı

• r̊uzné energetické stavy molekuly
• nap̌r. komplex AB méně stabilńı než individuálńı výskyt

molekul A, B
• p̌ri p̌rechodu mezi energ. stavy docháźı k výměně energie

• energie požadována pro aktivaci procesu (aktivačńı energie)
• energie uvolněna během procesu (volná energie)

• termodynamické podḿınky ovlivňuj́ı kinetickou energii molekul

• pro reakci (úspěšnou kolizi) muśı byt splněno:
• správná prostorová konfigurace (orientace) molekul
• dostatek kinetické energie
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Model dynamiky chemických reakćı

• uvažujeme konstantńı fyzikálńı podḿınky:
• teplota, objem, tlak, vlivy prosťred́ı

• uvažujeme dob̌re proḿıchané médium (uniformńı rozložeńı)

• událost úspěšné kolize molekul chápeme jako stochastický jev
→ lze definovat pr̊uměrnou pravděpodobnost úspěšné kolize
molekul v libovolném časovém okamžiku

• určeno fyzikálńımi vlastnostmi reaguj́ıćıch molekul (struktura,
volná energie)
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Model dynamiky chemických reakćı

• p̌resné modelováńı by znamenalo:
• reflektovat pozici, rychlost a charakter každého objektu v

systému
• uvažovat každou kolizńı událost
• včetně koliźı nereaktivńıch

• zjednodušeńı znamená:
• abstrakci od informace o pozici a rychlosti objekt̊u
• abstrakci od nereaktivńıch koliźı (mezi dvěma bezprosťredńımi

reaktivńımi událostmi je velmi mnoho nereaktivńıch. . . )
• efekt nereaktivńıch koliźı je randomizace rychlosti a pozice

molekul
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Stochastický model reakčńı dynamiky

• uvažujme systém n substanćı S = {S1, ...,Sn} provázaných m
reakcemi R = {R1, ...,Rm}

• uvažujeme pouze reakce 0., 1. a 2. řádu

• systém zapisujeme pomoćı stechiometrické matice M
rozměru n ×m:

Mij =

{
−K , je-li K · Si reaktantem Rj

K , je-li K · Si produktem Rj

• závislé reakce:

dep(Ri ,Rj)⇔ ∃k .Mki ·Mkj < 0
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad stechiometrické matice

R1 : 2A + 3B → 2C
R2 : C →
R3 : → A
R4 : A→ C

−2 0 1 −1
−3 0 0 0
2 −1 0 1


Předpokládáme S1 = A,S2 = B,S3 = C .
dep : (R1,R3), (R3,R4), (R1,R2).(R2,R4)
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad stechiometrické matice

R1 : 2A + 3B → 2C + A
R2 : C →
R3 : → A
R4 : A→ C

−1 0 1 −1
−3 0 0 0
2 −1 0 1


Předpokládáme S1 = A,S2 = B,S3 = C .
dep : (R1,R3), (R3,R4), (R1,R2).(R2,R4)
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Stochastický model reakčńı dynamiky

• počet molekul substance Si v čase t budeme značit Ni (t)

• náhodnou proměnnou rozložeńı počt̊u molekul substanćı v
čase t charakterizujeme vektorem:

X (t) = 〈N1(t), ...,Nn(t)〉

• vývoj tohoto rozložeńı X (t) v čase charakterizujeme jako
stochastický proces ve spojitém čase:

{X (t)|t ∈ R+}
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Model dynamiky chemických reakćı

• uvažujme N1 molekul látky S1 a N2 molekul látky S2

• náhodná proměnná χN1,N2,dt charakterizuj́ıćı pravděpodobnost
kolize molekul S1 a S2 v časovém intervalu (t, dt] je určena:

χN1,N2,dt = χ(N1,N2) · dt

kde χ(N1,N2) = c · N1 · N2 je tzv. hazardńı funkce
• p̌redpokládáme S1 a S2 r̊uzné látky
• c je konstanta charakterizuj́ıćı pr̊uměrnou frekvenci úspěšných

koliźı
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Model dynamiky chemických reakćı

• závislost frekvence koliźı c na absolutńı teplotě T (Arheni̊uv
zákon):

c ∝ e
−EA
RT

• EA ... aktivačńı energie reakce
• R ... plynová konstanta
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Přesné odvozeńı je komplikované!
Pouze pro informaci, nebude vyžadováno...

D. T. Gillespie. Exact Stochastic Simulation of Coupled Chemical Reactions. In Journal of Physical Chem-
istry, volume 81, No. 25, pages 2340-2381. 1977.
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Model dynamiky chemických reakćı
Hazardńı funkce pro všechny typy reakćı

Hazardńı funkci pro reakci Ri budeme značit χi (X ).
Předpokládáme, že každé reakci Ri je p̌rǐrazena frekvenčńı
konstanta ci . Tabulka ńıže uvád́ı hazardńı funkci pro všechny typy
uvažovaných reakćı:

Ri ∅ → ∗ χi (X ) = ci

Ri Sj → ∗ χi (X ) = ci · Nj

Ri Sp + Sq → ∗ χi (X ) = ci · Np · Nq

Ri 2Sj → ∗ χi (X ) = ci ·
Nj ·(Nj−1)

2

stochastický zákon zachováńı hmoty
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Model dynamiky chemických reakćı
Hazardńı funkce pro všechny typy reakćı

Reakce vyš̌śıho řádu typicky nejsou uvažovány, neboť jsou fakticky
složeny z něěkolika elementárńıch reakćı (1. a 2. řádu).

V p̌ŕıpadě nutnosti lze modelovat homopolymerizaci:

Ri K · Sj → ∗ χi (X ) = ci ·
(

Nj

K

)
= ci ·

Nj !
(Nj−K)!K !
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Model dynamiky chemických reakćı
Stochastický proces jako Markov̊uv řetězec spojitého času

• stochastický proces {X (t)|t ∈ R+}
• spojitý čas pobytu ve stavu

• jaká je doba do nejbližš́ı události (změny stavu)?

• nutno naj́ıt vhodný statistický model charakterizuj́ıćı “čekaćı”
dobu W mezi změnami stav̊u

• v teorii pravděpodobnosti je vhodným modelem exponenciálńı
rozložeńı

• W ∼ Exp(λ)
• 1

λ ... pr̊uměrná čekaćı doba

• s takto modelovaným chováńım v čase dostáváme specifický
stochastický proces: tzv. Markov̊uv řetězec ve spojitém čase
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Exponenciálńı rozložeńı

X ∼ Exp(λ)

pokud:

fX (x) =

{
λe−λx , x ≥ 0,

0, jinak.

Pro distribučńı funkci dostáváme:

FX (x) =

{
0, x < 0,

1− e−λx , x ≥ 0.

Sťredńı hodnota:

E (X ) =
1

λ
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Exponenciálńı rozložeńı
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Spojitý Markov̊uv řetězec
Př́ıklad

• pr̊uměrná čekaćı doba ve stavu Surf je 3 minuty, což je
3

60 = 1
20 hod

⇒ αS = 20

• αW = 7.5

• αE = 15
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Exponenciálńı rozložeńı
Vlastnosti minima exponenciálńıch distribućı

Uvažme X1, ...,Xn nezávislé náhodné proměnné t.ž.
∀i .Xi ∼ Exp(λi ). Pro minimálńı exponenciálńı rozložeńı
min{X1, ...,Xn} plat́ı:

Pr{min{X1, ...,Xn} > x} = Pr{X1 > x ∩ X2 > x ∩ ... ∩ Xn > x}

=
n∏

i=1

Pr{Xi > x} =
n∏

i=1

e−λix = e−x
Pn

i=1λi

Pro parametr minimálńıho rozložeńı plat́ı:

Pr{Xk = min{X1, ...,Xn}} =
λk

λ1 + · · ·+ λn
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Simulace

Ćıl:
X (0)→∗ X (tmax)

• simulovat vývoj stochastického procesu z X (0) do X (tmax),
kde tmax je požadovaný čas simulace

Postup: X (t)→ X (t + τ)

• provedeńı vždy právě jedné reakce v intervalu (t, t + τ ]

• provedeńı reakce je okamžitý jev (trvá nulový čas)

• ve stavu X (t) = 〈N1, ...,Nn〉 je doba τ do provedeńı reakce
Ri ∈ R simulována rozložeńım:

τ ∼ Exp(χi (X (t)))

• jaká je doba do nejbližš́ı daľśı (libovolné) reakce?
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B

(
5
0

)

→ (2s)→
(

4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B
2s

T~Exp(5)

(
5
0

)
→

(2s)→
(

4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)

→ (0.5s)→
(

3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B
0.5s

T~Exp(4)

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→

(0.5s)→
(

3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)

→ (1s)→
(

2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B
1s

T~Exp(3)

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→

(1s)→
(

2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)

→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B
T~Exp(2)

0.8s

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)

→ (2s)→
(

0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

2s

T~Exp(1)
A B

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→

(2s)→
(

0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA



Modelováńı dynamiky Kinetika enzymů Transkripčńı regulace

Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

A B

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad I

Uvažujme reakci: A→ B

(
5
0

)
→ (2s)→

(
4
1

)
→ (0.5s)→

(
3
2

)
→ (1s)→

(
2
3

)
→

(0.8s)→
(

1
4

)
→ (2s)→

(
0
5

)

• hazardńı funkce uvažována χ(NA,NB) = 1 · NA
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Simulace

X (t)→ X (t + τ)

τ ∼ Exp(χi (X (t)))

• pr̊uměrná doba do nejbližš́ı daľśı události Ri je 1
χi (X (t))

• jaká je pr̊uměrná doba do nejbližš́ı daľśı (libovolné) události?

• z množiny {τi | τi ∼ Exp(χi (X (t)))} hledáme minimálńı
rozložeńı – min{τ1, ..., τm}

• exponenciálńı rozložeńı je uzav̌rené v̊uči minimu:
⇒ min{τ1, ..., τm} ∼ Exp(

∑m
i=1 χi (X (t)))

• pr̊uměrná doba do nejbližš́ı daľśı reakce je 1Pm
i=1 χi (X (t)))



Modelováńı dynamiky Kinetika enzymů Transkripčńı regulace

Stochastický model reakčńı dynamiky
Simulace

X (t)→ X (t + τ)

min{τ1, ..., τm} ∼ Exp(
m∑

i=1

χi (X (t)))

• pr̊uměrná doba do nejbližš́ı daľśı reakce je 1Pm
i=1 χi (X (t)))

• z teorie pravděpodobnosti (vlastnosti exp. rozložeńı) plyne pro
pravděpodobnost výběru minimálńı proměnné:

Pr{τi = min{τ1, ...τm}} =
χi (X (t))∑m

i=1 χi (X (t)))

• jedná se p̌ŕımo o pravděpodobnost provedeńı reakce Ri v
okamžiku t + τ

• touto pravděpodobnost́ı lze simulovat výběr i-té reakce

• po výběru reakce Ri k provedeńı realizujeme efekt reakce M(j)
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Monte Carlo simulace SSA
Gillespiho př́ımá metoda

1. inicializace X (0)

2. výpočet χi (X (t)) ∀i ∈ {1, ...,m} v aktuálńım stavu X (t)

3. výpočet
∑m

i=1 χi (X (t))

4. simulace doby τ do následuj́ıćı události – sampluj τ ∈ Exp(χ(X (t)))

5. aktualizace t := t + τ

6. výběr reakce Ri s pravděpodobnost́ı χi (X (t))Pm
i=1 χi (X (t))

7. X (t) := XT + M(j)

8. pokud t < Tmax , iteruj (2)
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Stochastický model reakčńı dynamiky
Př́ıklad II

N2 = 1

N1 = 0

N2 = 0

N1 = 1

N1 = 0

N2 = 0
N2 = 1

N1 = 1

c2

c3

c2c1

c1

R1 S1
c1−→ χ1(N1,N2) = c1 · N1

R2 S2
c2−→ χ2(N1,N2) = c2 · N2

R3 S1 + S2
c3−→ χ3(N1,N2) = c3 · N1 · N2
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Nástroj Dizzy

• nástroj pro simulaci dynamiky śıt́ı chemických reakćı

• obsahuje stochastické i deterministické solvery

• stochastické solvery jsou robustńı

• mimo p̌ŕımý Gillespiho algoritmus zahrnuje daľśı varianty stochastické simulace

• vhodný zejména pro stochastickou simulaci

http://magnet.systemsbiology.net/software/Dizzy/

http://magnet.systemsbiology.net/software/Dizzy/
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Nástroj COPASI

• nástroj pro simulaci dynamiky śıt́ı chemických reakćı
• obsahuje deterministické i stochastické solvery
• deterministické solvery jsou robustńı
• stochastické solvery nestabilńı, experimentálńı implementace
• vhodný zejména pro deterministickou simulaci
• stochastickou variantu lze zvolit v p̌ŕıpadě poťreby porovnáńı

http://www.copasi.org

http://www.copasi.org
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Kinetika Michaelis-Menten

S + E
c1


c2

ES
c3−→ P + E

Stechiometrickou matici uvažujeme pro indexaci
S1 = S ,S2 = E ,S3 = ES , S4 = P:

−1 −1 0
−1 1 1
1 −1 −1
0 0 1


Závislosti mezi reakcemi:

dep(R1,R2), dep(R1,R3)
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Kinetika Michaelis-Menten

S + E
c1


c2

ES
c3−→ P + E

Uvažujeme stav X = 〈#S ,#E ,#ES ,#P〉:

R1 S + E → ES χ1(X ) = c1 ·#E ·#S

R2 ES → S + E χ2(X ) = c2 ·#ES

R3 ES → P + E χ3(X ) = c3 ·#ES
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Kinetika Michaelis-Menten

S + E
c1


c2

ES
c3−→ P + E

Ve stochastickém frameworku nelze p̌ŕımo aplikovat kvazi-stabilńı
abstrakci. Lze však uplatnit redukci dimenzionality (ta je
uplatnitelná v deterministickém i stochastickém modelu):

M =


−1 −1 0
−1 1 1
1 −1 −1
0 0 1


Mezi proměnnými jsou následuj́ıćı lineárńı závislosti:

#E + #ES = #E0

#S + #ES + #P = #S0

kde #S0 a #E0 jsou iniciálńı počty molekul.
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Kinetika Michaelis-Menten

S + E
c1


c2

ES
c3−→ P + E

Matici M lze tedy redukovat:[
−1 −1 0
0 0 1

]
a redukované substance vyjáďrit algebraicky:

#ES = #S0 −#S −#P
#E = #E0 −#ES = #E0 −#S0 + #S + #P
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Kinetika Michaelis-Menten

S + E
c1


c2

ES
c3−→ P + E

Po redukci dimenzionality uvažujeme stav X = 〈#S ,#P〉:

R1 S + E → ES χ1(X ) = c1 · (#E0 −#S0 + #S + #P) ·#S

R2 ES → S + E χ2(X ) = c2 · (#S0 −#S −#P)

R3 ES → P + E χ3(X ) = c3 · (#S0 −#S −#P)
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Modelováńı kinetiky enzym̊u
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Interakce při expresi gen̊u v prokaryotické buňce
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Model exprese gen̊u

• spojitý model na úrovni regulačńı (Hillovy kinetiky)

• zachyceńı transkripce (i translace)

• lze modelovat pomoćı zákona o aktivńım působeńı hmoty

• jak modelovat stochasticky?
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Model exprese gen̊u

R1 : g → g + r
R2 : r → r + P
R3 : r →
R4 : P →

• zachyceńı tvorby transkriptu a proteinu reakčńı kinetikou

• zjednodušeńı reálné situace

• g je konstantńı ⇒ g(0) · ci určuje výkon transkripce

• výkon translace determinován aktuálńım množstv́ı RNA
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Model exprese gen̊u

R1 : g → g + P
R2 : P →

• g je konstantńı ⇒ g(0) · ci určuje výkon transkripce
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Model exprese gen̊u

R1 : g → g + P
R2 : P →

• g je konstantńı ⇒ g(0) · ci určuje výkon transkripce
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Model exprese gen̊u – Simulace

• nastaveńı simulace: g(0) = 5,P(0) = 0; c1 = 0.1, c2 = 0.01

• rozložeńı v bodě t = 600 pro 2000 simulaćı
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Model exprese gen̊u – negativńı autoregulace

R1 : P + g → gP
R2 : gP → g + P
R3 : g → g + P
R4 : P →
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Model exprese gen̊u – negativńı autoregulace

R1 : P + g → gP
R2 : gP → g + P
R3 : g → g + P
R4 : P →
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Model negativńı autoregulace – Simulace

• nastaveńı simulace: g(0) = 5,P(0) = 0, gP(0) = 0;
c1 = c2 = 1, c3 = 0.1, c4 = 0.01

• rozložeńı v bodě t = 400 pro 2000 simulaćı
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Model exprese gen̊u – pozitivńı autoregulace

R1 : P + g → gP
R2 : gP → g + P
R3 : gP → gP + P
R4 : P →
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Model exprese gen̊u – pozitivńı autoregulace

R1 : P + g → gP
R2 : gP → g + P
R3 : gP → gP + P
R4 : P →
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Model pozitivńı autoregulace – Simulace

• nastaveńı simulace: g(0) = 5,P(0) = 0, gP(0) = 0;
c1 = c2 = 1, c3 = 0.1, c4 = 0.01

• rozložeńı v bodě t = 1000 pro 2000 simulaćı
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