Uvo

d

PB165 — Grafy a sité
Kostry grafu



Uvod

Obsah prednasky

(4 ) Uvod
© Budovani stromu v grafu

© Priichody grafem
@ Prichod do 3itky
@ Priichod do hloubky

@ Minimaini kostra grafu
@ Primiv algoritmus
@ Kruskaliv algoritmus
@ Borlvkiv algoritmus



Uvod

Terminologicky tvod

Definice

Stromem v grafu G rozumime podgraf grafu G, ktery je stromem.
Hrany a vrcholy, které do tohoto stromu naleZi, nazyvame stromové.

V opacném pFipadé& se hrana zve nestromova.

Hranu, jejiZ jeden krajni vrchol je sou&dsti stromu T v neorientovaném
grafu, budeme znacit jako okrajovou hranu stromu T. Je-Ii graf
orientovany, zna¢ime hranu jako okrajovou pokud je soucdsti stromu T
jeji pocateéni vrchol.

Obrazek: Strom v grafu je vyznacen plnymi vrcholy a tuénymi hranami,
okrajové hrany &arkované.




Budovani stromu v grafu

Rist stromu v grafu

Je-li G graf a T strom v G, potom graf vznikly z T pFidanim jeho
libovolné okrajové hrany je také stromem.

Dikaz.

Jelikoz hrana ma alesponi jeden ze svych koncovych vrcholid v T,
existuje cesta z p¥idaného vrcholu do v8ech vrcholti T a graf
zUstdva spojity.

P¥idana hrana ma mezi vrcholy stromu T zarovefi nejvyse jeden
vrchol. Nemize tedy Zadnym zpiisobem vzniknout cyklus a graf
zlistava i acyklicky, tedy strom. [
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Budovani stromu v grafu

Kostra grafu

Kostra grafu G je takovy strom T v grafu G, pro ktery plati
V(T)=V(G).

o Graf miZe mit vice neZ jednu kostru.
o Kazdy acyklicky podgraf grafu G je obsaZen v alespofi jedné
kost¥e grafu G.

Obréazek: Kostra je vyzna&ena tuénymi hranami.




Budovani stromu v grafu

Kostra komponent grafu

Graf miiZe mit kostru zfejmé jen v p¥ipadé, Ze je souvisly. Pokud
souvisly neni, mohou ale mit kostru jeho komponenty souvislosti.
Kostra nesouvislého grafu je tedy lesem, nikoliv stromem, p¥i¢emz
kaZdy jeho strom je kostrou jedné komponenty grafu.
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Budovani stromu v grafu

Budovani stromu v grafu

Vstupem algoritmu je graf G a jeho vrchol v. Vystupem je graf
s o&islovanymi (p¥irozenymi &isly ohodnocenymi) vrcholy 1,..., n.

inicializuj strom T jako vrchol v.
Nastav pocitadlo vrcholu na 1 a oznaZ€ vrchol v,
Dokud strom T neobsahuje vS8echny vrcholy komponenty,
jiz je podgrafem:
Vyber okrajovou hranu e.
Necht’ u je jeji vrchol, ktery neni souldsti stromu.
Pridej vrchol u a hranu e do stromu T.
Zvys hodnotu politadla vrcholu o 1.
0Cisluj vrchol u.
Vrat’ strom T.



Budovani stromu v grafu
Budovani stromu v grafu — ptiklad

Obrazek: Rast stromu. Vystupni strom T je vyznalen tuéné, okrajové
hrany ¢arkované.
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Budovani stromu v grafu

Budovani stromu v grafu — vlastnosti

@ Vybér okrajové hrany musi byt proveden podle
deterministického pravidla, aby vystup byl jednoznaény.

@ Hranam je pFidélena priorita a do grafu je pfidana vZdy ta
S prioritou nejvyssi.

o Je-li algoritmus spust&n z po¢atecniho vrcholu v, strom T
sloZeny z otislovanych vrcholli a stromovych hran je kostrou
komponenty grafu G, jiz je vrchol v sou&asti.

o Graf je spojity pravé kdyZ algoritmus budovani stromu pfipoji
v8echny vrcholy tohoto grafu.



Budovani stromu v grafu

Budovani stromu v orientovaném grafu

Algoritmus budovani stromu v orientovaném grafu je stejny jako

v p¥ipadé grafu neorientovaného. Vystupni stromy se oviem mohou
liSit poctem vrcholl v zavislosti na tom, ktery vrchol je vybrdn jako
podatedni.

u v w X y
Vystup algoritmu budovani stromu v orientovaném grafu na
obrazku se bude lisit v zavislosti na vybraném poc&ate¢nim vrcholu.




Budovani stromu v grafu

Strom v grafu — cviceni

© Nakreslete vystup algoritmu budovani stromu v grafu, je-li
vstupem graf na obrazku. Priorita hran je uréena
lexikografickym po¥adim sestupné (lexikograficky mensi hrana
ma vy33i prioritu) a vypolet zaling ve vrcholu:
0 a
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Budovani stromu v grafu

Steinerlv strom

@ Problém v nezaporné hranové
ohodnoceném grafu

@ Nalezeni minimalniho spojitého
podgrafu obsahujiciho
podmnoZinu vrcholi

@ Ve vé&tsiné variant NP-dplny,
v praxi heuristiky




Priichody grafem
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Prichod grafem do Sitky

BFS (Breadth-First Search)
Pfedpoklddame, Ze vstupem je souvisly neorientovany graf.
SlouZi k prohledani a nav&tiveni viech vrcholl grafu.

Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocateéniho vrcholu.

Nalezne nejkratsi cestu z pocate¢niho vrcholu do vech
ostatnich.

P¥i priichodu grafem je budovan strom cest do vSech jeho
vrchol(.

Pro implementaci algoritmu se pouZiva fronta.



Priichody grafem
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Prichod grafem do Sitky

Inicializuj strom T vrcholem v.
Nastav dist[v] = 0, dist[x]=nedosaZitelny pro x != v.
Inicializuj mnoZinu okrajovych hran jako préazdnou.
Inicializuj po&itadlo vrchold na 1 a oznal jim vrchol v.
Dokud nejsou oznafeny vSechny vrcholy, opakuj:
Aktualizuj seznam okrajovych hran.
Vyber okrajovou hranu e, jeZ vychizi z oZislovaného
vrcholu w s nejnizs8im moZnym Zislem.
Pridej hranu e a jeji koncovy vrchol u do stromu T.
Zvys pocitadlo vrcholua o 1.
0¢isluj pridany vrchol u.
Nastav dist[u] = dist[w] + 1.
Vrat’ strom T.
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Priichody grafem
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Implementace priichodu do $itky

Inicializuj strom T vrcholem v.
Nastav dist[v] = 0, dist[x] = -1 pro x != v.
Inicializuj frontu vrchold jako préazdnou a vloZ v.
Inicializuj po€itadlo vrcholu na 1 a ozna€ jim vrchol v.
Dokud jsou ve front& n&jaké vrcholy, opakuj:
Z pocZatku fronty odeber vrchol w.
Dokud je e hrana vychizejici z w do x:
Je-1li x neolislovany:
Zvys pocitadlo vrchold o 1.
0cisluj x.
Nastav dist[x] = dist[w] + 1.
Pridej x na konec fronty.
Pridej vrchol x a hranu e do T.
Vrat’ strom T.



Priichody grafem
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Prichod do Sitky — vlastnosti

Necht u, v jsou vrcholy v grafu G. Vzdalenost vrcholli u, v (po&et hran
na nejkrat3i cest& mezi t&mito vrcholy) budeme znatit 6(u, v).
Neexistuje-li cesta mezi t&mito vrcholy, klademe é(u, v) = co.

Necht (u,v) je hrana v grafu G. Potom plati

Vs e V(G):d(s,v) <d(s,u)+1

Duikaz.

@ Pokud do nékterého z vrchold u, v neexistuje z s cesta, neexistuje
cesta ani do druhého z nich a plati rovnost.

@ Necht z vrcholu s do vrcholu u vede cesta p délky k. Potom existuje
cesta z s do v sloZend z p a hrany (u, v). Délka této cesty je
pravé k 4+ 1 a nerovnost tedy plati. M{Ze ovSem existovat i cesta
kratsi.

O




Priichody grafem
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Prichod do Sitky — vlastnosti

Po skonéeni algoritmu BFS s po&ateénim vrcholem s plati

Vv € V(G) : dist[v] > d(s, v)

Dikaz je veden indukci k poétu vloZeni vrcholl do fronty:

@ Tvrzeni zfejmé plati po vloZeni po¢ateéniho vrcholu s do
fronty.

@ UvaZujme vkladani do fronty vrcholu x, do néjZ vede hrana
z w. Z induk&niho p¥edpokladu dist[w] > d(s, w)
a Lemmatu 1 plyne:

dist[x] = dist[w] + 1 > (s, w) + 1 > §(s, x)




Priichody grafem
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Prichod do Sitky — vlastnosti

Pro vrcholy < vq, ..., v, > fronty v BFS plati
diSt[Vk] < diSt[Vl] VAN diSt[V,'] < dist[ViJr]_]

Indukci k po&tu operaci vkladani a odebirdni na fronté:

@ Po vlozZeni poc¢dte¢niho vrcholu zfejmé tvrzenfi plati.

@ Indukéni krok: odebranim vrcholu se platnost tvrzeni zménit
nemiZe. Pokud dist[vi] = dist[vk], pak po odebrani dist[v1]
jsou pf¥iddny vrcholy o vzdélenosti rovné dist[v] + 1.

V druhém p¥ipadg, kdy dist[v1] + 1 = dist[vk], jsou po
odebrani dist[v;] pFidany vrcholy o vzdalenosti rovné dist[v].
L]




Priichody grafem
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Prichod do Sitky — diikaz

Po skon&eni” algoritmu BFS s po&ateEnim vrcholem s na grafu G

Jjsou ocislovany vsechny vrcholy dosaZitelné z s a v poli dist jsou
hodnoty (s, v).

Pro nedosaZitelné vrcholy tvrzeni zfejmé plati. Ozname Vj
mnoZzinu vrcholl, pro né&z §(s, v) = k. DokaZeme, Ze pro kazdy
vrchol v jsou nasledujici kroky provedeny pravé jednou:

@ Odislovani vrcholu.

@ Nastaveni dist [v]

© Vlozeni v do fronty.

Dukaz bude veden indukci ke k.




Priichody grafem
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Prichod do Sitky — diikaz

Dikaz - pokraovani.

@ Pro k =0, tedy pocatecni vrchol, jsou tyto kroky provedeny
jedinkrat pf¥i inicializaci.

@ Indukéni krok: Fronta se pred skoncenim vypoctu nikdy
nevyprazdni a poté, co je do ni vrchol vloZen, se jeho
vypoctena vzdalenost ani o&islovani neméni. Uvazujme
libovolny vrchol v € Vi, k > 1. Z lemmat 2 a 3 plyne, Ze
vrchol v miZe byt navstiven aZ poté, co jsou do fronty
pridany v3echny vrcholy z mnoZiny Vj_1. Jelikoz d(s, v) = k,
existuje na cesté z s do v vrchol u € Vj_; takovy, Ze existuje
hrana (u, v). Necht u je prvni takovy vrchol p¥idany do fronty.
Potom je vrchol v objeven pravé z vrcholu v a plati dist [v]
= dist[u] + 1.




Priichody grafem
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Priichod do Sitky — sloZitost

KaZdou hranu " projdeme” pravé jednou a vsechny vrcholy také
navstivime pravé jednou. P¥i vhodné implementaci fronty, ktera
umoziiuje ptiddvani a odebirani vrcholli v konstantnim &ase, je tedy
Casové sloZitost BFS O(|V| + |E|).

Poznamka

Prezentovany algoritmus Ize snadno upravit tak, aby krom vypo&tu
vzdalenosti od polateéniho vrcholu s vypodital i jeho predchiidce
na nejkratsi cesté z s.




Priichody grafem
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Prichod grafem do hloubky

DFS — Depth First Search

Namisto postupného prochazeni vrcholli od nejblizich ke
kofeni postupuje algoritmus do hloubky — dokud je to moZné,
vybere vZdy hranu vedouci déle z vrcholu, do kterého pravé
vstoupil. Poté se vraci stromem ke kofenu — " backtrackuje”.

Algoritmus i jeho implementace velice podobné BFS — stejna
Casova sloZitost.

Projde v8emi vrcholy grafu.

Vstupem je rovnéZ neorientovany souvisly graf

Nenalezne nejkratsi cesty do vrchold.

N4

DFS vhodnég&jsi pro prohleddvani stavovych prostorti
a heuristiky.

K implementaci se pouzivd zasobnik.



Priichody grafem
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Prichod grafem do hloubky

Inicializuj strom T vrcholem v.
Inicializuj mnoZinu okrajovych hran jako préazdnou.
Inicializuj po&itadlo vrchold na 1 a ozna€ jim vrchol v.
Dokud nejsou oznaleny vS8echny vrcholy, opakuj:
Aktualizuj seznam okrajovych hran.
Vyber okrajovou hranu e, jeZ vychazi z oZislovaného
vrcholu w s nejvy38im moZnym cislem.
Pfidej hranu e a jeji koncovy vrchol u do stromu T.
Zvy§ pocitadlo vrcholui o 1.
0¢isluj pridany vrchol u.
Vrat’ strom T.



Priichody grafem
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Prichod do hloubky — implementace

Inicializuj strom T vrcholem v.
Inicializuj zasobnik vrcholu jako prazdny a vloZz v.
Inicializuj po&itadlo vrchold na 1 a oznal jim vrchol v.
Dokud jsou v zasobniku n&jaké vrcholy, opakuj:
Z vrcholu zasobniku odeber vrchol w.
Dokud je e hrana vychazejici z w do x:
Je-1i x neolislovany:
Zvys pocitadlo vrchold o 1.
Ocisluj x.
P¥idej x na vrchol z&sobniku.
Pridej vrchol x a hranu e do T.
Vrat’ strom T.



Prichod do hloubky — p¥iklad
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Priichody grafem
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Prichod do hloubky — vlastnosti

Necht T je strom, jenZ je vystupem b&hu DFS na grafu G, a e
hrana z G, kterd nepatii do stromu T. Necht x,y jsou koncové
vrcholy hrany e a plati, Ze x je algoritmem oznacen nizsim ¢&islem
neZ y. Potom y je ndslednikem vrcholu x ve stromu T.

Vrchol y byl algoritmem z¥ejmé navstiven pozdéji nez x. P¥i vstupu
algoritmu do x je hrana (x,y) oznatena jako okrajovd. Vrchol y je

v8ak olislovan dfive neZ algoritmus vrchol x definitivné "opusti”— y
je tedy ndslednikem vrcholu x. O




Priichody grafem
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Prichod grafem — cviceni

@ Pro graf z pfedchoziho cvi€eni a po&ateéni vrchol b nakreslete
vystup veetné& olislovani
@ prichodu do Sitky.
@ priichodu do hloubky.
@ Charakterizujte grafy, jejichZ vystupni strom v&etné olislovani
je shodny v p¥ipadé& priichodu do 3itky i do hloubky.
© Upravte algoritmus BFS, aby u kaZzdého vrcholu uloZil i jeho
pfedchlidce na cesté z pocatecniho vrcholu.



Minim3lni kostra grafu

Minimalni kostra grafu

Necht G je souvisly graf s ohodnocenymi hranami. Kostra grafu G,
jejiz soucet ohodnoceni vsech hran je nejniZsi, se nazyva minimalni
kostra grafu G.

@ Nalezeni nejlevngjsi, ale neredundantni, pocitacové &i napft.
elektrické sité spojujici viechny koncové a aktivni prvky, resp.
pfipojnd mista.

@ Specialni p¥ipad Steinerova stromu

Obrazek: Minimalni kostra je vyzna&ena tu&né.




Minim3lni kostra grafu

Primiv algoritmus

Hledani minimalni kostry.
Neprohledava systematicky vSechny kostry grafu.
Za&ina v libovolném vrcholu a buduje strom.

Nejvyssi prioritu maji hrany s nejniz&im ohodnocenim.

Stéle existuje jen jedna komponenta minimalni kostry, ktera
postupné roste.

SloZitost zdvisi na datové struktufe ukladajici okrajové hrany:

Matice sousednosti  O(V?)
Binarni halda O(Elog(V))
Fibonacciho halda  O(E + Viog(V))



Minim3lni kostra grafu
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Primiv algoritmus

Vyber libovolny vrchol s vstupniho grafu.
Inicializuj vystupni strom T vrcholem s.
Inicializuj mnoZinu okrajovych hran jako préazdnou.
Dokud T neobsahuje vSechny vrcholy:

Aktualizuj mnoZinu okrajovych hran.

Necht’ e je okrajova hrana s nejniZzsim ohodnocenim

a jeji koncovy vrchol v nepatfici do T.

Pridej vrchol v a hranu e do stromu T.

Vrat’ strom T.



Minim3lni kostra grafu
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Primiv algoritmus — diikaz

Viystupni strom Ty vytvofeny k iteracemi Primova algoritmu je
podstromem minimalni kostry grafu.

Diikaz.
Indukci pres k:
© Pro k = 0 patfi do grafu jen vrchol s.

@ Necht Ty je podstromem minimdlni kostry T a strom Ty
vznikne p¥idanim hrany e s minimalnim ohodnocenim, jejiz
vrchol u patfi do Ty a v nikoliv.




Minim3lni kostra grafu
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Primiv algoritmus — diikaz

Dikaz — pokracovani

Pokud T obsahuje hranu e, je Tx41 podstromem minimalni kostry.
V pripadé, Ze hrana e do minimalni kostry nepatfi, existuje

v grafu T + e (minimalni kostra s p¥idanou hranou e) cyklus
hranou e prochdzejici. Necht f je prvni hrana na "del3i" cesté mezi
vrcholy u, v takovd, Ze nepatfi do T,. Potom je i f okrajova hrana
stromu Ty, ale md niZsi prioritu (tudiZ vy33i ohodnocenf) nez
hrana e. Nahradime-li tedy v T hranu f hranou e, celkova vaha se
nezvysi a vznikla kostra bude minimalni.




Primiv algoritmus — ptiklad




Minim3lni kostra grafu
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Primiv algoritmus — ptiklad




Minim3lni kostra grafu
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Kruskaliv algoritmus

Druhy algoritmus pro hledani minimalni kostry grafu.
Nepostupuje cestou budovani stromu, naopak vznika les.
P¥idava hrany sefazené vzestupné podle jejich ohodnoceni.

P¥i pouziti vhodnych datovych struktur ¢asova slozitost
O(Elog(V)).



Minim3lni kostra grafu
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Kruskaliv algoritmus

Set¥id’ hrany grafu G vzestupn& podle ohodnoceni.
Inicializuj seznam komponent souvislosti vSemi vrcholy.
Dokud je ve vystupnim stromu T vice neZ 1 komponenta:
Vyber hranu s nejniZSim ohodnocenim, ktera spojuje
vrcholy leZici v riznjch komponentéch.
Pridej tuto hranu do vystupniho stromu T.
Aktualizuj seznam komponent.
Vrat’ strom T.



Kruskaliv algoritmus — pfiklad




Kruskaliv algoritmus — pfiklad



Minim3lni kostra grafu
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Borlivkiiv algoritmus

@ Vznik roku 1926 pro ndvrh efektivni elektrické sité,
znovuobjeven 1938, 1951 a v 60. letech

@ Vychdzel z ngj Kruskal p¥i navrhu svého algoritmu.
e Metoda budovani lesa (stejné& jako Kruskaldv alg.)

@ Komponenty lesa rostou stejnym zplsobem jako v Primové
algoritmu, ale paralelné

@ Velmi rychly rist kostry
@ Omezeni: Zddné dv& hrany v grafu nesméji mit stejné
ohodnoceni
Cvi&eni:
@ Pro¢ nesmé&ji mit dvé hrany v grafu stejné ohodnoceni?
o Co se miZe stat, kdyZz maji? Musi se to stat vzdy?

o Jak miiZeme algoritmus upravit, aby toto omezeni nemél?



Minim3lni kostra grafu
oeo

Borlivkiiv algoritmus — pseudokdéd

Necht’ T je prazdnd mnoZzina hran
Dokud T neni kostra grafu:
Necht’ E je préazdna mnoZina hran
Pro vS8echny komponenty souvislosti:
Necht’ S je prazdna mnoZina hran
Pro v8echny vrcholy komponenty:
Pridej do S hranu s nejniZ8im ohodnocenim,
kterd vede do jiné komponenty
Pfidej do E nejlevn&js8i hranu z S
Pfidej E do T
T je minimdlni kostra grafu



Minim3lni kostra grafu
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Minimalni kostra — cviceni

© Na graf na obrazku aplikujte n&ktery z algoritma hledani
minimalni kostry.

@ Graf na obrdzku predstavuje komunika&ni sit, kde ohodnoceni
hran uddva pravdépodobnost nechybovosti linky.
Pravdépodobnost nechybové cesty v grafu je souéinem
pravdépodobnosti v3ech linek na trase. Najd&te nejspolehlivéjsi
cestu z s do t.
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