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4 Minimálńı kostra grafu
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Terminologický úvod

Definice

Stromem v grafu G rozuḿıme podgraf grafu G , který je stromem.
Hrany a vrcholy, které do tohoto stromu nálež́ı, nazýváme stromové.
V opačném p̌ŕıpadě se hrana zve nestromová.
Hranu, jej́ıž jeden krajńı vrchol je součást́ı stromu T v neorientovaném
grafu, budeme značit jako okrajovou hranu stromu T . Je-li graf
orientovaný, znač́ıme hranu jako okrajovou pokud je součást́ı stromu T
jej́ı počátečńı vrchol.

Obrázek: Strom v grafu je vyznačen plnými vrcholy a tučnými hranami,
okrajové hrany čárkovaně.
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Růst stromu v grafu

Věta

Je-li G graf a T strom v G , potom graf vzniklý z T p̌ridáńım jeho
libovolné okrajové hrany je také stromem.

Důkaz.

Jelikož hrana má alespoň jeden ze svých koncových vrchol̊u v T ,
existuje cesta z p̌ridaného vrcholu do všech vrchol̊u T a graf
z̊ustává spojitý.

Přidaná hrana má mezi vrcholy stromu T zároveň nejvýše jeden
vrchol. Nemůže tedy žádným způsobem vzniknout cyklus a graf
z̊ustává i acyklický, tedy strom.
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Kostra grafu

Definice

Kostra grafu G je takový strom T v grafu G, pro který plat́ı
V (T ) = V (G ).

Graf může ḿıt v́ıce než jednu kostru.

Každý acyklický podgraf grafu G je obsažen v alespoň jedné
kosťre grafu G .

Obrázek: Kostra je vyznačena tučnými hranami.
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Kostra komponent grafu

Graf může ḿıt kostru žrejmě jen v p̌ŕıpadě, že je souvislý. Pokud
souvislý neńı, mohou ale ḿıt kostru jeho komponenty souvislosti.
Kostra nesouvislého grafu je tedy lesem, nikoliv stromem, p̌ričemž
každý jeho strom je kostrou jedné komponenty grafu.
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Budováńı stromu v grafu

Vstupem algoritmu je graf G a jeho vrchol v . Výstupem je graf
s oč́ıslovanými (p̌rirozenými č́ısly ohodnocenými) vrcholy 1, . . . , n.

inicializuj strom T jako vrchol v.

Nastav počı́tadlo vrcholů na 1 a označ vrchol v,

Dokud strom T neobsahuje všechny vrcholy komponenty,

jı́ž je podgrafem:

Vyber okrajovou hranu e.

Necht’ u je jejı́ vrchol, který nenı́ součástı́ stromu.

Přidej vrchol u a hranu e do stromu T.

Zvyš hodnotu počı́tadla vrcholů o 1.

Očı́sluj vrchol u.

Vrat’ strom T.
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Budováńı stromu v grafu – p̌ŕıklad

Obrázek: Růst stromu. Výstupńı strom T je vyznačen tučně, okrajové
hrany čárkovaně.
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Budováńı stromu v grafu – vlastnosti

Výběr okrajové hrany muśı být proveden podle
deterministického pravidla, aby výstup byl jednoznačný.

Hranám je p̌ridělena priorita a do grafu je p̌ridána vždy ta
s prioritou nejvyš̌śı.

Je-li algoritmus spuštěn z počátečńıho vrcholu v , strom T
složený z oč́ıslovaných vrchol̊u a stromových hran je kostrou
komponenty grafu G , j́ıž je vrchol v součást́ı.

Graf je spojitý právě když algoritmus budováńı stromu p̌ripoj́ı
všechny vrcholy tohoto grafu.
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Budováńı stromu v orientovaném grafu

Algoritmus budováńı stromu v orientovaném grafu je stejný jako
v p̌ŕıpadě grafu neorientovaného. Výstupńı stromy se ovšem mohou
lǐsit počtem vrchol̊u v závislosti na tom, který vrchol je vybrán jako
počátečńı.

Výstup algoritmu budováńı stromu v orientovaném grafu na
obrázku se bude lǐsit v závislosti na vybraném počátečńım vrcholu.
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Strom v grafu – cvičeńı

1 Nakreslete výstup algoritmu budováńı stromu v grafu, je-li
vstupem graf na obrázku. Priorita hran je určena
lexikografickým pǒrad́ım sestupně (lexikograficky menš́ı hrana
má vyš̌śı prioritu) a výpočet zač́ıná ve vrcholu:

1 a
2 c
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Steiner̊uv strom

Problém v nezáporně hranově
ohodnoceném grafu

Nalezeńı minimálńıho spojitého
podgrafu obsahuj́ıćıho
podmnožinu vrchol̊u

Ve věťsině variant NP-úplný,
v praxi heuristiky
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Pr̊uchod grafem do š́ı̌rky

BFS (Breadth-First Search)

Předpokládáme, že vstupem je souvislý neorientovaný graf.

Slouž́ı k prohledáńı a navšt́ıveńı všech vrchol̊u grafu.

Vrcholy jsou navštěvovány v pǒrad́ı podle vzdálenosti od
počátečńıho vrcholu.

Nalezne nejkraťśı cestu z počátečńıho vrcholu do všech
ostatńıch.

Při pr̊uchodu grafem je budován strom cest do všech jeho
vrchol̊u.

Pro implementaci algoritmu se použ́ıvá fronta.
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Pr̊uchod grafem do š́ı̌rky

Inicializuj strom T vrcholem v.

Nastav dist[v] = 0, dist[x]=nedosažitelný pro x != v.

Inicializuj množinu okrajových hran jako prázdnou.

Inicializuj počı́tadlo vrcholů na 1 a označ jı́m vrchol v.

Dokud nejsou označeny všechny vrcholy, opakuj:

Aktualizuj seznam okrajových hran.

Vyber okrajovou hranu e, jež vycházı́ z očı́slovaného

vrcholu w s nejnižšı́m možným čı́slem.

Přidej hranu e a jejı́ koncový vrchol u do stromu T.

Zvyš počı́tadlo vrcholů o 1.

Očı́sluj přidaný vrchol u.

Nastav dist[u] = dist[w] + 1.

Vrat’ strom T.
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Pr̊uchod do š́ı̌rky – p̌ŕıklad
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Implementace pr̊uchodu do š́ı̌rky

Inicializuj strom T vrcholem v.

Nastav dist[v] = 0, dist[x] = -1 pro x != v.

Inicializuj frontu vrcholů jako prázdnou a vlož v.

Inicializuj počı́tadlo vrcholů na 1 a označ jı́m vrchol v.

Dokud jsou ve frontě nějaké vrcholy, opakuj:

Z počátku fronty odeber vrchol w.

Dokud je e hrana vycházejı́cı́ z w do x:

Je-li x neočı́slovaný:

Zvyš počı́tadlo vrcholů o 1.

Očı́sluj x.

Nastav dist[x] = dist[w] + 1.

Přidej x na konec fronty.

Přidej vrchol x a hranu e do T.

Vrat’ strom T.
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Pr̊uchod do š́ı̌rky – vlastnosti

Necht’ u, v jsou vrcholy v grafu G . Vzdálenost vrchol̊u u, v (počet hran
na nejkraťśı cestě mezi těmito vrcholy) budeme značit δ(u, v).
Neexistuje-li cesta mezi těmito vrcholy, klademe δ(u, v) =∞.

Lemma 1

Necht’ (u, v) je hrana v grafu G . Potom plat́ı

∀s ∈ V (G ) : δ(s, v) ≤ δ(s, u) + 1

Důkaz.

Pokud do některého z vrchol̊u u, v neexistuje z s cesta, neexistuje
cesta ani do druhého z nich a plat́ı rovnost.

Necht’ z vrcholu s do vrcholu u vede cesta p délky k. Potom existuje
cesta z s do v složená z p a hrany (u, v). Délka této cesty je
právě k + 1 a nerovnost tedy plat́ı. Může ovšem existovat i cesta
kraťśı.
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Pr̊uchod do š́ı̌rky – vlastnosti

Lemma 2

Po skončeńı algoritmu BFS s počátečńım vrcholem s plat́ı

∀v ∈ V (G ) : dist[v] ≥ δ(s, v)

Důkaz.

Důkaz je veden indukćı k počtu vložeńı vrchol̊u do fronty:

Tvrzeńı žrejmě plat́ı po vložeńı počátečńıho vrcholu s do
fronty.

Uvažujme vkládáńı do fronty vrcholu x , do nějž vede hrana
z w . Z indukčńıho p̌redpokladu dist[w] ≥ δ(s,w)
a Lemmatu 1 plyne:

dist[x] = dist[w] + 1 ≥ δ(s,w) + 1 ≥ δ(s, x)
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Pr̊uchod do š́ı̌rky – vlastnosti

Lemma 3

Pro vrcholy < v1, . . . , vk > fronty v BFS plat́ı

dist[vk ] ≤ dist[v1] ∧ dist[vi ] ≤ dist[vi+1]

Důkaz.

Indukćı k počtu operaćı vkládáńı a odeb́ıráńı na frontě:

Po vložeńı počátečńıho vrcholu žrejmě tvrzeńı plat́ı.

Indukčńı krok: odebráńım vrcholu se platnost tvrzeńı změnit
nemůže. Pokud dist[v1] = dist[vk ], pak po odebráńı dist[v1]
jsou p̌ridány vrcholy o vzdálenosti rovné dist[vk ] + 1.
V druhém p̌ŕıpadě, kdy dist[v1] + 1 = dist[vk ], jsou po
odebráńı dist[v1] p̌ridány vrcholy o vzdálenosti rovné dist[vk ].
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Pr̊uchod do š́ı̌rky – důkaz

Věta

Po skončeńı algoritmu BFS s počátečńım vrcholem s na grafu G
jsou oč́ıslovány všechny vrcholy dosažitelné z s a v poli dist jsou
hodnoty δ(s, v).

Důkaz.

Pro nedosažitelné vrcholy tvrzeńı žrejmě plat́ı. Označme Vk

množinu vrchol̊u, pro něž δ(s, v) = k. Dokážeme, že pro každý
vrchol v jsou následuj́ıćı kroky provedeny právě jednou:

1 Oč́ıslováńı vrcholu.

2 Nastaveńı dist[v]

3 Vložeńı v do fronty.

Důkaz bude veden indukćı ke k .
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Pr̊uchod do š́ı̌rky – důkaz

Důkaz - pokračováńı.

Pro k = 0, tedy počátečńı vrchol, jsou tyto kroky provedeny
jedinkrát p̌ri inicializaci.

Indukčńı krok: Fronta se p̌red skončeńım výpočtu nikdy
nevyprázdńı a poté, co je do ńı vrchol vložen, se jeho
vypočtená vzdálenost ani oč́ıslováńı neměńı. Uvažujme
libovolný vrchol v ∈ Vk , k ≥ 1. Z lemmat 2 a 3 plyne, že
vrchol v může být navšt́ıven až poté, co jsou do fronty
p̌ridány všechny vrcholy z množiny Vk−1. Jelikož δ(s, v) = k,
existuje na cestě z s do v vrchol u ∈ Vk−1 takový, že existuje
hrana (u, v). Necht’ u je prvńı takový vrchol p̌ridaný do fronty.
Potom je vrchol v objeven právě z vrcholu u a plat́ı dist[v]
= dist[u] + 1.
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Pr̊uchod do š́ı̌rky – složitost

Každou hranu ”projdeme”právě jednou a všechny vrcholy také
navšt́ıv́ıme právě jednou. Při vhodné implementaci fronty, která
umožňuje p̌ridáváńı a odeb́ıráńı vrchol̊u v konstantńım čase, je tedy
časová složitost BFS O(|V |+ |E |).

Poznámka

Prezentovaný algoritmus lze snadno upravit tak, aby krom výpočtu
vzdálenosti od počátečńıho vrcholu s vypoč́ıtal i jeho p̌redchůdce
na nejkraťśı cestě z s.
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Pr̊uchod grafem do hloubky

DFS – Depth First Search

Naḿısto postupného procházeńı vrchol̊u od nejbližš́ıch ke
kǒreni postupuje algoritmus do hloubky – dokud je to možné,
vybere vždy hranu vedoućı dále z vrcholu, do kterého právě
vstoupil. Poté se vraćı stromem ke kǒrenu – ”backtrackuje”.

Algoritmus i jeho implementace velice podobné BFS – stejná
časová složitost.

Projde všemi vrcholy grafu.

Vstupem je rovněž neorientovaný souvislý graf

Nenalezne nejkraťśı cesty do vrchol̊u.

DFS vhodněǰśı pro prohledáváńı stavových prostor̊u
a heuristiky.

K implementaci se použ́ıvá zásobńık.
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Pr̊uchod grafem do hloubky

Inicializuj strom T vrcholem v.

Inicializuj množinu okrajových hran jako prázdnou.

Inicializuj počı́tadlo vrcholů na 1 a označ jı́m vrchol v.

Dokud nejsou označeny všechny vrcholy, opakuj:

Aktualizuj seznam okrajových hran.

Vyber okrajovou hranu e, jež vycházı́ z očı́slovaného

vrcholu w s nejvyššı́m možným čı́slem.

Přidej hranu e a jejı́ koncový vrchol u do stromu T.

Zvyš počı́tadlo vrcholů o 1.

Očı́sluj přidaný vrchol u.

Vrat’ strom T.
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Pr̊uchod do hloubky – implementace

Inicializuj strom T vrcholem v.

Inicializuj zásobnı́k vrcholů jako prázdný a vlož v.

Inicializuj počı́tadlo vrcholů na 1 a označ jı́m vrchol v.

Dokud jsou v zásobnı́ku nějaké vrcholy, opakuj:

Z vrcholu zásobnı́ku odeber vrchol w.

Dokud je e hrana vycházejı́cı́ z w do x:

Je-li x neočı́slovaný:

Zvyš počı́tadlo vrcholů o 1.

Očı́sluj x.

Přidej x na vrchol zásobnı́ku.

Přidej vrchol x a hranu e do T.

Vrat’ strom T.
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Pr̊uchod do hloubky – p̌ŕıklad
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Pr̊uchod do hloubky – vlastnosti

Věta

Necht’ T je strom, jenž je výstupem běhu DFS na grafu G , a e
hrana z G, která nepaťŕı do stromu T . Necht’ x , y jsou koncové
vrcholy hrany e a plat́ı, že x je algoritmem označen nižš́ım č́ıslem
než y . Potom y je následńıkem vrcholu x ve stromu T .

Důkaz.

Vrchol y byl algoritmem žrejmě navšt́ıven později než x . Při vstupu
algoritmu do x je hrana (x , y) označena jako okrajová. Vrchol y je
však oč́ıslován ďŕıve než algoritmus vrchol x definitivně ”opust́ı”– y
je tedy následńıkem vrcholu x .
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Pr̊uchod grafem – cvičeńı

1 Pro graf z p̌redchoźıho cvičeńı a počátečńı vrchol b nakreslete
výstup včetně oč́ıslováńı

1 pr̊uchodu do š́ı̌rky.
2 pr̊uchodu do hloubky.

2 Charakterizujte grafy, jejichž výstupńı strom včetně oč́ıslováńı
je shodný v p̌ŕıpadě pr̊uchodu do š́ı̌rky i do hloubky.

3 Upravte algoritmus BFS, aby u každého vrcholu uložil i jeho
p̌redchůdce na cestě z počátečńıho vrcholu.
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Minimálńı kostra grafu

Definice

Necht’ G je souvislý graf s ohodnocenými hranami. Kostra grafu G ,
jej́ıž součet ohodnoceńı všech hran je nejnižš́ı, se nazývá minimálńı
kostra grafu G .

Nalezeńı nejlevněǰśı, ale neredundantńı, poč́ıtačové či nap̌r.
elektrické śıtě spojuj́ıćı všechny koncové a aktivńı prvky, resp.
p̌ŕıpojná ḿısta.
Speciálńı p̌ŕıpad Steinerova stromu

Obrázek: Minimálńı kostra je vyznačena tučně.
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Primův algoritmus

Hledáńı minimálńı kostry.

Neprohledává systematicky všechny kostry grafu.

Zač́ıná v libovolném vrcholu a buduje strom.

Nejvyš̌śı prioritu maj́ı hrany s nejnižš́ım ohodnoceńım.

Stále existuje jen jedna komponenta minimálńı kostry, která
postupně roste.

Složitost záviśı na datové struktǔre ukládaj́ıćı okrajové hrany:

Matice sousednosti O(V 2)
Binárńı halda O(Elog(V ))
Fibonacciho halda O(E + Vlog(V ))
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Primův algoritmus

Vyber libovolný vrchol s vstupnı́ho grafu.

Inicializuj výstupnı́ strom T vrcholem s.

Inicializuj množinu okrajových hran jako prázdnou.

Dokud T neobsahuje všechny vrcholy:

Aktualizuj množinu okrajových hran.

Necht’ e je okrajová hrana s nejnižšı́m ohodnocenı́m

a jejı́ koncový vrchol v nepatřı́cı́ do T.

Přidej vrchol v a hranu e do stromu T.

Vrat’ strom T.
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Primův algoritmus – důkaz

Věta

Výstupńı strom Tk vytvǒrený k iteracemi Primova algoritmu je
podstromem minimálńı kostry grafu.

Důkaz.

Indukćı p̌res k :

1 Pro k = 0 paťŕı do grafu jen vrchol s.

2 Necht’ Tk je podstromem minimálńı kostry T a strom Tk+1

vznikne p̌ridáńım hrany e s minimálńım ohodnoceńım, jej́ıž
vrchol u paťŕı do Tk a v nikoliv.
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Primův algoritmus – důkaz

Důkaz – pokračováńı

Pokud T obsahuje hranu e, je Tk+1 podstromem minimálńı kostry.
V p̌ŕıpadě, že hrana e do minimálńı kostry nepaťŕı, existuje
v grafu T + e (minimálńı kostra s p̌ridanou hranou e) cyklus
hranou e procházej́ıćı. Necht’ f je prvńı hrana na ”deľśı”cestě mezi
vrcholy u, v taková, že nepaťŕı do Tk . Potom je i f okrajová hrana
stromu Tk , ale má nižš́ı prioritu (tud́ıž vyš̌śı ohodnoceńı) než
hrana e. Nahrad́ıme-li tedy v T hranu f hranou e, celková váha se
nezvýš́ı a vzniklá kostra bude minimálńı.
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Primův algoritmus – p̌ŕıklad
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Primův algoritmus – p̌ŕıklad
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Kruskal̊uv algoritmus

Druhý algoritmus pro hledáńı minimálńı kostry grafu.

Nepostupuje cestou budováńı stromu, naopak vzniká les.

Přidává hrany sěrazené vzestupně podle jejich ohodnoceńı.

Při použit́ı vhodných datových struktur časová složitost
O(Elog(V )).
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Kruskal̊uv algoritmus

Setřid’ hrany grafu G vzestupně podle ohodnocenı́.

Inicializuj seznam komponent souvislosti všemi vrcholy.

Dokud je ve výstupnı́m stromu T vı́ce než 1 komponenta:

Vyber hranu s nejnižšı́m ohodnocenı́m, která spojuje

vrcholy ležı́cı́ v různých komponentách.

Přidej tuto hranu do výstupnı́ho stromu T.

Aktualizuj seznam komponent.

Vrat’ strom T.
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Kruskal̊uv algoritmus – p̌ŕıklad
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Kruskal̊uv algoritmus – p̌ŕıklad
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Bor̊uvk̊uv algoritmus

Vznik roku 1926 pro návrh efektivńı elektrické śıtě,
znovuobjeven 1938, 1951 a v 60. letech

Vycházel z něj Kruskal p̌ri návrhu svého algoritmu.

Metoda budováńı lesa (stejně jako Kruskal̊uv alg.)

Komponenty lesa rostou stejným způsobem jako v Primově
algoritmu, ale paralelně

Velmi rychlý r̊ust kostry

Omezeńı: žádné dvě hrany v grafu nesměj́ı ḿıt stejné
ohodnoceńı

Cvičeńı:

Proč nesměj́ı ḿıt dvě hrany v grafu stejné ohodnoceńı?

Co se může stát, když maj́ı? Muśı se to stát vždy?

Jak můžeme algoritmus upravit, aby toto omezeńı neměl?
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Bor̊uvk̊uv algoritmus – pseudokód

Necht’ T je prázdná množina hran

Dokud T nenı́ kostra grafu:

Necht’ E je prázdná množina hran

Pro všechny komponenty souvislosti:

Necht’ S je prázdná množina hran

Pro všechny vrcholy komponenty:

Přidej do S hranu s nejnižšı́m ohodnocenı́m,

která vede do jiné komponenty

Přidej do E nejlevnějšı́ hranu z S

Přidej E do T

T je minimálnı́ kostra grafu
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Minimálńı kostra – cvičeńı

1 Na graf na obrázku aplikujte některý z algoritmů hledáńı
minimálńı kostry.

2 Graf na obrázku p̌redstavuje komunikačńı śıt’, kde ohodnoceńı
hran udává pravděpodobnost nechybovosti linky.
Pravděpodobnost nechybové cesty v grafu je součinem
pravděpodobnost́ı všech linek na trase. Najděte nejspolehlivěǰśı
cestu z s do t.


	Úvod
	Budování stromu v grafu
	Pruchody grafem
	Pruchod do šírky
	Pruchod do hloubky

	Minimální kostra grafu
	Primuv algoritmus
	Kruskaluv algoritmus
	Boruvkuv algoritmus


