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9 Orientované grafy, Toky v śıt́ıch9 Orientované grafy, Toky v śıt́ıch

Nyńı se budeme zabývat typem śıt’ových úloh, ve kterých neńı podstatná délka hran a
spojeńı, nýbž jejich propustnost (jako potrubńı nebo poč́ıtačové śıtě).

Základńı úlohou v této oblasti je problém nalezeńı maximálńıho toku v śıti za podḿınky
respektováńı daných kapacit hran.

Stručný p̌rehled lekce

* Definice a některé základńı vlastnosti orientovaných graf̊u, souvislost.

* Śıtě s kapacitami hran, hledáńı maximálńıho toku a dualita.

* Důsledky duality toku; vyš̌śı souvislost, bipartitńı párováńı, SRR.
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9.1 Základńı pojmy orientovaných graf̊u9.1 Základńı pojmy orientovaných graf̊u

Požadavek explicitně vyjádřit směr hrany přirozeně vede na následuj́ıćı definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspǒrádané dvojice vrchol̊u.
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Definice 9.1. Orientovaný graf je uspǒr. dvojice D = (V,E), kde E ⊆ V ×V .2

Pojmy podgrafu a isomorfismu se přirozeně přenášej́ı na orientované grafy. 2

Značeńı: Hrana (u, v) (zvaná také šipka) v orientovaném grafu D zač́ıná ve
vrcholu u a konč́ı ve (ḿı̌ŕı do) vrcholu v. Opačná hrana (v, u) je r̊uzná od (u, v) .

Speciálně hrana tvaru (u, u) se nazývá orientovaná smyčka. 2

Orientované grafy odpov́ıdaj́ı relaćım, které nemuśı být symetrické.
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• Orientovaná cesta délky n ≥ 0 je následuj́ıćım grafem na n+1 vrcholech

s s s s s

1 2 3
. . .

n n+ 12

• a orientovaná kružnice (také cyklus) délky n ≥ 1 vypadá takto:
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Definice: Počet hran zač́ınaj́ıćıch ve vrcholu u orientovaného grafu D nazveme
výstupńım stupněm d+D(u) a počet hran konč́ıćıch v u nazveme vstupńım

stupněm d−D(u).

Součet všech výstupńıch stupňů je p̌rirozeně roven součtu všech vstupńıch stupňů.
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Souvislost na orientovaných grafech

Uvedeme si odstupňovaně ťri základńı pohledy:

• Slabá souvislost. Jedná se o tradičńı souvislost na symetrizaci grafu D
(tj. po

”
zapomenut́ı“ směru šipek).

s s s s s s
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• Dosažitelnost (směrem
”
ven“). Orientovaný graf D je dosažitelný směrem

ven, pokud v něm existuje vrchol v ∈ V (D) takový, že každý vrchol x ∈
V (D) je dosažitelný orientovaným sledem z v.

s s s s s s
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Podrobným zkoumáńım následuj́ıćıho obrázku zjist́ıme, že tento graf neńı
dosažitelný směrem ven, nebot’ chyb́ı možnost dosáhnout vrchol b úplně vpravo.
Na druhou stranu po vypuštěńı b je zbylý graf dosažitelný ven z vrcholu a vlevo.
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Souvislost na orientovaných grafech, silná

• Silná souvislost. Necht’ ≈ je binárńı relace na vrcholové množině V (D)
orientovaného grafu D taková, že

∗ u ≈ v právě když existuje dvojice orientovaných cest – jedna z u do v
a druhá z v do u v grafu D. 2

Pak ≈ je relace ekvivalence.

s s s s s su v

2

Definice 9.2. Silné komponenty orientovaného grafu D
jsou ťŕıdy ekvivalance relace ≈ uvedené v předchoźım. 2

Orientovaný grafD je silně souvislý pokud má nejvýše jednu silnou komponentu.
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Pro ilustraci si ḿırně uprav́ıme ďŕıve prezentovaný orientovaný graf tak, že bude
dosažitelný z nejlevěǰśıho vrcholu. Je výsledek silně souvislý?
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Ne, na obrázku jsou vyznačené jeho 4 silné komponenty.

Zároveň uvád́ıme pro ilustraci obrázek kondenzace silných komponent tohoto grafu,
což je acyklický orientovaný graf s vrcholy reprezentuj́ıćımi zḿıněné silné komponenty
a směry hran mezi nima.
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9.2 Definice śıtě a toku9.2 Definice śıtě a toku

Základńı strukturou pro reprezentaci śıt́ı je vážený orientovaný graf (přičemž
implicitńı směr hran je v tomto kontextu nezbytný). 2

Definice 9.3. Śıt’ je čtvěrice S = (G, z, s, w), kde

∗ G je orientovaný graf,

∗ vrcholy z ∈ V (G), s ∈ V (G) jsou zdroj a stok,

∗ w : E(G)→ R+ je kladné ohodnoceńı hran, zvané kapacita hran.
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Poznámka : V praxi může být zdroj̊u a stoků v́ıce, ale v definici stač́ı pouze jeden zdroj
a stok, z něhož / do nějž vedou hrany do ostatńıch zdroj̊u / stoků. (Dokonce pak r̊uzné
zdroje a stoky mohou ḿıt své kapacity.)
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Velikost toku v śıti

Značeńı: Pro jednoduchost ṕı̌seme ve výrazech značku e → v pro hranu e
přicházej́ıćı do vrcholu v a e← v pro hranu e vycházej́ıćı z v. 2

Definice 9.4. Tok v śıti S = (G, z, s, w) je funkce f : E(G)→ R+

0
splňuj́ıćı

∗ ∀e ∈ E(G) : 0 ≤ f(e) ≤ w(e), (respektováńı kapacity)

∗ ∀v ∈ V (G), v 6= z, s :
∑

e→v

f(e) =
∑

e←v

f(e). (zachováńı substance)

2

Velikost toku f je dána výrazem ‖f‖ =
∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e). 2

Značeńı: Tok a kapacitu hran v obrázku śıtě budeme zjednodušeně zapisovat
ve formátu F/C, kde F je hodnota toku na hraně a C je jej́ı kapacita.
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9.3 Nalezeńı maximálńıho toku9.3 Nalezeńı maximálńıho toku

Naš́ım úkolem je naj́ıt co největš́ı tok v dané śıti. Pro jeho nalezeńı existuj́ı
jednoduché a velmi rychlé algoritmy.

Definice 9.5. Úloha hledáńı maximálńıho toku v śıti S = (G, z, s, w).
Úkolem je v śıti S naj́ıt tok f ze zdroje z do stoku s podle Definice 9.4 takový,
který maximalizuje velikost ‖f‖. 2

Tok velikosti 5 uvedený v ukázce v p̌redchoźı části nebyl optimálńı, nebot’ v této śıti
najdeme i tok velikosti 6:
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Jak však poznáme, že věťśı tok již v dané śıti neexistuje?
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Pojem řezu v śıti

Definice 9.6. Řez v śıti S = (G, z, s, w) je podmnožina hran C ⊂ E(G)
taková, že v podgrafu G − C (tj. po odebráńı hran C z G) nezbude žádná
orientovaná cesta ze z do s.

Velikost́ı řezu C rozuḿıme součet kapacit hran z C, tj. ‖C‖ =
∑

e∈C w(e).
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Věta 9.7. Maximálńı velikost toku v śıti je rovna minimálńı velikosti řezu. 2

V uvedeném obrázku nalezneme tok velikosti 5. Proč má vyznačený řez také velikost 5?
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Nenasycené cesty v śıti

Definice: Mějme śıt’ S a v ńı tok f . Nenasycená cesta (v S vzhledem k f)

∗ je neorientovaná cesta v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle ze z do s),
tj. posloupnost navazuj́ıćıch libovolně orientovaných hran e1, e2, . . . , em,2

∗ kde f(ei) < w(ei) pro ei ve směru z u do v a f(ei) > 0 pro ei jinak.

s s s s

3/4 1/2 1/1 2/3 2/4

+1 +1 +1 +2 +2rezerva kapacity: > 0
z s

2

∗ Hodnotě w(ei) − f(ei) pro hrany ei ve směru z u do v a hodnotě f(ei)
pro hrany ei v opačném směru ř́ıkáme rezerva kapacity hran ei.
Nenasycená cesta je tud́ıž cesta s kladnými rezervami kapacit všech hran.
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Metoda 9.8. Maximálńı tok vylepšováńım nenasycených cest.
Základńı myšlenkou této jednoduché metody hledáńı maximálńıho toku v dané

śıti je prostě opakovaně vylepšovat tok podél nalezených nenasycených cest.

s s s s
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+1 +1 +1 +2 +2rezerva kapacity: > 0
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Algoritmus 9.9. Ford–Fulkerson̊uv pro tok v śıti.

• Vstup: Śıt’ S = (G, z, s, w) podle Definice 9.3.

• Tok f ← (0, 0, . . . 0).

• Dále opakujeme následuj́ıćı:

∗ Prohledáváńım grafu najdeme množinu U vrchol̊u G, do kterých se
dostaneme ze z po nenasycených cestách.

∗ Pokud s ∈ U , necht’ P znač́ı nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.

– Zvětš́ıme tok f o minimálńı rezervu kapacity hran v P .

• Opakujeme kroky výše, dokud nenastane s 6∈ U .

• Výstup: Vyṕı̌seme maximálńı tok f a také minimálńı řez jako množinu
všech hran vedoućıch z U do V (G) − U .
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Důkaz správnosti Algoritmu 9.9:
Pro každý tok f a každý řez C v śıti S plat́ı ‖f‖ ≤ ‖C‖. Jestliže po zastaveńı
algoritmu s tokem f nalezneme v śıti S řez o stejné velikosti ‖C‖ = ‖f‖, je
jasné, že jsme našli maximálńı možný tok v śıti S. (Pozor, zastaveńı algoritmu
jsme zat́ım nezdůvodnili.) 2

Takže dokažme, že po zastaveńı algoritmu nastane rovnost ‖f‖ = ‖C‖, kde C
je vypsaný řez mezi U a zbytkem grafu G. Vezměme tok f v S bez nenasycené
cesty ze z do s. Pak množina U z algoritmu neobsahuje s.

f(e) = w(e)

f(e) = 0

U
z s

2

Nyńı má každá hrana e← U (odch. z U) plný tok f(e) = w(e) a každá hrana
e→ U (přich. do U) tok f(e) = 0, takže

‖f‖ =
∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e) =
∑

e←U

f(e) =
∑

e∈C

w(e) = ‖C‖ .

2
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Důsledky Algoritmu 9.9

Z důkazu Algoritmu 9.9 odvod́ıme několik zaj́ımavých fakt̊u:

• Pokud Algoritmus 9.9 vždy skonč́ı, dokážeme t́ım i platnost Věty 9.7. 2

• Pro celoč́ıselné kapacity hran śıtě S Algoritmus 9.9 vždy skonč́ı.

s s s s

3/4 1/2 1/1 2/3 2/4

+1 +1 +1 +2 +2rezerva kapacity: > 0
z s
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• Pokud jsou kapacity hran śıtě S celoč́ıselné, opt. tok také vyjde celoč́ıselně.
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9.4 Zobecněné použit́ı śıt́ı9.4 Zobecněné použit́ı śıt́ı

• Śıtě s kapacitami vrchol̊u:
U śıtě můžeme zadat kapacity vrchol̊u, neboli kapacitńı váhová funkce je
dána jako w : E(G) ∪ V (G)→ R+.

s

s

5

43

5

2

a

b
z

s

;

s

ss

s

5

4

3

5

2

a

b

z

s

2

• Śıtě s dolńımi kapacitami:
Pro hrany śıtě lze zadat také jejich minimálńı kapacity, tedy dolńı meze
př́ıpustného toku, jako váhovou funkci ℓ : E(G)→ R+

0
.

ℓ(e) ≤ f(e) ≤ w(e)
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Bipartitńı párováńı

Definice: Párováńı v (nyńı biparitńım) grafu G je podmnožina hran M ⊂ E(G)
taková, že žádné dvě hrany z M nesd́ılej́ı koncový vrchol. 2

Metoda 9.11. Nalezeńı bipartitńıho párováńı
Pro daný bipartitńı graf G s vrcholy rozdělenými do množin A,B sestroj́ıme śıt’

S následovně:

s s

s s

s s

s s

A B

1 1

1 1

z s
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• Hrany śıtě S orientujeme od zdroje do stoku a přǐrad́ıme jim kapacity 1. 2

• Nyńı najdeme (celoč́ıselný) maximálńı tok v S Algoritmem 9.9. Do
párováńı vlož́ıme ty hrany grafu G, které maj́ı nenulový tok.
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Výběr r̊uzných reprezentant̊u

Definice: Necht’ M1,M2, . . . ,Mk jsou neprázdné množiny. Systémem r̊uzných

reprezentant̊u množin M1,M2, . . . ,Mk nazýváme takovou posloupnost r̊uzných
prvk̊u (x1, x2, . . . , xk), že xi ∈Mi pro i = 1, 2, . . . , k. 2

Věta 9.12. (Hall) Necht’ M1,M2, . . . ,Mk jsou neprázdné množiny. Pro tyto

množiny existuje systém r̊uzných reprezentant̊u, právě když plat́ı

∀J ⊂ {1, 2, . . . , k} :
∣

∣

∣

⋃

j∈J
Mj

∣

∣

∣

≥ |J | ,

neboli pokud sjednoceńı libovolné skupiny z těchto množin má alespoň tolik

prvk̊u, kolik množin je sjednoceno.

Důkaz lze podat konstrukćı vhodné śıtě podobné té v Algoritmu 9.11: 2

• Speciálńı vrcholy u a v odpov́ıdaj́ı zdroji a stoku,

• daľśı vrcholy reprezentuj́ı prvky a množiny naš́ı úlohy, 2

• ostatńı hrany přicházej́ıćı do vrcholu xj znázorňuj́ı všechny z daných
množin, které obsahuj́ı prvek xj . 2


